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Lignes  du  second  degré  (*). 

Deux  bases  fixes  RS,  rs  étant  données,  si  Von  con» 
struit  le  triangle rsM  dont  les  cafés  rM,  5 M  sont  res- 
pectiv^ement  égaux  à  deux  longueurs  Rm,  Sm^le  lieu 
de  M  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  quand  l'aire  du 
triangle  RSm  est  nulle,  c^est^à^dire  quand  m  est  un 
point  quelconque  de  la  ligne  RS;  en  e(Tet,  la  somme 
ou  la  différence  des  longueurs  rM,  5 M  esl  alors  con- 
stamment égale  a  RS. 

Jacobi,  qui  a  ainsi  modifié  la  définition  de  Tellipse  et 
de  Thyperbole,  fait  remarquer  que  le  lieu  de  M  est  une 
ligne  du  second  degré,  lorsque  m  décrit  une  droite  quel- 
conque. La  méthode  qu*il  a  donnée  dans  le  cas  où  m  se 
meut  sur  la  seconde  base  r5,  et  où  les  deux  bases  sont 
situées  de  manière  qu*on  ait  Rj=  Sr,  est  fondée  sur  le 
théorème  d'Ivory,  et  conduit  a  un  mode  de  génération 

("*)  Voir  Id  Journal  de  Crelle,  3«  cahier,  t.  LXXIII.  Un  traTail  ana- 
logue de  M.  Hermès  a  paru  dans  le  3*  cahier  du  même  tome. 


(6) 
analogue  des  surfaces  du  second  degré.  Cette  méthode  est 
résumée  dans  ce  qui  suit. 

L'équation  d'une  ellipse  étant 

on  considère  une  seconde  ellipse  ayant  les  mêmes  foyers 
F  et  F',  et  dont  Téquation  est 

a-  —  a        h^  —  u 

r 

U  étant  moindre  que  J*. 

Un  point  R  de  la  première  courbe  a  pour  coordonnées 
a  a,  i(3,  en  supposant  a*4- j3*=  i.  Les  coordonnées  d'un 

point  r  de  la  deuxième  sont  a  y/a* —  m,  (3  y^i*  —  u  \  R  et 
rsont  appelés  points  correspondants  (*). 

En  remplaçant  a,  p  par  a',  {3',  on  a  deux  autres  points 
correspondants  S,  5,  et,  par  suite, 

Rj»  — Sr'iL^      (fla  — aV«'— «)'-i-(^p  —^'sjb^—  u)^ 

—  (aa'  — a  v/«'— «)'  — (^P'— P  s/^'—  «)' 

=  «(aî'-f.  p»—  a'»—  P'^)  ~0} 
donc 

Rj  =  Sr. 

C'est  le  théorème  d'Ivory,  démontré  dans  le  cas  de  l'el- 
lipse. 

Cette  propriété  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de 
u  <^  £'.  Dans  le  cas  limite  où  u  =  &*,  les  ordonnées  des 
points  r^s  sont  nulles;  leurs  abscisses  sont  ac,  cn^c^  et, 
comme  a*  et  ct'^  sont  moindres  que  i ,  ces  points  sont  sur 


(.*)  Ces  deux  pointa  sont  sur  une  hyperbole  qui  a  les  mêmes  foyers 


««         r* 


que  les  ellipses  (i)  et  (  a  ),  et  dont  l'équation  — j-;  —  ^^,  =  i  se  déduit 
de  (a  )  en  y  remplaçant  u  par  «*—  «*c*  =  i'-i-  ^'c'. 


(  7  ) 
le  grand  axe  entre  les  deux  foyers  F  et  F'.  Il  en  est  de 
même  pour  tous  les  points  de  cet  axe  correspondants  des 
points  de  Tellipse. 

On  peut  remarquer  que,  pour  u  =  &*,  l'équation  (  2) 
donne j^=o  et  x*<c', puisque  la  quantité  indéterminée 

-r^ —  est  positive  :  elle  représente  ainsi  Vellipse  li- 
mite FF. 

Si  Ton  suppose  fixes  les  points  R,  S  de  Tellipse 
donnée  et  les  points  correspondants  r,  s  de  Taxe  des  x, 
et  si  M  est  un  point  quelconque  de  la  courbe  correspon- 
dant à  un  point  m  de  Taxe,  comme  on  a 

Mr=:R/w     et     Mf  =  S/w, 

M  est  le  point  de  rencontre  de  deux  circonférences 
dont  les  centres  sont  r  et  s  et  les  rayons  Km  et  S  m. 

Quand  R  et  S  sont  les  deux  sommets  A  et  A'  du  grand 
axe,  r  et  5  sont  les  foyers  F  et  F' 5  donc  MF  =  A/w, 
MF  =  A'm,  et  par  suite  MF  -f-  MF  =  A  A'. 

Les  calculs  relatifs  à  Thyperbole  se  déduisent  des  pré- 
cédents en  changeant  i'  en  —  i*,  (3'  en  — j3*,  etc.,  et  en 
supposant  u^ —  £'.  Il  en  résulte  la  même  propriété  des 
points  correspondants  et  la  même  construction  d'un  point 
de  rhyperbole,  avec  cette  différence  que  les  points  /*,  s, 
m,  etc.,  pour  u  =  —  &*,  sont  sur  la  portion  indéfinie  de 
l'axe  des  x  extérieure  à  FF'. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  démontre  le  théorème 
dlvory  en  observant  que  deux  points  correspondants  de 
deux  paraboles  homofocales  dirigées  dans  le  même  sens 
s'obtiennent  en  coupant  les  deux  courbes  par  une  troi- 
sième parabole  ayant  le  même  foyer  et  le  même  axe,  mais 
dirigée  en  sens  contraire.  Le  calcul  se  fait  en  prenant  le 
foyer  pour  origine  des  coordonnées,  et  il  en  résulte  l'é- 
galité Rj  =  Sr. 


(8) 
Si  Ton  suppose  nul  le  paramètre  de  la  seconde  para- 
bole, elle  se  confond  avec  Taxe  des  x,  dont  chaque  point 
au  delà  du  foyer  F  est  le  correspondant  d'un  point  de  la 
parabole  donnée,  et  Ton  a  ainsi,  comme  dans  Tellipse  et 
rhyperbole, 

Mr=rRiH,     M  J  =  S/n. 

Ces  propriétés  des  courbes  du  second  degré  se  dédui> 
sent  facilement  de  la  méthode  élémentaire  qui  sert  à  les 
construire. 

Â  et  A'  étant  les  sommets  de  Taxe  focal  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole,  et  r  un  point  de  cet  axe,  on  sait  que 
le  point  R  de  la  courbe  s'obtient  par  les  conditions 
RF  =  Ar,  RP==A'r.  s  étant  un  deuxième  point  de 
Taxe  correspondant  au  point  S,  on  a  aussi 

SF  =  A*,    SF'==A'j. 
Or,  si  y  et  j:^  désignent  les  abscisses  de  R  et  de  S,  on  a 

donc,  O  étant  le  centre  de  la  courbe, 


c.r'         _  .ex'' 


a  a 

De  ces  valeurs  on  déduit 

en  tenant  compte  de  Téquation  de  la  courbe. 

Dans  la  parabole,  Torigine  étant  au  sommet  A,  on  a 

RF  =  Ar=:ar'-h?,     SF  =  Af  =  x"-+-^, 

3  2 

d'où  résulte  aussi 

Rj=rSr. 


(9) 
On  a  donc,  dans  les  trois  cas, 

R'S'  étant  la  projection  de  RS  sur  la  ligne  rs^  on  a, 
d'après  les  abscisses  des  extrémités  de  ces  droites  : 
i^  Dans  l'ellipse 

a"  Dans  l'hyperbole 

rj>R'S'; 

3^  Dans  la  parabole 

On  peut  déterminer  le  centre  et  les  quantités  a,  &, 
np^  au  moyen  des  coordonnées  des  points  R«  S,  r,  5;  on 
a  d'ailleurs 

RF  —  SF  =  rs     on     RF  +  SF  =  rs, 

d'où  résulte  une  construction  simple  des  foyers  F  etP, 
im  de  ces  points  étant  à  Tinfini  quand  rs  =rz  R'S'. 

Les  deux  foyers  se  confondent,  et  Ton  a  deux  droites 
concourantes  :  i®  quand  RS  =  7,s;  2**  quand  Rr  et  S 5 
font  des  angles  égaux  avec  rs.  Us  sont  à  l'infini,  et  l'on  a 
deux  droites  parallèles  quand  rs  =  RS  ^=  R'S'.  Enfin,  si 
RS  est  perpendiculaire  à  rs  en  O,  avec  la  condition 
Or»—  OR*  =  Os*—  OS*,  on  a  la  droite  ORS  dont  tous 
les  points  sont  des  foyers. 

En  prenant  pour  axe  des  x  la  ligne  rs^  et  en  désignant 
par  x\y  les  coordonnées  de  R,  par  x^\y^  celles  de  S  et 
parxi,  Xf  les  abscisses  de  r  et  de  5,  Téquation  du  lieu 
de  M  est 


« 


(  lo  ) 

où 


jr,  —  x^ 


x'  —  x" 


La  courbe  est  une  ellipse  quand  ^'  <C  '  ^  ^i^®  hyperbole 
quand  X*  >  i ,  et  une  parabole  sî  X  =  i . 
On  a  deux  droites  concourantes  lorsque 

d'où  résulte,  en  supposant  Torigine  au  point  de  rencontre 
de  RS  et  de  rs^  Tégalité 

\x' Xi — Jr^^JCj)  (a:':c,-+-  x" x^ —  "Xx' x")  =.  o, 

qui  exprime  les  conditions  géométriques  indiquées. 

L'équation  représente  deux  droites  parallèles  quand 
X  =  I  avec  x'  =  Xj,  ou  quand  X  ==  —  15  dans  ce  dernier 
cas, 

X    -T~  X^  X      ~T~  •Pj 


1  2 


ce  qu'on  voit  aussi  par  la  Géométrie. 

Enfin,  pour  jt/=  ar'',  X  est  infini,  et  l'équation  donne 

(a?— j/)*=:o. 

En  résumé,  deux  longueurs  RS,  rs  étant  situées  de 
manière  que  R^  ==  Sr,  si  Ton  joint  R  et  S  à  un  point  m 
de  rSy  le  point  M  déterminé  par  les  conditions  Mr=  Rf7i, 
Ms  =  Sm  est  sur  une  ligne  du  second  degré,  et,  si  R'S' 
est  la  projection  de  RS  sur  la  ligne  rs^  le  lieu  est  : 

i^  Une  ellipse  quand  R'S'>  rs  (un  cercle  si  r5  =  0)5 

2°  Une  hyperbole  lorsque  R'S'<[  r5; 

3**  Une  parabole  si  R'S'  =  r^*, 

4^  Deux  droites  concourantes  quand  RS  =:  rs,  ou  quand 

Rr^  =  Ssr] 

5**  Deux  droites  parallèles  si  RS  z=  rs  =  R'S'; 
6^  Une  droite  quand  RS  est  perpendiculaire  à  rs. 


(  «»  ) 


Surfaces  du  second  degré. 

Le  changement  que  Jacobi  a  introduit  dans  la  défini- 
tion de  Tellipse  et  de  Fhyperbole  Ta  conduit  au  théorème 
suivant  : 

Etant  donnés  deux  triangles  RST,  rst^  si  Von  con- 
struit sur  ce  dernier  comme  base  une  pyramide  triangu- 
laire rstMy  dont  les  trois  arêtes  rM,  jM,  f M  sont  res- 
pectivement égales  à  trois  longueurs  Rm,  S/n,  T/ti,  fe 
lieu  de  M  est  une  surface  du  second  degré ^  quand  le 
volume  de  la  pyramide  "RST m  est  nul,  c'est-à-dire 
quand  m  est  dans  le  plan  RST. 

Le  lieu,  comme  le  calcul  le  montre,  est  du  second 
degré,  lorsque  m  se  meut  dans  un  plan  quelconque.  Le 
théorème  se  démontre  par  une  méthode  analogue  à  celje 
qu'on  a  vue  pour  les  lignes  du  second  degré,  dans  le  cas 
où  m  est  dans  le  plan  rst^  et  où  les  triangles  RST,  rst  sont 
situés  de  manière  qu'où  ait 

Ellipsoïde.  —  L'équation  de  la  surface  étant 

a^       o^       c' 

où  Ton  suppose  «*>>&*>  c',  on  considère  un  second 
ellipsoïde  ayant  pour  équation 

a^ —  u        b' —  u        c^ —  u 

où  u  <[  c*.  Ces  deux  ellipsoïdes  sont  homofocaux. 

Un  point  R  du  premier  a  pour  coordonnées  accy  b^j 
cy^   en   supposant   a'  4-  /:*  -4-  y'  ==  i  •    Les   quantités 


(  «a  ) 


a  sja}  —  a,  j3  ^6*  —  «,  y  yjc^  —  u  sont  les  coordonnées 
du  point  correspondant  r  de  la  seconde  surface  (^). 

Si  Ton  remplace  a,  /3,  y  par  a',  P',  /,  on  a  deux  autres 
points  correspondants  S,  s.  On  a,  par  suite, 

-4-(c7  —  y'v'c"—  «)'— (aa'—  a  y/<i»—  «)» 

donc  R5  =  Sr.  Le  théorème  d*Ivory  est  ainsi  démontré. 

Cette  égalité  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  u  <[  c*. 

Pour  le  cas  limite  où  u=  c*,  Téquation  (2)donnez=o, 

et,  à  cause  de  l'indétermination  de  la  quantité  positive 

-^ >  elle  représente  un  ellipsoïde  limite  dont  tous  les 

points  sont  dans  le  plan  des  xy  et  intérieurs  à  la  courbe 
qmi  a  pour  équation 

On  voit  d'ailleurs  que  Vx  et  Vy  du  point  r  qui,  par  l'hy- 
pothèse u  =  c*,  sont  devenus  a  y^a*  —  c*,  (3  y^i*  —  c", 
donnent,  par  leur  substitution  dans  le  premier  membre  de 
(3),  la  quantité  «*+  (3*  ou  x  — y*  qui  est  plus  petite  que 
le  second  membre.  La  même  vérification  se  fera  pour  s, 
La  courbe  (3)  est  \a  focale  àe  la  surface  dans  le  plan  des 
xj  :  elle  a  les  mêmes  foyers  que  Tellipse  principale  de 

(  *)  On  obtient  l'équation  d^un  hyperbololde  à  une  nappe  et  celle  d'un 
hyperboloide  à  deux  nappes,  passant  par  R  et  r,  en  substituant  succes- 
sivement à  «  dans  Téquation  (a)  les  racines  de  l'équation 

une  des  racines  étant  comprise  entre  b*  et  c*,  et  l'antre  entre  a*  et  b^ 


(  «3  ) 
ce  plan 

(4)  7.-^P  =  '- 

Soient  T  et  M  deux  autres  points  de  l'ellipsoïde  donné, 
ayant  pour  correspondants  dans  le  plan  des  xy  les  points 
t,  m  situés  comme  r  et  5  dans  rintérieur  de  la  courbe  (3)  \. 
on  aura  les  égalités 

En  supposant  ûxes  les  points  R,  S,  T  de  la  surface  et 
leurs  correspondants  r,  5,  t^  il  résulte  des  trois  dernières 
égalités  qu'iin  point  quelconque  M  de  V ellipsoïde  est 
V intersection  de  trois  sphères  dont  les  centres  sont  r,  ^ , 
t  et  dont  les  rayons  sont  les  distances  des  points  R,  S, 
Il  à  un  point  m  pris  dans  V intérieur  de  la  focale» 

Lorsque  les  points  R,  S,  T  sont  sur  la  section  princi- 
pale du  plan  des  xy^  r,  s^  t  sont  sur  la  focale.  Les  triangles 
rsty  RST  sont  alors  dans  le  même  plan  et  inscrits  dans  les 
deux  ellipses  homofocales  (3)  et  (4)9  de  manière  que 
leurs  sommets  soient  respectivement  des  points  corres- 
pondants des  deux  courbes.  On  peut  de  cette  manière 
construire  par  points  un  ellipsoïde  dont  on  connaît  les 
trois  axes. 

Quand  h  =  a,  c'est-à-dire  quand  rellipsoïde  est  de 
révolution  autour  du  petit  axe,  les  coniques  (3)  et  (4) 

sont  des  circonférences  concentriques  de  rayons  y/a*  —  c* 
et  a.  Les  coordonnées  de  R  étant  aa,  a(3,  et  celles  de  r, 
cLyJa^  —  c*,  ^^a^^^^y  la  ligue  Rr  passe  par  le  centre; 
il  en  est  de  même  des  lignes  Ss  et  Tt.  Les  triangles  RST, 
rstj  inscrits  dans  les  deux  courbes,  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles. 

Lorsque  i^  =  c,  rellipsoïde  est  de  révolution  autour  du 
grand  axe.  L'équation  (3)  doune  alors j^  =  0;  par  suite, 


(  i4  ) 

les  points  r,  5,  f,  m,  etc.  sont  sur  Taxe  des  x,  et  les  trois 
sphères  se  coupent  suivant  une  circonférence  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Les  quanti  lés  RS*  —  r^*,  RT'  —  /7»,  ST*  —  st^  sont  po- 
sitives  ;  de  plus,  dans  le  cas  où  R,  S,  T  sont  sur  la  courbe 
(4)9  on  peut  remplacer  dans  les  expressions  de  ces 
quantités  a  et  |3  par  cos®  et  sïn^^  etc.  On  verra  alors 

qu'une  quelconque  des  longueurs  y'RS* — /*5*,  ^RT* — r£*, 

y/ST* —  si*  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres, 
c'est-à-dire  que  ces  trois  lignes  sont  les  côtés  d^un 
triangle.  Jac  bi  a  établi  cette  propriété  caractéristique 
de  Fellipsoïde  par  des  considérations  de  Statique. 

La  méthode  précédente  appliquée  aux  autres  surfaces 
â  centre  donne  les  résultats  suivants  : 

Hyperholoïde  à  une  nappe»  —  Un  point  M  de  cette 
surface  peut  être  construit  de  deux  manières  : 

1°  R,  S,  T  étant  sur  l'ellipse  —  +  —  =  1 ,  r,  5,  /.  sont 

les  points  correspondants  de  Y  ellipse  Jocale 


et  le  point  m  correspondant  à  M  est  extérieur  à  la  fo- 
cale. 

La  surface  est  de  révolution  quand  les  deux  coniques 

sont  des  circonférences  de  rayons  a  et  ^a'-h  c'. 

Les  quantités  RS'— 7\y%  RT*— ri%  ST*  — 5£*  sont 


négatives. 


X'       z^ 


a®  R,  S,  T  étant  trois  points  de  l'hyperbole  -5 ;  =  '  > 

r,  $y  t  sont  les  points  correspondants  de  V hyperbole  Jb- 

cale    ^^      —  t; ^  =  1 ,  et  le  point  m  correspondant 

à  M  est  encore  extérieur  k  la  focale. 


(   »5  ) 
Quand  bs=,a^  la  dernière  équation  donne 


o; 


/',  j»,  f,  /w,  etc.  sont  alors  sur  Taxe  des  2,  el  les  trois 
sphères  se  coupent  suivant  un  parallèle  de  la  surface  de 
révolution. 

Les  expressions  simplifiées  des  quantités  y^'RS*  —  rs^^ 

y/RT*  —  /t*,  y^ST*  —  st^  montrent  que  ces  quantités  sont 
imaginaires  ou  que  deux  sont  réelles  et  la  troisième  ima- 
ginaire. 

Hjperboloïde  à  deux  nappes.  —  Trois  points  R,  S,  T 

de  riiyperbole  -^ ;  = —  i,  et  les  points  correspon- 


.7»  z' 


dants  7',  5,  tde  V hyperbole  focale  — -^- — ; r- =  —  i 

déterminent  le  point  M  de  la  surface,  le  point  correspon- 
dant m  étant  à  Y  intérieur  àii  la  focale  (*). 

Quand  b  =  a^  les  points  r,  5,  f,  m  sont  sur  l'axe  des  z, 
et  la  construction  donne  un  parallèle  de  la  surface  de 
révolution. 

Le   calcul    des   quantités    ^RS*  —  rs* ,    y/RT*  —  /•«•, 

y/ST* —  st^  fait  voir  que  deux  de  ces  quantités  sont  ima- 
ginaires, et  la   troisième  réelle,  ou  bien  qu'elles  sont 

(*)  On  peut  construire  le  point  M  d'une  autre  manière.  R,  S,  T,  étant 
trois  points  de  la  surface  à  une  distance  %  >  c  du  plan  des  jcj',  ont  pour 

jC«         V*        h* 

projections  les  points  R',  S',  T'  de  l'ellipse -^  -h ^  =—  —  i.  Soient  r, 

*,  t  les  points  correspondants  de  l'ellipse  -^ j-  rr i  =  1  —  U   '® 

point  M  est  l'intersection  de  trois  sphères  ayant  r,  s^  t  pour  centres,  et 

dont    les   rayons   sont    les   trois   longueurs  v/A'-j- R'/»',    ^A*-t-S'm% 

\h*-i-  T'/n',  m  étant  un  point  quelconque  du  plan  des  xx* 

Cette  construction  s'applique  à  l'ellipsoïde,  à  l'hyperboloîde  à  une 
nappe  et  au  cône,  en  modifiant  conTenablement  les  seconds  membres  des 
équations  des  deux  ellipses,  et  la  situation  du  point  m  dans  le  plan 
des  j^. 


(  «6) 
toutes  les  trois  réelles,  mais  que  la  plus  grande  est  supé- 
rieure à  la  somme  des  deux  autres. 

Cône.  —  Soit  O  le  sommet;  les  deux  points  R,  S 

étant  sur  la  génératrice  j  =  o^  — | —  =  o,  les  points 

correspondants  r,  s  sont  sur  la  ligne  focale 

de  manière  que  Or  =  OR  et  Oj  =  OS',  le  troisième 
point  T  est  sur  la  génératrice  j^  =  o, =  o,  et  le 


point  t  snr  lai  ligne  focale  j=Oj  — ===:  =  o, 

à  la  distance  0<r=OT;  le  point  m  qui  correspond  au 
point  M  de  la  surface  est  situé  entre  les  deux  lignes  fo- 
cales. 

Quand  c  =  o,  le  cône  est  de  révolution,  les  deux  lignes 
focales  se  confondent  avec  Taxe  des  z,  et  les  points  r,  5,  /, 
m  sont  sur  cette  droite. 

Dans  le  cône  RS«—  rs^  =  o,  RT»  —  /f«  et  ST^—st^ 
sont  des  quantités  positives  ou  négatives. 

Cylindres.  —  La  construction  est  analogue  à  celle  du 
cône.  R,  S  étant  sur  la  génératrice  y  =  o^x=z  —  a,  /•,  5 
sont  sur  la  focale  ^  =  o,  x  =  —  r?  et  à  la  même  distance 
du  plan  des  xj\  T  est  sur  la  droite j^  =  o,  x  =  a  et  f,  à 
la  même  hauteur,  sur  ^  =  o,  x  =  c. 

Dans  le  cylindre  elliptique,  m  est  entre  les  deux  lignes 
focales  x  =  ±Lc^  et,  dans  le  cylindre  hyperbolique,  il  est 
dans  la  portion  indéfinie  du  plan  des  xz^  en  dehors  de 
ces  deux  droites. 

D'après  la  position  des  points  fixes,  on  a 

RS'  —  rj'  =  o     et     RP  —  rt-  =  ST'  —  j/»  =  it  6'. 


(  17) 

Le  cylindre  parabolique  y^  =:  ipx  étant  considëré 
comme  la  limite  d'un  cylindre  elliptique,  et  les  lignes 
ARS,  ¥rs  étant  fixes,  T  et  f  s'éloignent  indéfiniment,  et 
la  sphère  décritede  t  comme  centre,  avec  Tm  pour  rayon, 
a  pour  limite  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  som- 
met A, dont  il  est  éloigné  d'une  quantité  égale i  l'abscisse 
de  m  diminuée  de  AF. 

Paraboloïdes.  —  Pour  démontrer  le  théorème  d'Ivory 
dans  le  cas  des  paraboloïdes  homofocaux,  on  met  l'équa- 
tion de  ces  surfaces  sous  la  forme 

en  prenant  pour  origine  le  point  milieu  de  la  distance 
des  foyers  FF',  et  en  posant 

l  est  supposé  positif,  et,  suivant  les  valeurs  de  A,  on  a  des 
paraboloïdes  elliptiques  dirigés  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  et  des  paraboloïdes  hyperboliques. 

Soit  A>/-,  si  l'on  coupe  le  paraboloïde  (h)  par  un 
paraboloïde  dirigé  en  sens  contraire,  ayant  pour  équa- 
tion 

la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  des  xz  a  pour 
équation 

-+-  r^ -r -=1; 


(i4  H- /)  (a  — /)         (A—/)  (a-!-/) 

donc  j/,  y  y  z'  désignant  les  coordonnées  d'un  point  R 
commun  aux  deux  surfaces,  on  peut  poser 

y>=  ^(A  H-  /)  («  ~  /),     z''=  v(i4  -  /)  («  -H  i), 
jéan.  de  Mathémae.,  'j«  série,  t.  XIV.  (Janvier  187J.)  2 


(  '8) 
/x  et  V  étant  positifs  et  remplissant  la  condition  |x  +  v  =z  i . 
On  a,  par  suite, 

,        a  —  /i         l  ,  . 

x'=z (2a  — l). 

Si  Ton  remplace  h  fSLvh!^  on  a  les  coordonnées  Xi,  yi^ 
Zi  d'un  point  r\  commun  aux  deux  surfaces  (hl)  et  (a)  j 
on  a  ainsi 

J-,  = 2tt  —  I    . 

2  2  ^     * 

R  et  r  sont  deux  points  correspondants  des  deux  para- 
boloïdes  [h)  et  (//). 

On  a  deux  autres  points  correspondants  S,  5,  en  chan- 
geant cc^a^v  en  a',  [t!^  v^ 

Des  coordonnées  de  ces  points  résulte  Tégalité 

Rj»  — Sr^^o     ou     Rf=:Sr. 

Si  Ton  fait  K's=z  l^  le  second  paraboloïde  se  confond 
avec  la  partie  du  plan  des  xy  comprise  dans  Vintérieur 

de  la  courbe  — ;  =  20:  -I-  /,  qui  est  la  focale  du  parabo- 
loïde [h)  dans  le  plan  des  Ty,  Les  coordonnées  de  r  de- 
viennent 

X,  = /a/,     J,  =  V^2pr/(a  — /),     X,  =  0. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  focale 
montre  que  r  est  intérieur  à  cette  courbe  :  il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  du  plan  des  xy  correspondants 
des  points  du  paraboloïde  [h), 

R,  S,  T  étant  trois  points  fixes  de  la  surface,  et  r,  5,  t 
les  points  correspondants  du  plan  des  jy^  un  point  quel- 


(  ig)- 

conque  M  est  déterminé  par  les  conditions 

Mr=:Rw,     Ms  =  Sm^     M/  =  T/n, 

m  étant  un  point  pris  h  Tintérieur  de  la  focale. 

Si  R,  S,  T  sont  sur  la  parabole  principale  du  plan  des 
xy^  r,  5,  t  sont  sur  la  focale,  et  les  deux  triangles  sont 
inscrits  dans  ces  deux  coniques  homofocales,  de  manière 
que  leurs  sommets  soient  des  points  correspondants  :  on 
peut  ainsi  construire  un  paraboloïde  dont  on  connaît  les 
paramètres  ap  et  !ip\ 

Le  paraboloïde  est  de  révolution  si  /=  o^  la  focale 
devient  y*  =  o,  et  les  points  r,  s^  /,  m  sont  sur  l'axe  de 
la  courbe. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  les  quantités  ^RS*  —  rs^^ 

y/RX-  —  r/*,  ^/ST*  —  st*  sont  réelles  et  que  la  plus  grande 
est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Les  résultats  relatifs  au  paraboloïde  hyperbolique  se 
déduisent  des  précédents  en  changeant  v  en  — v,  et  en 
supposant  h  compris  entre  —  /  et  4-  '•  Les  points  du  plan 
des  x^  correspondants  des  points  de  la  surface  sont  exté- 
rieurs à  la  focale,  dont  les  points  r,  5,  t  correspondent  à 
trois  points  fixes  de  la  parabole  principale. 

Les  quantités  yfRS*—rs^,  y/KT^rt^,  ^ST*  —  st' 
sontimaginaires,  et  l'une  d'entre  elles  est  égale  à  la  somme 
des  deux  autres. 

D'après  les  considérations  qui  précèdent,  on  a  ce  théo- 
rème : 

Deux  triangles  RST,  r5f  sont  inscrits  dans  deux  lignes 
du  second  degré  homofocales,  de  manière  que  R5  ==  Sr, 
R^  =Tr,  St  =  T^;  si  Von  joint  R,  S,  T  a  un  point  m 
du  plan,  le  point  d^ intersection  de  trois  sphères  ayant 
r,  5,  t  pour  centres  et  Rm,  Sm,  Tm  pour  rayons  est  sur 


2. 


(ao) 

une  surface  du  second  degré  (*),  et  si  Von  forme  les 

quantités  y[RS^—f?,  ^RT^TT?,  yJST*—st\  le  lieu 
est  : 

I  °  Un  ellipsoïde,  quand  les  trois  quantités  sont  réelles 
et  peuvent  être  les  trois  côtés  d'un  triangle; 

a®  Un  hjperboloîde  à  une  nappe,  lorsqu'elles  sont 
imaginaires  ou  que  deux  sont  réelles  et  la  troisième 
imaginaire  ; 

3^  Un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  si  deux  des  quan^ 
tités  sont  imaginaires  et  la  troisième  réelle,  ou  si,  étant 
réelles  toutes  les  trois,  la  plus  grande  est  supérieure  à  la 
somme  des  deux  autres  / 

4**  Un  paraboloïde  elliptique,  si  elles  sont  réel/es  et  si 
l'une  d'elles  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres; 

5**  Un  paraboloïde  hyperbolique,  si  elles  sont  imagi- 
naires et  si  l'on  a  la  même  égalité; 

6°  Un  cône^  quand  l'une  d'elles  est  nulle,  les  deux 
autres  étant  réelles  ou  imaginaires  ; 


(*)  On  a  une  coDstruction  analogue  quand  les  deux  triangles  ne  sont 
pas  dans  le  môme  pian;  dans  ce  cas,  on  peut  avoir  un  système  de  deux 
plans. 

Soient  OA,  OA'  les  traces  de  deux  plans  donnés  sur  le  plan  des  xy 
perpendiculaire  à  leur  intersection ,  et  jt^Oj:  la  trace  d'un  plan  bissecteur 
pris  pour  plan  des  xz.  Un  point  R  du  système  étant  projeté  en  R',  on 
porte  sur  Ox'  ou  sur  Ox,  suivant  la  position  du  point,  la  longueur 
Or'  =  OR' y  et  l'on  élève  la  perpendiculaire  r'r  =  R'R;  r  est  le  point 
correspondant  de  R;  on  aura  de  même  5  et  r  correspondants  de  S  et  de  T. 
Au  moyen  des  deux  triangles  ainsi  oluenus,  on  pourra  construire  un 
point  quelconque  de  l'un  ou  l'autre  plan. 

On  aura  un  seul  plan  quand  OA  et  OA'  se  confondront  avec  la  per- 
pendiculaire à  Ojt. 

Si  les  deux  plans  sont  parallèles,  on  peut  prendre  pour  point  corres- 
pondant de  R  sa  projection  R'  sur  le  plan  de  symétrie.  On  peut  aussi 
considérer  un  point  quelconque  r  de  ce  dernier  plan  comme  corres- 
pondant de  R,  et,  pour  avoir  s  et  f,  on  joint  les  projections  S',  T'  au 
point  O  milieu  de  R'r,  et  l'on  prolonge  des  quantités  Oj=0S'  et 
Of  =  0T'. 


(  ai   ) 

;/**  Un  cylindre,  quand  Vune  d'elles  est  nulle  et  les 
deux  autres  égales  ; 

8**  Une  surface  de  réi^olution  ;  i®  quand  les  deux 
coniques  sont  des  circonférences  concentriques ,  les 
triangles  inscrits  ajrant  leurs  côtés  parallèles^  a®  lorsque 
les  trois  points  r,  Sj  tsont  sur  Vaxe  de  la  Ugne  du  se- 
cond  degré  qui  contient  les  points  R,  S,  T. 

SHI  L'HYPOCYGLOÏDR  A  TROIS  REBRODSSEMBNTS  -, 

Par  m.  Ch.-Ph.  CAHRN. 


Steilier  a  énoncé  (sans  démonstration)  un  certain 
nombre  de  propriétés  de  Y hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements. 

Cette  courbe  est  engendrée  par  un  point  de  la  circon- 
férence d^un  cercle  qui  roule  intérieurement,  sans  glisser, 
sur  la  circonférence  d^un  cercle  de  rayon  triple. 

Une  démonstration  de  ces  propriétés  a  été  publiée  par 
M.  Cremona  dans  le  Journal  de  Crelle  (année  i865, 
p.  loi). 

On  trouve  dans  le  Mémoire  de  M.  Cremona  (p.  io6, 
§  il)  une  propriété  de  Thypocycloïde  à  trois  rebroussc- 
ments  qui  est  présentée  sous  une  forme  un  peu  différente 
dans  les  Nouvelles  Annales  dti  mois  de  janvier  1869 
(question  898). 

Je  rappelle  ici  la  solution  de  cette  question  898,  et  je 
vais  ntontrer  tout  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  pour  dé- 
montrer par  la  Géométrie  les  propriétés  démontrées  par 
M.  Cremona  d^une  autre  manière. 

Enfin  j'appliquerai  cette  même  méthode  à  la  démon- 
stration de  la  question  868  proposée  dan«  les  Nouvelles 
Annales  du  mois  de  mai  i868« 


(  ") 

I.  On  donne  un  cercle  C  (Jig»  i)  tangent  à  une  droite 
D  en  O.  D'un  point  M  de  la  circonférence  on  mène  MA 
perpendiculaire  à  D,  et  l'on  prend  AB  =  AO.  On  joint 
6M  et  Ton  demande  Tenveloppe  de  la  droite  BM  quand 
le  point  M  se  déplace  sur  la  circonférence.  L'enveloppe 
cherchée  admet  trois  axes  de  symétrie  et  trois  points  de 
rebroussement  remarquables  (question  898). 


Fig.  1. 


Fig.  a. 
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Remarquons  d'abord  que  Tare  OM  qui  mesure  l'angle 
en  O  du  triangle  isoscèlc  MOB  est  moitié  de  Tare  ON 
qui  mesure  l'angle  M  extérieur  à  ce  triangle,  ce  qui 
montre  que  la  question  proposée  revient  à  la  propriété 
suivante  énoncée  par  M.  Cremona  [Journal  de  Crelle, 
p.  io6)  : 

Deux  rayons  CM,  CN  du  cercle  C  tournent  simultané- 
ment autour  du  point  C,  en  sens  opposé  et  avec  la  con- 
dition que  leurs  vitesses  angulaires  aient  le  rapport  i  :  a; 
trouver  l'enveloppe  de  la.corde  MN  (*). 

Si  l'on  considère  deux  de  ces  cordes  MN  et  M'N'  {/ig.  a) 
se  coupant  en  H,  le  triangle  M'NH,  qui  a  deux  angles 
€*gaux,  est  isoscèle,  et  par  suite,  lorsque  les  cordes. MN, 
M'N'  se  rapprochent  jusqu'à  se  confondre,  on  aura  à  la 
limite  MN  =  MH. 

Cela  résulte  de  ce  que  l'arc  NN'  est  double  de  l'arc 
MM'. 


(*)  Voir  Crelie,  p.  117,  §  33. 


(a3) 

On  est  donc  ramené  à  chercher  le  lieu  du  point  H  tel 
que  MH=nMN,  Tare  ON  étant  double  de  l'arc  OM. 

Pour  cela,  il  suffira  de  mener  un  cercle  touchant  en  M 
{fiS'  ^)  ^^  cercle  donné  C  et  passant  par  le  point  H,  de 

Fig.  3. 


prolonger  le  rayon  CM  en  E  où  il  rencontre  cette  se- 
conde circonférence.  Si,  de.  C  comme  centre,  on  décrit 

l'arc  EF  qui  sous-tend  un  angle  OCF  tel  que  Ton  ait 

OCG  =  60°,  on  aura  ECF  =  60°—  OCM. 

D'autre  part,  Tare  EH  =  arc  NK  =  -  —  3(0M)  ;  donc 

angle  3  ÈCP"  =  ÈCH  et  arc  EF  =  arc  EH. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  fait  rouler  sur  le  cercle  CF 
le  cercle  G  qui  le  touche  primitivement  en  F,  ce  point  F 
du  cercle  C!  viendra  en  H  quand  le  contact  des  deux  cer- 
cles se  fera  en  E. 

Le  lieu  du  point  H  est  donc  Thypocjcloïde. 

II.  Remarque.  —  En  se  reportant  à  la  fig.  !2,  on  voit 
que,  étant  donnée  une  droite  fixe  coupant  le  cercle  C 
aux  points  M  et  N,  si  une  droite  mobile  qui  coupe  le 
cercle  aux  points  M'  et  N'  se  déplace  de  manière  qu'on 


(  M) 

ait  eonsUmmeot  arc  NN' =  a  arc  MM',  la  droite  M!W 
enveloppera  une  hypocycloïde  qu^elle  touche  au  point  H 
telqueM'H  =  M']N'. 

in.  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits 
à  V hypocycloïde  (*). 

Reportons-nous  à  la  ftg.  i . 

Soit  M'B'  la  tangente  à  Tliypocycloïde  qui  passe  par 
le  point  M' diamétralement  opposé  à  M^  les  angles  M'06', 
MOB  étant  complémentaires,  les  angles  M'B'O,  MBO 
respectivement  égaux  aux  précédents  le  seront  aussi: 
donc  les  tangentes  MB,  M'B'  à  l' hypocycloïde  sont  per- 
pendiculaires et  se  coupent  sur  la  circonférence  C  qui 
est  le  lieu  cherché. 

IV.  Du  point  M  situé  sur  le  cercle  C  {Jig*  A)iOn  peut 

Fig.  /,. 


mener  à  V hypotycloide  tivis  tangentes  dont  deux  sont 
rectangulaires  • 

Soit  MR  celle  de    ces    tangentes  qui   fait   avec    les 
deux  autres    des  angles    aigus,   MT  une   tangente   au 

(•)  Creilûf  p.  io3,  S  6. 


(a5) 

cercle  C;  si  MK  est  bissectrice  de  Tangle  RMT,  comme 
arcOR  =  aarcOM,  il  en  résulte  arc  OM  =s  2 arc  OK, 
donc  MK  est  une  tangente  k  Thypocycloïde  ^  donc  : 

Siy  par  un  point  du  cercle  C,  on  mène  une  tangente 
au  cercle  et  trois  tangentes  à  V kypociycloïde ,  deux  de 
ces  tangentes  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
la  troisième  et  la  tangente  au  cercle. 

V.  Arc  MK  =  arc  KR  {fig.  4  )  î  <ïonc  MR  est  perpen- 
diculaire h  KC  {*). 

n  résulte  de  là  que,  MK,  MK,  MR  étant  trois  tangentes 
menées  par  un  point  du  cercle  C  à  rhypocycloïde,  la 
parallèle  RL  à  KK'  touche  rhypocycloïde,  parce  que 
l'angle  R  est  droit  et  que  le  cercle  C  est  le  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  la  courbe. 

En  prenant  fx).  =:  fxR,  on  a  le  point  de  contact  "k  de 
cette  tangente,  et  comme  KL  =  KM,  que  K'L'  =  K'M, 
les  points  L,  U  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 
KL,K'L'. 

Ainsi  : 

VI.  La  droite  LL',  qui  joint  les  points  de  contact  L, 
L'  de  deux  tangentes  rectangulaires ^  est  tangente  à  la 
courbe  (**). 

VII.  La  longueur  LU  est  constante  et  égale  à  quatre 
fois  le  rayon  du  cercle  C.   . 

Réciproque  du  théorème  VI  : 

VIII.  Les  tangentes  à  V hypocycloïde  aux  points  L, 
L',  oii  une  tangente  à  cette  courbe  la  rencontre,  sont 
rectangulaires . 


(•)  CreUe,  p.  io3,  §  9. 
(••)  CrelU,  p.  io6,  S  12. 


(  a6) 
Menons  la  tangente  LM  en  L  {fig.  4)  à  Thypocycloïde 
et  la  tangente  MU'  perpendiculaire  à  ML  ;  la  droite  LU' 
est  tangente  à  Thypocycloïde  d'après  le  théorème  YI,  et 
comme,  par  un  point  L  pris  sur  la  courbe,  on  ne  peut 
mener  que  deux  uugentes  LM  et  LL',  LU  se  confond 
avec  LL',  et  le  point  L"  avec  le  point  L',  car  LL"  =  LL'. 

IX.  Si  Ton  achève  le  rectangle  LML'S  dont  la  diago- 
nale MS  passe  par  les  points  C  et  fi  milieux  des  droites 
KK',  LL',  ou  a  le  théorème  suivant  : 

Le  heu  des  intersections  S  des  normales  rectangu-- 
laites  est  une  circonférence  quia  C  pour  centre  et  pour 
rajon  3  CM. 

X.  Développée.  —  Les  trois  normales  SL,  SL',  SX 
enveloppent  évidemment  une  hypocycloïde  inversement 
komothétique  (le  point  C  étant  le  centre  d'homothétie) 
de  celle  qu'enveloppent  leurs  homologues  MK,  MK',  MR, 
c'est-à-dire  que  : 

La  développée  de  r hypocycloïde  est  une  hypocj- 
cloïde  inversement  komothétique  à  la  première  (C  est 
le  centre  d*homothétie)]  lé  rapport  d^homothétie  est^. 

Reportons-nous  à  \sifig.  4)  nous  verrons  que  la  para- 
bole qui  a  S  pour  foyer  et  qui  touche  les  droites  ML, 
ML'  a  pour  tangente  au  sommet  la  droite  LL'  qui  passe 
par  les  pieds  L  et  L'  des  perpendiculaires  abaissées  du 
foyer  S  sur  les  tangentes  ML,  ML'^  par  suite,  cette  para- 
bole a  sou  sommet  au  point  X,  où  LL'  touche  Thypocy- 
cloïde. 

Il  résulte  de  là  que  : 

XI.  Cette  parabole  enveloppe  Vhypocj'cloïde  elle- 
même; 

XII.  Son  axe  enveloppe  la  développée  de  Vhypocy- 
cloïde  ; 


(37) 
Xin.  Son  sommet  X  décrit  Vhypocycloïde  ^ 

XIV.  Son  foyer  S  décrit  le  cercle  qui  passe  par  les 
trois  points  de  rebroussement  de  Vhypocycloïdei 

Enfin  : 

XV.  Sa  directrice  est  la  parallèle  menée  par  le  point 
M  à  LU,  et,  comme  cette  parallèle  est  symétrique  deLL' 
par  rapport  au  point  C,  elle  env^eloppe  une  hypocycloïde 
symétrique  par  rapport  an  point  C  de  celle  qu^enve- 
loppe  LU. 

XVL  Considérons  deux  tangentes  A  A',  BB'  [fig*  5) 
à  l'hypocycloïde. 

Fig.  5. 


Soit  arcOA  =  a,  et  par  suite  arcOA'  =:  a  a  ^  de  même 
OB  =  [3  ei  OB'  =:  2^.  L'angle  ADB'  a  pour  mesure 

AB'---BA'             2ft-- a-i- 2a-- 6  a -'- B 

arc :rz:  arc  — =  are  —  --^  • 

2  2  2 

Les  angles  B'  et  A'  ont  aussi  cbacun  pour   mesure 

0c  H—  B 
arc —  ;  donc  les  triangles  DAB',  DBA'  sont  isoscèles, 

XVII.  On  voit  par  là  que  : 

Etant  donnée  une  tangente  AA'  à  T hypocycloïde  et  un 
point  D  sur  cette  tangente,  pour  mener  par  D  une  se- 
conde tangente,  il  suffit  de  décrire  du  point  A  (le  plus 
rapproché  de  O  des  deux  points  A,  A'}  un  arc  de  cercle 


(a8) 

de  rayon  AD  qui  coupe  le  cercle  C  au  point  B'  ;  joignant 
B'D,  on  a  une  tangente  BD  à  Thypocycloïde. 

XVni.  Soit  AA'  (Jig.  6)  une  ungente  menée  à  Thypo- 
cycloïde  par  un  point  arbitraire  D. 

Fig.  6. 


Du  point  E  où  A  A'  coupe  le  cercle  C  comme  centre, 
décrivons  avec  ED  comme  rayon  une  circonférence  qui 
coupe  la  circonférence  C  aux  points  B'  cl  C;  d'après  ce 
qui  a  été  dit  (XVII),  B'D  et  CD  seront  des  tangentes 
menées  par  le  point  D  à  Thypocycloïde. 

Ces  deux  tangentes  coupent  encore  le  cercle  C  en  F  et 
en  G. 

En  se  reportant  au  théorème  XVI,  ou  voit  que  les 
triangles  FDA',  GDA'  sont  isoscèles  •,  donc  FG  est  per- 
pendiculaire au  milieu  de  A'D  ;  de  même  EF  est  perpen- 
diculaire au  milieu  de  CD,  et  EG  est  perpendiculaire  au 
milieu  de  B'D. 

Il  résulte  de  là  que  les  parallèles  menées  aux  cotés  du 
triangle  EFG  respectivement  par  les  points  A',  B',  C 
forment  un  triangle  ABC  homolhétique  à  EFG,  le  point 
d'intersection  D  des  hauteurs  du  triangle  EFG  étant  le 
centre  d'homothétie,  et,  par  suite,  le  triangle  ABC  a 
pour  hauteurs  celles  du  triangle  EFG  qui,  comme  on 
sait,  touchent  l'hypocycloïde. 

Si,  maintenant,  on  se  reporte  à  Isi/ig*  i,  on  voit  que 


(»9) 
MN  étant  une  tangente  à  Thypocycloïde^  si  Ton  a 

2 arc  OM  =  arc  ON, 

c^est  par  le  point  N  que  passe  la  tangente  perpendicu- 
laire à  MN. 

Si,  d'un  autre  côté,  nous  nous  reportons  à  la^^.  5, 
nous  verrons  que,  si  Ton  a  2arcOA  =  arcOA',  c  est  du 
point  A  comme  centre  qu'on  a  décrit  la  circonférence 
qui  sert  à  déterminer  une  nouvelle  tangente  BB'. 

Comme,  dans  le  problème  actuel  (fig»  6),  nous  avons 
décrit  le  cercle  du  point  E  comme  centre,  c'est  la  droite 
BC  qui  sera  une  tangente  ii  rhypocycloïde  ^  il  en  sera  de 
même  de  AB  et  de  AC. 

Donc  : 

Si  trois  tangentes  à  Vhypocycloïde  passent  par  un 
même  point ^  les  tangentes  perpendiculaires  respecliife^ 
ment  à  celles-là  forment  un  triangle  dont  les  trois  pre- 
mières tangentes  sont  les  hauteurs. 

XIX.  D'un  point  quelconque  F  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  abaissons  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés  de  ce  triangle.  On  sait  que  les  pieds  de  ces 

Fig.  7. 


perpendiculaires  sont  en  ligne  droite ^  trouv^er  Venve- 
loppe  de  cette  droite  (question  868)  (*). 


(*)  y  oiv  C  relie  y  p.  no,  §  19,  et  Nouvelles  Annales,  a*  série,  t.  IX, 
p.  73,  la  solatioD  de  M.  P.  Serret. 


(3o) 

La  droite  ab  {Jig.  y)  qui  joint  les  pieds  des  perpendi- 
culaires est  tangente  au  sommet  d^une  parabole  inscrite 
au  triangle  ABC.  Cette  parabole  a  le  point  F  pour  foyer, 
et  sa  dircetrice  passe  par  le  point  de  concours  H  des 
hauteurs. 

La  droite  HF  rencontre  ab  en  J,  et  le  point  d  est  le 
milieu  de  HC^  donc  les  triangles  dpH  et  daF sont  égaux 
et  {la  =  dp. 

Il  résulte  de  là  que  le  triangle  dam  est  isoscèle. 

Comme  d^ailleurs  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
ABC  passe  par  les  milieux  de  HA,  HB,  HC,  il  passera 
aussi  par  le  milieu  d  de  HF. 

On  voit  par  là  que  ABC  {fig*  8)  étant  le  triangle 
donné,  m  le  pied  de  la  hauteur  Am^  ad  une  des  droites 

Fig.  8. 


dont  on  cherche  Tenveloppe  et  qui  rencontre  en  a  le 
côté  BC  et  en  d\e  cercle  des  neuf  points,  le  triangle  adm 
est  isoscèle«  Or  T angle  m  de  ce  triangle  a  pour  mesure 

iirc^f        ,,        ,                                           9irc(mk  —  di)      , 
9  CL  1  angle  en  a  a  pour  mesure  ,  donc 

arcmA-.r=2arcrfi,  donc  la  droite  ah  enveloppe  une  hypo- 
cycloïde  circonscrite  au  cercle  des  neuf  points  et  touchant 
les  trois  côtés  et  les  trois  hauteurs  du  triangle  donné,  ce 
qu'on  pouvait  prévoir  eu  prenant  le  point  F  à  un  som* 


(  3i  ) 
met  oa  au  point  diamétralement  opposé  à  un  sommet  de 
ce  triangle. 

On  voit  aussi  que  l'hypocycloïde  est  l'enveloppe  des 
tangentes  au  sommet  des  paraboles  inscrites  à  un 
triangle  (*). 


DISCIISSIOS  ALGÉBRIQUE  DE  L  ÉQUATION  EN  X  ; 

Pae  m.  a.  PICART. 


Soient 

(i)     S  r=  Ax^  -4-  ^Bxj-  -hCj^-f-^Djf  H-2E/-f-F=o, 

(2)  S'  =  A'x»4-  aB'orr  H-  C^'-i-  aD'j:  -f-  aE'j  -+-  F'  =  o 

les  équations  de  deux  coniques; 

(3)  S— )iS'=:o 

l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  leurs 
points  d'intersection. 

En  exprimant  que  cette  dernière  équation  représente 
deux  droites,  on  obtient  la  condition 


(4) 


A— 3^  A'  B— XB'  D— XD' 
B— XB'  C— XC  E— XE' 
D  — XD'     E  — >E'     F —\r 


o; 


c'est  l'équation  en  X. 

Pour  qu^à  une  valeur  réelle  de  A  corresponde  un  sys- 
tème de  sécantes  communes  réelles,  il  faut  que  celle  va- 
leur de  X  rende  positive  la  quantité 

(B  —  XB')' -  (A  —  )lA')  (C  —  XC), 

que  nous  appellerons  A,  ou  bien  Fannule  en  rendant 

(*)  Cre//tf,  p.  110,  S  20. 


(3a) 
positive  la  quantité 

(E  —  XE'  )*—  (C  —  IC)  (F  -  XF'J, 

que  nous  désignerons  par  A|. 

Or  Téquation  (4)  peut  s'écrire  ' 

/  (F  —  \r)  [(A  —  XA')  (C  -  XC)—  (B  —  XB')»] 

(5)  I       —  (A— XA'){E  — ÀE7— (C— aC)(D~XD')^ 

(  4-  2{B  —  XB')  (D  —  XD')(E—  XE')  =  o. 

Supposons  d'abord  A'Cf —  B'*  >•  o  5  l'équation  du  se- 
cond degré 

(6)  (A  —  XA')  (C  ~  XC)  —  (B  —  XB')'  =  o, 

dont  le  terme  en  X*  a  pour  coefficient  A'C —  B'*,  a  ses 

racines  réelles;  car,  pour  À  =  00  ,  son  premier  membre 

A         C 
est  positif,  et,  pour  X  =  -7  ou  —  >  il  est  négatif.  Nous 

excluons  le  cas  où  Ton  aurait  —7  =  —  =  —,  parce  qu'a- 

A  Jd  C 

lors  on  voit  immédiatement  que,  pour  X  =  -79  l'équa- 

A. 

tion  (3)  représente  deux  droites  réelles  dont  une  à  l'infini. 
Désignons  par  a  et  (3  ces  deux  racines;  si  —  <[  —?  l'une 

est  plus  petite  que -7»  l'autre  plus  grande  que—-,  soit 

A  Cl 

A  C 

a<;-7>  (3>p7*  Substituons  successivement  a  et  j3  à 

la  place  de  X  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (5), 
ce  premier  membre  devient,  pour  X  =  a, 

—  (A  —  a  A')  (E  —  aE')>—  (C  --  aC)  (D  —  aD'.)* 


2  (E  —  aE'  )  (  D  —  aD')  \/(  A  ~  aA'){C  — aC)  ; 

mais 

^  A  ^  C 
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d'où  l'on  tire,  puisqu'on  peut  toujours  supposer  Â'  >•  o, 
par  suite  C>  o,  en  vertu  de  l'hypothèse  A'C —  V*'^  o, 

A  — aA'>0,     C  — aC'>o; 

donc  le  résultat  de  la  substitution  est 

—  [(E  -  «E')  ^A  ~  a  A'  —  (D  —  aW)  /C  ^='^]% 

c'est-à-dire  négatif. 

Pour  ^  =  /3,  le  résultat  de  la  substitution  est,  puisque 

P>§>^.et,par8uite,A-3A'<o,C-pC<o, 

4.*[(E-pE')N/PA'-A-h(D~pD')v^^Circ]s 

c'est-à-dire  positif.  Donc  l'équation  (5)  a  une  ou  trois 
racines  réelles  comprises  entre  a  et  p.  Soit  X'  Tune  de 
ces  racines  ;  cette  valeur,  mise  à  La  place  de  X  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (6),  le  rend  négatif,  puis- 
qu'elle est  comprise  entre  ses  deux  racines  ;  donc,  pour 
X  =r  X^  la  quantité  A  est  positive. 
Considérons  en  second  lieu  le  cas  où 

A'C'-B''<o. 

Les  racines  de  l'équation  (6)  peuvent  être  réelles  ou 
imaginaires.  Supposons-les  d'abord  réelles '^soient  a  et|3 

ces  deux  racines  :  elles  sont  toutes  deux  ou  <C  -t?'  ^^ 

A 

A       C  C 

comprises  entre  77  et  —»  ou  }>  p;^-  Si  on  les  substitue  à 

A         Li  Cl 

la  place  de  X  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (5), 
comme  A —  «A'  et  C  —  aG  sont  de  même  signe,  ainsi 
que  A —  P  A'  et  C  —  j3C,  puisque  leur  produit  est  positif, 
on  obtient  ou 

~[(E--aE')VI^«A'-{D— «D')v/c'^=^iC^]% 

-[{E— pE')^A— pA'-(D'-pD')v^C^C'']», 
j4nn.  d9  Mathém.^  a*  série,  t.  XIV.  (JanTier  1875.)  3 
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OU 

-+-  [(  E  --  «F  )  v'a"A''^'A  -^  (D  -  aD')  y/aC  -^"]', 
[(E  -  pE' ) s/fÂ^^^ni  -4-  (D  -  pD')  s/fC^C]\ 


c'est-à-dire  toujours  deux  résultats  de  même  signe.  Donc 
l'équation  en  X  a  une  ou  trois  racines  réelles  en  dehors 
de  l'intervalle  compris  entre  a  et  (3  *,  mais  toute  valeur  de 
X  non  comprise  entre  a  et  (3  fait  prendre  au  premier 
membre  de  Téquation  (6)  le  signe  — ;  donc,  encore  dans 
ce  cas,  il  y  a  au  moins  une  racine  de  l'équation  en  X  qui 
rend  positive  la  quantité  A.  « 

Si  nous  supposons  maintenant  les  racines  de  l'équa- 
tion (6)  imaginaires,  son  premier  membre  prend  toujours 
le  signe  —  pour  toute  valeur  de  X  ;  par  conséquent,  toutes 
les  racines  réelles  de  l'équation  en  X  rendront  positive  la 
quantité  A. 

Il  nous  reste  encore  à  faire  voir  que,  quand  l'une  des 
racines  réelles  de  l'équation  en  X  annule  A,  s'il  n'y  en  a 
pas  d'autre  qui  rende  A  positif,  elle  rend  positive  ou 
nulle  la  quantité  A^,  c'est-à-dire  que,  pour  cette  valeur 
de  X,  l'équation  (3)  représente  deux  droites  réelles  paral- 
lèles distinctes  ou  une  droite  double  réelle.  En  effet, 
l'équation  en  X  peut  s'écrire 

(B-.XB')(E-XE')— {C-XC')(D~XD')» 
—  [(B  —  >B'}^~-  (A  -  XA')  (C  —  XC')] 
X^  [(E  -  XE')^  -  (C  -  XC')(F  —  XF')]  =  o, 

ce  qui  montre  que  A  et  Ai,  quand  ils  ne  sont  pas  nuls, 
sont  de  même  signe.  Or,  si  la  racine  réelle  X'  qui  rend 
généralement  A  positif  l'annule,  on  peut  supposer  que 
les  coefficients  A,  Â',  B,  B',  C,  C,.**  soient  altérés  de 
quantités  infiniment  petites  qui  ne  feront  que  modifier 
infiniment  peu  les  deux  courbes;  la  racine  X' deviendra 
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V+^X';  elle  cessera  d^ annuler  la  quantité  A  pour  la 
rendre  positive;  par  suite^  elle  rendra  positive  la  quan- 
tité Al  ^  mais  la  nouvelle  valeur  de  A^  diffère  infiniment 
peu  de  la  première;  donc  celle-ci  était  positive  pour 
A  =  X',  a  moins  qu'elle  ne  fût  nulle  en  même  temps 
que  A. 

Sans  vouloir  entrer  dans  le  détail  des  cas  particuliers, 
il  nous  faut  pourtant  examiner  encore  spécialement  le 
cas  ou  À'C —  B'*  =  o. 

Alors  Téquation  (6)  se  réduit  à 

(6')  (2BB'  —  AC  —  CA')  X  +  AC  —  B«  =  Oî 

Tune  de  ses  racines  est  infinie.  Désignons  l'autre  par  ^  . 
si  aBB' — AC — CA'^o,  cette  racine  est  plus  grande 

que  —  >  et,  si  aBB' — AC — CA'<^o,  elle  est  plus  petite 

que  •--7-  En  efièt,  dans  le  premier  cas,  on  a  bien 

B^— AC 


2BB'  — AC— CA'^C" 

car,  si  Ton  chasse  les  dénominateurs,  cette  inégalité  de- 
vient, en  tenant  compte  de  l'hypothèse  A'C —  B'*  =  o, 

(Bs/(r-Cv/Â^>>o; 
dans  le  second  cas,  on  a  bien 

B*— AC A 

2BB'-AC'— CA'^A'' 

car,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  on  obtient 

(bv'Â^— Av^>>o. 

Mais,  dans  le  premier  cas,  si  l'on  substitue  j3  a  X  dans 
l'équation  (5),  son  premier  membre  devient 

-f-  [(E  -  pE')  v^pA'-A-f-  (D  -  pD')  y/pC'-C]% 

3. 
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c'est-à-dire  positif;  dans  le  second,  il  devient 

—  [(E  —  pE')  v/a— pA'  —  (D  -.  pD')  s/C~p(y]s 

c'est-à-dire  négatif.  D'ailleurs,  si  Ton  substitue  +00  à  1^ 
on  trouve  le  signe  du  discriminant 

A'E'^-4-C'D"— 2B'D'E'4-F(B'»— A'C), 

qui  se  réduit  ici  à 

A'E'»4-C'D'»— 2B'DE' 
ou 

(  E  VÂ^  ~  D' v/C' K 

c'est  à-dire  le  signe  +•  Donc  Téquation  en  X  a  une  ou 

trois  racines  réelles  inférieures  à  ^  dans  le  premier  cas, 

et  supérieures  à  (3  dans  le  second;  mais,  dans  le  premier 

cas,  tout  nombre  inférieur  à  {3,  mis  à  la  place  de  X,  rend 

le  premier  membre  de  Téqi^ation  (6')  négatif;  dans  le 

second,  la  même  chose  a  lieu  pour  tout  nombre  supé** 

rieur  à  |3;  donc  il  7  a  au  moins  une  racine  réelle  de 

Féquation  en  X  qui  rend  positive  la  quantité  A,  réduite 

ici  à 

—  (2BB'—  AC—  CA')X  —  AC-+-  B^ 

Si,  en  même  temps  que 

A'C  — B'^  =  o, 
on  a 

2BB'— AC— CA'=io, 
on  en  tire 

na—  (AC'-4-  CAO*  _  (  AC-f-CA^  _  AC       A^C^'+C'A^' 

""      4B'>     '  "■      4A'C'     ""  2  "*"      4a'c'     * 

Or 

A'C-hC'A^»       AC 

4A'C'        ^    2  ' 

car  cette  inégalité  revient  à 

(AC'-CA')«>oî 
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donc  B*  —  AC  est  positif  :  la  quantité  A  est  alors  con- 
stanle  et  positive. 

SUR  U  SÉPARATION  BES  RAGINBS  DIS  ÉQUATIONS^ 

Pae  m.  h.  LAURENT. 


Je  rappelle  d'abord  un  théorème  bien  connu  :  le  po- 
lynôme du  second  degré  X,  homogène  enxi^  Xi^x^^».., 
Xn  peut  être  décomposé  en  une  somme  de  n  carrés  po- 
sitifsy  négatifs  ou  nuls,  et  cela,  du  reste,  d'une  infinité  de 
manières,  ainsi  que  le  prouve  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés.  Ce  que  nous  voulons  prouver,  c'est  que, 
de  quelque  manière  que  s'effectue  la  décomposition,  le 
nombre  des  carrés  positifs,  négatifs  ou  nuls,  sera  tou- 
jours le  même. 

Le  théorème  est  évident  pour  le  cas  d'une  et  deux  va- 
riables. En  effet,  un  polyçiôme  homogène  à  deux  variables 
ne  saurait  être  à  la  fois  une  somme  et  une  différence  de 
carrés  \  car  ses  racines  seraient  à  la  fois  imaginaires  et 
réelles,  ce  qui  est  absurde.  Il  ne  saurait  non  plus  être 
une  somme  de  carrés  positifs  et  une  somme  de  carrés 
négatifs  :  ainsi  le  théorème  est  établi  pour  le  cas  de 
deux  variables.  La  discussion  des  courbes  du  second  de- 
gré, celle  des  surfaces  du  second  ordre  prouvent  qu'il  a 
lieu  encore  pour  les  cas  de  trois  et  quatre  variables. 

Admettons  qu'il  ait  lieu  pour  le  cas  de  n  variables. 
Considérons  ensuite  un  polynôme  P  quelconque  homo 
gène  et  du  second  degré  à  n  +  i  variables,  Xi,  Xs, . . . , 
^N+i  \  supposons-le  susceptible  des  deux  décompositions 

P  =  ai  XJ  4-  «a  XJ  -+- .  .  .  -h  a,n-i  ^n-i-i» 
P  =  pi  Y*  -h  Pî  YJ  4- . . .  -f-  p,^n  Y5  ^.,, 

X  et  Y  désignant  des  fonctions  linéaires,  et  a,  (3  l'un  des 
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nombres  —  i,  o,  H-  i.  On  aura 

1°  Observons  que  Tune  des  quantités  a  est  de  même 
signe  que  Tune  des  quantités  (3  ;  car  si  tous  les  a,  par 
exemple,  étaient  positifs  et  tous  les  |3  négatifs,  le  pre- 
mier membre  de  (i)  serait  positif,  et  le  second  négatif, 
ce  qui  est  inadmissible. 

a**  Si  nous  supposons  a^i  =  Pn+i»  on  pourra  poser 

Xff+i  =  T|,4.|       ou       Xn+i  —  Xn+i  =  O, 

et  Ton  pourra  en  conclure  x„^i^  par  exemple,  en  fonc- 
tion linéaire  de  x^,  Xg,. .  •,  a:„,  à  moins  que  Ton  n'ait 
identiquement  X^+i  =  T^^.!  \  mais,  même  dans  ce  cas,  on 
pourrait  choisir  pour  x„^x  une  fonction  linéaire  arbi- 
traire de  or,,  jCj, . . . ,  x„. 

La  formule  (i),  quand  on  y  remplace  x„^i  par  sa  va- 
leur, prend  la  forme 

(a)  a,X','-ha,X7-4-...4-a,X;^=p.Y7-4-p,Y;'-h...  +  p«Y;S 

X'et  Y'  désignant  les  valeurs  de  X  et  Y  exprimées  en 
OTi,  Xs, . . .,  Xn»  Celte  formule  (a)  est  identique  comme 
la  formule  (i)  ;  car  x^^i  seul,  qui  n'y  entre  plus,  cesse 
d'être  arbitraire. 

Or,  par  hypothèse,  une  identité  telle  que  (a)  ne  sau> 
rait  avoir  lieu  entre  n  variables,  si  elle  ne  contient  pas 
le  même  nombre  de  carrés  positifs,  négatifs  ou  nuls  dans 
ses  deux  membres.  Donc,  etc. 

Cela  posé,  considérons  le  polynôme  du  second  degré 
en  Xq,  Xj,  •  •  • ,  ^n— 1  • 

(/—  a,)(.ro  -4-  a,x,  -|-  aj  :r,  -f- .  .  . -+-  a'J-'JCn-i)* 
-T-a,ar,  -f- aj  jc, -h  . .  . -♦- a^^^X»-,)' 


(3) 
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tout  décomposé  en  carrés,  dans  lequel  «i,  a,,. .  .,  a„ 
sont  les  n  racines  de  l'équation  à  coefficients  réels 

/(x)  =  o,    . 

et  t  une  indéterminée;  désignons  ce  polynôme  par  <f{t). 
Je  dis  que  le  nombre  des  carrés  positifs  dans  lesquels  on 
peut  le  décomposer  est  égal  au  nombre  des  racines  réelles 
moindres  que  t.  Cela  est  évident  quand  toutes  les  racines 
sont  réelles;  mais,  quand  il  y  en  a  d'imaginaires,  la  for- 
mule (3)  semble  compliquée  d'imaginaires,  et  l'on  ne 
Toit  pas  aussi  bien  les  choses. 

Supposons  «1  imaginaire;  soit  a,  la  racine  conjuguée; 
les  deux  premières  lignes  de  la  formule  (3)  seront  des 
expressions  conjuguées  :  leur  somme  sera  donc  réelle.  Il 
est  facile  de  voir  qu'elle  est  la  différence  de  deux  carrés. 
En  effet,  posant 

/  —  a,  r=  A  -f-  B  y^~  I ,     ^  —  a,  =  A  —  B  \/—  I , 

.To  -f-  a,  X,  -4-  .  .  .  rrt:  P  -f-  Q  ^ —  I , 

•^i  H-  «1  -a:,  -4-  ...  11=  P  —  Q  y^—  i . 

la  somme  des  deux  premières  lignes  de  (3)  sera 

(  A  -4-  B  v/^)  (P»—  Q*-f-  aPQ  v/"^) 

H-  (a  —  B  v^^J  (P»—  Q»—  aPQ  V^7) 
ou 

2A(P'~Q»)~4BPQ, 
c'est-à-dire 

,A(p-Q.-^PQ)  =  aA[(p-^Q)-Q'(,H-?;)]. 

Ainsi,  dans  le  cas  ou  les  racines  ne  sont  pas  toutes 
réelles,  le  nombre  des  carrés  positifs,  c,  sera  égal  au 
nombre  i  de  couples  de  racines  imaginaires,  augmenté 
du  nombre  n  des  racines  réelles  inférieures  à  t.  Soit  n' 
le  nombre  des  racines  réelles  inférieures  à  t\  et  c  Me 


r 
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nombre  des  carrés  positifs  dans  f  (/^)^  on  aura 

d'où  Ton  conclut 

Ainsi  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  t 
et  t'  est  la  différence  du  nombre  des  carrés  positifs  dslns 
lesquels  on  peut  décomposer  <]p(t)  et  <ip(t'). 

Reste  à  montrer  comment  on  formera  la  fonction  sy- 
métrique (f  (t)  des  racines  def=:  o. 

Posons 

le  coefficient  dq  -  dans  -  !,  sera  précisément 

F  (««)-+- F  (aO  +  ---      o«     ?(')• 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  pro- 
position, très-connue  d'ailleurs. 

Le  tbéorème  précédent,  analogue  à  celui  que  M.  Her- 
mite  a  faitconnaltre  pour  remplacer  le  théorème  deSturm, 
est  d'une  application  beaucoup  plus  facile  que  ce  der- 
nier, une  simple  division  suffisant  à  faire  connaître  le 
résultat. 
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Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires,  par 
M.  Màximilien  Marie,  répétiteur  i  l'École  Polytech- 
nique, t.  I".  —  Noui^elle  Géométrie  analytique^  ou 
extension  des  méthodes  de  la  Géométrie  de  Descartes 
à  r  étude  des  lieux  qui  peui^ent  être  représentés  par 
les  solutions  imaginaires  des  équations  à  deux  et  à 
trois  variables. 

M.  Maximilien  Marie  se  propose  de  développer,  dans  un 
seal  Ouvrage,  une  série  de  travaux  déjà  publiés  par  lui  à  di- 
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Tenet  époques,  mais  que  le  lecteur  ne  saurait  pas  toujours  se 
procurer  facilement. 

Le  premier  volume  de  cet  Ouvrage  vient  de  paraître  :  il  con- 
tient le  développement  d'un  nouveau  système  de  Géométrie 
analytique,  qui  a  surtout  pour  but  l'interprétation  des  solutions 
imaginaires  des  équations  à  deux  et  à  trois  variables.  Dans  ce 
système  de  Géométrie,  une  seule  et  même  équation  ne  repré- 
sente pas  seulement  une  courbe  réelle,  mais  une  infinité 
d'antres  courbes  réelles,  que  l'on  appelle  les  conjuguées  de 
celle-ci,  et  qui  ont  une  grande  analogie  de  propriétés  avec 
elle. 

Sans  entrer  ici  dans  de  grands  détails,  nous  allons  donner 
une  idée  de  la  théorie  de  M.  Marie. 

Considérons  Téquation 

et  soit  X  =  a  -♦-  p  ^ —  I ,  ^  =  a'  H-  p'  ^ — i  une  solution  de 
cette  équation  ;  nous  la  représenterons  par  le  point  dont  les 
coordonnées  réelles  seraient 

x'r=a  -h  p, 
y=a'4-P'. 

Cela  posé,  si  l'on  établit  entre  p  et  p'  une  relation  p'=  pc, 
e  désignant  une  constante,  on  aura 

^^  )/=«'-+.  Pc 

Or  a,  p,  ol'  étant  liés  entre  eux  par  les  deux  équations  dans 
lesquelles  se  décompose 

les  équations  (i)  donneront  j/  et  y  en  fonction  d'un  seul 
des  paramètres  a,  p,  a'.  Le  lieu  des  points  ^,^,  pour  une  va- 
leur donnée  de  c,  est  ce  que  l'on  appelle  la  conjuguée  e  du 
liett/(«,  x)  =  o  »  ^  QA  est  la  caractéristique.  La  caractéristique 
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de  chaque  conjuguée  dépend  du  choix  des  axes,  mais  non  la 
figure  ni  la  position  de  celte  conjuguée. 

M.  Marie  montre  que  la  quantité  c  est  le  coefficieni  angu- 
laire de  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  y  pour 
rendre  les  abscisses  x  de  la  conjuguée  c  réelles. 

Les  conjuguées  d*un  lieu  du  premier  degré  à  coefficients 
imaginaires  sont  des  droites  issues  d'un  même  point. 

Les  conjuguées  d'une  ellipse  sont  les  hyperboles  ayant  les 
mêmes  diamètres  conjugués  que  cette  ellipse  et  touchant  cette 
ellipse. 

Lorsque  Ton  considère  deux  équations 

si  r—  =  -^  et  ^-  =  -î,  les  courbes  réelles  représentées  par 

ùx       ix      ^y       ly 

ces  deux  équations  seront  tangentes.  Il  en  est  de  même  des 
conjuguées  de  ces  courbes  réelles  qui  passent  au  point  \x^y)^ 
lorsque  ce  point  est  imaginaire. 

Si  Ton  remplace  en  particulier  l'équation  f  =  o  par 

la  droite  représentée  par  cette  équation  sera  tangente  ày=  o, 
et  Si  le  point  x,  y  est  imaginaire,  la  conjuguée  de  cette  droite 
qui  y  passera  sera  tangente  à  la  conjuguée  de  même  caracté- 
ristique  de  la  courbe /==  o. 

L'enveloppe  des  conjuguées  d^une  courbe  donnée  par  l'équa- 
tion/(«,j)=ro  comprend  évidemment  la  courbe  réelle  repré- 
sentée par  cette  équation  ;  mais  cette  courbe  n'est  pas  la  seule 

enveloppe  des  conjuguées  en  question.   M.  Marie  trouve  la 

dy 
seconde  partie  de  l'enveloppe  en  exprimant  que  —  est  réel; 

l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  jouit  de  plusieurs  pro- 
priétés intéressantes  que  nous  ne  pouvons  pas  énoncer  dans  un 
aperçu  nécessairement  succinct. 

M.  Marie  étudie  successivement  la  théorie  des  asymptotes, 
des  centres  et  des  diamètres,  etc.,  dans  les  courbes  et  leurs 
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conjoguéet »  et  presque  toujoars  les  conjuguées  semblent  en 
quelque  sorte  compléter  la  courbe  réelle;  les  propriétés  des 
conjuguées  rappellent  celles  des  hyperboles  tangentes  à  une 
même  ellipse  et  possédant  les  mêmes  diamètres  conjugués. 

Le  Chapitre  XI  du  livre  de  M.  Biarie  est  une  introduction  à 
la  théorie  de  la  courbure  des  lignes,  on  y  étudie  le  lieu 

et  ses  conjuguées';  l'enveloppe  de  ces  conjuguées  est  un  cercle. 
La  théorie  de  la  courbure  des  lignes  planes  est  étudiée  dans  le 
Chapitre  suivant;  on  y  remarque  le  théorème  suivant  : 

La  déçeloppée  de  Vençeloppe  imaginaire  des  conjuguées 
d'une  courbe  est  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la 
déçeloppée  de  cette  courbe. 

Le  Chapitre  XIV  est  consacré  à  l'étude  des  points  singuliers 
des  courbes  planes. 

Le  Chapitre  XV  traite  de  la  quadrature  des  courbes  planes 
et  de  leurs  conjuguées.  En  appelant  0  Tangle  des  axes,  la  no* 
tation  suivante,  où  les  limites  Xo,  jr^  et  X|,  Xi  se  rapportent  à 
deux  points  d'une  même  conjuguée, 


»n«r 


sinO  I  fdx^ 


représente,  par  sa  partie  imaginaire,  Paire  comprise  entre  la 
conjuguée  et  le  diamètre  correspondant  à  ses  cordes  réelles, 
et,  par  sa  partie  réelle,  l'aire  comprise  entre  le  diamètre,  l'axe 
des  X  et  les  deux  ordonnées  extrêmes. 

Parmi  les  résultats  trouvés  par  M.  Marie,  on  remarque  le 
suivant  : 

L'arc  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  est  fourni 
par  la  même  intégrale  que  l'arc  de  l'enpeloppe  réelle  ou  de  la 
courbe  proposée, 

Nous  bornons  à  ces  considérations  le  compte  rendu  de  TOu- 
vrage  de  M.  Marie;  mais  nous  ajouterons,  pour  en  donner  une 
idée  et  inspirer  au  lecteur  le  désir  d*en  faire  la  lecture ,  que 
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l'auteur  étend  toutes  les  considérations  dont  nous  menons  de 
parler  à  la  Géométrie  dans  l'espace. 

Ainsi,  à  toute  surface  on  peut  adjoindre  une  infinité  de  sur- 
faces conjuguées  dont  Tétude  est  aussi  simple  que  celle  des  con* 
juguées  des  courbes  planes.  H.  Laurxrt. 

Histoire  des  Mathématiques  depuis  leur  origine  jus- 
qu^au  commencement  du  xix*  siècle^  par  M .  F.  Hoefbb, 
i874«  —  Paris,  Hachette.  Un  vol.  de  600  pages,  avec 
4^  figures  dans  le  texte.  Prix  :  4  francs. 

Le  livre  que  nous  annonçons  fait  partie  de  la  collection  inti- 
tulée Histoire  uniçerselle^  publiée  sous  la  direction  de  M.  Y. 
Duruy.  On  doit  déjà  à  M.  Hœfer  une  série  d'ouvrages  relatifii 
à  rhistoire  des  sciences  physiques,  astronomiques  et  naturelles. 
JJHistoire  des  Mathématiques  forme  le  complément  de  cette 
série  importante. 

L'auteur  de  cet  Ouvrage  a  suivi  dans  ce  travail  une  méthode 
excellente  qui  établit  les  quatre  grandes  périodes  principales 
de  révolution  de  la  science  : 

1®  Invention  des  nombres,  des  chiffres  et  des  premiers  dé- 
ments de  VArithmétique  et  de  la  Géométrie. 

C'est  à  ces  seules  notions,  à  part  quelques  faits  particuliers, 
que  se  bornèrent  les  connaissances  des  peuples  de  l'Orient,  In- 
dous.  Égyptiens,  Chinois,  etc. 

2**  Écoles  grecques  fondées  par  Thaïes,  Démocrite  et  Anaxa- 
gore,  Pythagore  et  Platon.  Écoles  d'Alexandrie,  fondées  par 
Euclide>  puis  par  Ptolémée. 

Ces  diverses  Écoles  poussèrent  les  sciences  mathématiques 
fort  loin,  mais  ne  réussirent  pas  à  dégager  de  loi  générale* 

3^  Période  de  transition  :  développement  de  l'Algèbre  pen- 
dant le  moyen  âge. 

4**  Temps  modernes  :  invention  et  usage  du  Calcul  infinité- 
simal, des  séries  et  des  fonctions. 

L'Histoire  générale  des  Mathématiques  a  toujours  offert  un 
grand  intérêt.  Elle  a  démontré  combien  ont  été  pénibles  les 
efforts  de  l'esprit  humain  à  dégager  la  vérité^  à  créer  les  mé* 
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diodes  de  rusonnemeot  et  d'investigation,  à  généraliser  les 
résultats  en  possession  desquels  il  s'est  trouvé  peu  à  peu. 

Le  progrès  dans  ce  genre  de  recherches  a  éprouvé  des  fluc^ 
tuatîons  bien  singulières^  liées  intimement  à  l'histoire  des  peu- 
ples qui  ont  constitué  la  grande  famille  de  l'humanité.  En 
dehors  des  Grecs,  par  exemple,  quel  peuple  nous  a  légué  une 
plus  abondante  moisson  de  vérités  mathématiques?  C'est  à  ce 
peuple,  à  l'esprit  si  net,  à  l'intelligence  si  vive,  que  la  science 
moderne  est  redevable  de  toutes  ses  méthodes  les  plus  délicftles. 
Les  Arabes»  dont  on  a  vanté  Thabileté,  n'ont  pas,  à  beaucoup 
près,  contribué  autant  que  les  Grecs  au  progrès  des  Mathéma- 
tiques. Ils  ont  eu  principalement  la  gloire  d'avoir  traduit  et 
commenté  leurs  ouvrages,  mais  les  véritables  géomètres  arabes 
sont  en  bien  petit  nombre,  et  leur  passage  a  été  de  bien  courte 


Ces  diverses  particularités,  M.  Hœfer  les  a  très-bien  signa- 
lées dans  les  livres  UI  et  lY »  dont  l'importance  n'échappera  pas 
au  lecteur.  U  nous  suffirait  de  mentionner  ici  les  savants  grecs 
qui  ont  attaché  leur  nom  à  divers  théorèmes  d'Analyse  et  de 
Géométrie  bien  connus;  mais  ce  détail  nous  mènerait  trop 
loin  et  nous  forcerait  à  paraphraser  l'exposé  de  l'auteur. 

L'histoire  des  Mathématiques  ches  les  Grecs  est  précédée  de 
considérations  sur  les  origines  des  Mathématiques,  formant  le 
Livre  I***  de  l'Ouvrage,  et  du  Livre  II  consacré  aux  Mathémati- 
ques dans  l'antiquité. 

Le  Livre  V  renferme  l'historique  de  la  période  de  transfor* 
mation,  qui  embrasse  tout  le  moyen  âge,  dont  elle  a  gardé 
l'empreince  caractéristique.  L'esprit  humain,  à  cette  époque,  se 
livra  aux  combinaisons  compliquées  à  plabir.  L'idée  simple 
devait  éprouver  la  plus  grande  difficulté  à  se  dégager  ;  des  con* 
sidérations  astrologiques  et  mystiques  servirent  à  envelopper  la 
icienoe,  dont  elles  retardèrent  longtemps  encore  le  dévelop* 
ment.  Nous  les  retrouvons  pour  la  dernière  fois  au  xvi*  siècle  : 
elles  ont  servi  de  base  aux  immortels  travaux  de  Kepler.  Enfin 
cette  même  époque  vit  éclore  aussi  ces  vaines  recherches  aux- 
quelles donna  lieu  la  quadrature  du  cercle,  dont  l'histoire  a 
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lait  Pobjet  de  nombreux  développements  dans  le  grand  Ouvrage 
de  MoDtucla^  et  dans  un  livre  spécial  que  publia  ce  même  au- 
teur en  1 754« 

Le  Livre  YI  et  dernier  est  consacré  à  l'historique  succinct  des 
progrés  des  Mathématiques  pendant  les  xvi*,  xvn*  et  xviii*  siè- 
cles. La  question  de  Torigine  et  de  la  priorité  du  Calcul  infini- 
tésimal est  soigneusement  élucidée;  Tauteur  a  dà,  malheureu- 
sement, réduire  son  exposé  aux* faits  les  plus  essentiels;  il  lui  a 
fallu  se  renfermer  dans  les  modestes  limites  d'un  traité  élémen- 
taire, et  qui,  pour  être  spécial, exigerait  plusieurs  gros  volumes, 
à  en  juger  déjà  d*aprés  les  recherches  de  Montucla  et  de  de  la 
Lande,  qui  s'arrêtent  aussi  au  xix*  siècle,  tandis  que,  depuis, 
de  nouvelles  méthodes  ont  été  créées,  qui  ont  produit  les  ré^ 
sultats  les  plus  inattendus. 

L'esprit  de  méthode  et  la  concision  dans  l'exposé  recom- 
mandent cet  Ouvrage  à  toutes  les  personnes  qui  s'intéressent 
au  progrès  des  Mathématiques.  Les  élèves  des  classes  de  Ma- 
thématiques spéciales,  les  candidats  à  la  licence  et  à  l'agrégation 
y  trouveront  des  éléments  utiles  à  leurs  recherches  et  à  leurs 
travaux  ;  enfin  ce  livre  sera  lu  aussi  par  les  personnes  qui  n'ont 
pas  fait  des  Mathématiques  élevées  l'objet  de  leurs  études,  l'au- 
teur ayant  écarté  soigneusement  les  théories  arides  et  les  for- 
mules compliquées. 

L'histoire  complète  des  Mathématiques  exigerait  bien  d'autres 
développements.  Elle  devrait  comprendre  la  biographie  des 
mathématiciens,  le  détail  de  leur  correspondance  avec  les  géo- 
mètres de  leur  temps,  l'exposé  de  leurs  méthodes  et  la  critique 
de  leurs  ouvrages.  Pour  l'étude  de  plus  d'une  question,  il  fau- 
drait consulter  de  nombreux  documents,  reproduire  les  origi- 
naux les  plus  importants,  interpréter  même  les  passages  obscurs 
et  difficiles.  Tel  n'a  pas  été  le  programme  du  travail  de  M.  Hœfer. 
Il  a  été  obligé  de  le  restràndre  à  des  proportions  plus  modestes, 
qui  !e  rendent  ainsi  accessible  à  un  plus  grand  nombre  de  lec- 
teurs. 

De  nos  jours  où  la  science  a  été  mise,  pour  ainsi  dire,  à  la 
portée  de  tous,  un  ouvrage  élémentaire,  un  exposé  succinct, 
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répond  à  an  besoin  réel  et  suffit  grandement  à  combler  une 
lacune.  Tel  est  le  cas  de  cet  Ouvrage,  qu'il  faudra  consulter 
lorsqu'on  écrira  Thistoire  complète  des  Mathématiques,  pour 
foire  suite  au  grand  Traité  de  Montucla,  achevé  et  publié  par 
de  la  Lande,  et  à  ^Histoire  de  TAstronomie  par  Delambre  et  par 
Bailly,  ouvrages  précieux  par  les  exposés  lucides  et  les  docu- 
ments originaux  qu'ils  renferment  en  si  grand  nombre. 

U Histoire  des  Mathématiques  de  M.  Hœfer  s'arrête,  avons- 
nous  dit,  au  commencement  de  notre  siècle.  Depuis  cetteépoque, 
TAnalyse  et  la  Géométrie  se  sont  enrichies  de  méthodes  et  de 
théories  toutes  nouvelles,  dont  le  principe  date  de  nos  jours. 
En  Analyse,  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  les  méthodes 
d'intégration;  en  Géométrie  analytique,  les  coordonnées  curvi- 
lignes, les  propriétés  des  courbes  gauches  ;  en  Géométrie,  la 
théorie  des  surfaces,  le  principe  de  correspondance  et  ses  nom- 
breuses applications  dans  la  voie  féconde  ouverte  par  M.  Chasles 
et  suivie  par  les  géomètres  contemporains  :  tels  sont  les  prin- 
cipaux résultats  acquis  à  la  science  depuis  ces  derniers  temps. 

Les  progrès  de  la  Géométrie  et  de  l'Analyse  en  France  ont  fait 
Tobjet  de  rapports  présentés  par  M.  Chasles  et  par  M.  Bertrand. 
Biais  l'exposé  historique  des  progrès  accomplis  à  la  fois  en  France 
et  à  l'étranger  nécessitera  de  longues  et  savantes  recherches,  qui 
exigeront,  de  la  part  de  celui  qui  les  entreprendra,  une  connais- 
sance approfondie  des  théories  modernes,  afin  qu'il  puisse  éta- 
blir, entre  des  méthodes  si  variées,  la  coordination  qui  existe 
entre  elles,  et  qui  représente  le  caractère  philosophique  de  cette 
histoire  des  progrès  de  l'esprit  humain. 

H.  Beocard. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d*une  Lettre  de  M.  J,  de  la  Goumerie.  — 
Le  numéro  de  novembre  1874  des  N ombelles  jinnales 
contient  une  Note  très-intéressante  de  M.  Haton  de  la 
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Goupillière,  sur  TenTeloppe  d'une  droite  dont  deux 
points  décrivent  des  lignes  rectangulaires. 

Cette  enveloppe  est  une  variété  d'une  courbe  que  j'ai 
étudiée  sous  le  nom  de  trilatérale  harmonique^  et  dont 
j*ai  fait  connaître  diverses  propriétés  en  la  considérant 
soit  isolément,  soit  dans  ses  relations  avec  certaines  sur- 
faces symétriques  par  rapport  aux  plans  et  aux  sommets 
d*un  tétraèdre. 

Il  ne  me  serait  pas  possible  de  reproduire  en  quelques 
lignes  les  théorèmes  assez  nombreux  auxquels  je  fais 
allusion.  Je  désire  seulement  ajouter  cette  indication  à 
rénumération  que  M.  Haton  de  la  Goupillière  a  faite 
des  résultats  obtenus  par  divers  géomètres  sur  la  cubo- 
cycloïde. 


'il—  I.  Il    ■      ■■-... ■■  .TTTT-  :.-.-.j.tmiA 

QUESTION. 

1158.  On  donne  la  parabole  semi-cubique 
(i)  jc»— 3fl7»=o; 

d'un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  trois  tan- 
gentes à  la  courbe;  désignons  par  (C)  le  cercle  qui  paase 
par  les  trois  points  de  contact.  Chercher  : 

I®  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C)  a 
un  rayon  constant  \ 

2®  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  (C)  est  constamment  sur  la  courbe  (i)  ; 

3^  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C) 
touche  la  courbe  (i). 

Résoudre  les  mêmes  questions  pour  le  cas  de  la  para- 
bole cubique 

(2)  j:'— 3fl/==0. 

(L.  PiurviK.) 
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SIIR  LES  QUADRATURES; 

Par  m.  C.  POSSE, 

Privat-docent  k  VUniversité  de  Saint-Pétersbourç. 


Les  propriétés  connues  des  fractions  continues  algé- 
briques permettent  d^obtenir  sur-le-champ  une  formule 
générale  pour  Tévaluation  approximative  des  intégrales 
de  la  forme 


i: 


et  dont  la  formule  célèbre  de  Gauss  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier. En  faisant  des  hypothèses  particulières  sur  la 
forme  de  la  fonction  donnée  y*(x),  on  tombe,  dans  le 

cas  def[x)  =  (i  —  x^)   %  sur  la  formule  connue 


X 


ou 


-I    V^i  — a'       " 


(s  —  x,)(j3  —  Xj) .  .  .(2  —  Xn)  =  —^1  ces  {n  arccosz). 


Cette  formule,  déjà  démontrée  de  diverses  manières  (*)^ 
occupe  un  rang  tout  particulier  parmi  les  autres  for- 
mules du  même  genre  :  d'un  côté,  elle  appartient  à  celles 
que  donne  la  théorie  des  fractions  continues  avec  le  de- 
gré d'approximation  qui  leur  est  propre  ;  d'un  autre,  elle 
est  une  formule  des  quadratures  à  coefficients  égaux  (**). 

\^)  Voir  M.  Ch.  HERUiTEf  Cours  d*jinaljrse,  p.  4^2;  M.  Mehler,  Journal 
de  CrelUfX,  63,  p.  i53. 

(  **  )  Voir  Sur  les  Quadratures,  par  M.  P.  Tchebichbpp  {Journal  de  Liou- 
wlle,  a«  série,  t.  9t¥«fr).  'Xi)k.  f  ■  19- 

y^nn,  de  Mathém,^  2*  série,  t.  XIV.  (Février  1875.)  4 


•'  ^  1 


..  (  5o  ) 

fi  Je  démontre   qu'elle  est  la  seule  jouissant  de  cette 

i  double  propriété,  en  me  proposant  de  résoudre  directe* 

r  ment  la  question  suivante  : 

Trouver  la  forme  de  la  fonction  f{x)  qui,  restant 
positii^e  entre  les  limites  —  i  et  -h  i  de  la  variable. 


f  donne 


\ 

4-  flin  e  H-  «in+i  fi'  H- ...  , 

f  k  étant  indépendant  de  la  forme  Je  cp  (x),  et 

En  faisant  ç(x)  = »  intégrant  les  deux  membres 

de  l'égalité  précédente  par  rapport  à  z,  et  passant  en- 
i  suite  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aperçoit  immé- 

diatement que  la  question  proposée  est  équivalente  à 
cette  autre  : 

Trouver  la  fonction  f[x)^  positive  entre  les  limites 
—  i  et  -r- 1  de  la  variable^  pour  laquelle 


^ 


« 


/-  rz:F(2)-| h—r 


F[z)  désignant  une  fonction  entière  de  degré  n, 

D^autres  cas  particuliers,  qu'on  trouve  développés 
dans  cette  Note,  m'ont  paru  dignes  d'attention,  à  cause 
de  leur  simplicité  et  de  la  facilité  avec  laquelle  on  les 
déduit  de  la  formule  générale. 

1.  La  fonction  y(x)  restant  positive  entre  les  limites 
—  I  et  -4- 1  de  la  variable,  on  sait  que  le  développement 


(  5i  ) 
en  fraction  continue  de  l'intégrale 


X 


-T-l 


f(x)dx 


Z  —  X 


peut  être  mis  sous  la  forme 

k 


z  -^  a  -^ 


a«  -+-  p  -4- 


a.  *  -I-  &a  -f  •  .  . 

•  »  ■ 

tous  les  quotients  incomplets  étant  linéaires  par  rapport 
à  z. 

Désignant  par  -^  la  réduite  du  raug  11'*""%  nous  aurons 


211+1  «in+i 


Soit 

C  étant  une  constante  et  Xi,  Xi, . . . ,  x,,  des  quantités 
réelles,  inégales  et  comprises  entre  les  limites  —  i  et 
+ 1  ;  nous  obtiendrons 


P 


Q 

»  =  1 


Posant  (f(z)  =  ^0  -h  aj  z  4- . . .  -}-  aj„  5'"  -î- . .  . ,  multi» 
pliant  les  deux  membres  de  la  formule  (1)  par  (f  (z)  et 

égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  -9  nous  au- 

z 

rons  la  formule  générale  des  quadratures 


t  —  n 


*■= t 

4. 


(5a) 

OÙ  A  est  de  la  forme  âi„  e  +  a^n^f  e^-h . .  •  et  s'annule, 
par  conséquent,  chaque  fois  que  <f{x)  est  une  fonction 
entière  d'un  degré  inférieur  à  a /t. 
Remarquant  que 


Pi.(^, 


h: 


■^'/(x)Q,{x)dx 


X Xi 


et  dénotant  par  A,-  le  coefficient    "\  \>  nous  aurons 


(2)  A|=prr-; — r      I  


» 


et  la  formule  précédente  prend  la  forme 


(=n 


(3)  f     '/(x)^{^)dx=\A„{xi)  +  ^. 

La  formule  de  Gauss  correspond  au  cas  dey(x)  =  t 
2.  Passant  aux  applications,  nous  ferons  d'abord 


^1  —  X^ 

Dans  ce  cas,  on  obtient 


/»-*-»  dx  ïT        ir 

J_ ,  (»  -  x)  v^T^^^  ""  V*'-ï  ""«-*-  (\/«*— i  —  ») 


> 


I 


2f -+-(/«'  — 1—2) 

d'où  le  développement  suivant  : 


x)  i/l  X*  I 

S 


I 

as 

2S  — . 


(53) 
Les  expressions  de  Q„  et  de  la  racine  Xi  sont  ici 

Q„=  cos(;sarccosz)  =  cos/if ,  pour  z==cosf, 

et 

(ii  —  i\                                     2/  —  I 
7f  I  ==  COSOC.     pour    et  = TT. 
un        ]                   ^                     2/1 

La  formule  (a)  donne 


A.=  ^ 


\    2/1        /       Z"'     cos/içrfç 


""K^") 


f^     cosç  —  cosa 


ou,  observant  que  cos/ia  =  o, 

sina        /*''  cos/?<p — cos/ia    _ 

A,-= ; I rfa. 

/I8m/?a  ^Q         cosy  —  cosa 

Or,  il  est  aisé  de  vérifier  la  relation  suivante  : 

[  COS7I9— cos/ia    .  .    /      >  .    / 

.,.  \ sina=sin(/iaj-+-2C0S©sin(/i  — i)aH-... 

(4)  *     cosç  —  cosa  ^     '  T       \         / 

(  -l-2cos(/2  —  i)fsina, 

où  le  nombre  des  termes  à  retenir  dans  le  second  membre 
est  égal  à  n;  elle  est  évidemment  vraie  pour  n  =  i  et 
n  ==  2,  et  se  généralise  de  la  manière  ordinaire,  en  par- 
tant de  ce  que 

COS[/l  H-  l)y  =  2COSf  COS/tf  —  cos(/2  —  l)<p. 

D'après  cela,  Texpression  de  A,-  devient  simplement 

Ai  =  — ; f      sm/iaa©-=r-. 

7ism/ia  Jq  ^       n 

La  formule  (3)  se  réduit  donc,  dans  le  cas  considéré, 


{  54) 

à  la  formule  connue 


1=11 


i  =  l 
OÙ 


?,•  =:  ces     ïT  ) 


3.  On  aura  deux  autres  formules  très-simples,  en 
posant 

lo  /(ar)  =  V>  — ^% 

et 

/(-)=v/r+v 


i*>  Pour /(or)  =  v^i  —  a;*,  on  obtient 

"^^    ^l X^  dx  17  


I 


s  —  * 


^^a  _  1  -f.  z         2«  —  (a  —  v^«'— - 1) 


I 


2Z ; —    ■ 

yz»  —  I  H-  z 


d'où  le  développement 


i 


■'  ^I  —  x^^  ir 


z  —  X  I 

22 

I 

7.Z 

28  —  . 


Posant  z  =  cosç,  on  aura,  comme  il  est  aisé  de  voir, 

^^sin(.  +  .),^     ,,=  cos(-i£-)  =  cosa. 


(55) 
L'expression  de  Âj  de?ieiit  alors 


\/i-4-i/     /**  sin(/n- i)çsînfrf(y 
(if-t-  i)  cosiir  J^  oosf  —  cosa 

011,  observant  qne  sin  (n  +i)  a  =  o, 

sîn'a  /*'' $in{/i -h  i)©sin«p  —  sin(/i -+- i)asma  . 

(«-4-l}cos(« -h  l)a  Jq  cosf  —  cosa 

Or 

%m(n  +  i}f  siof  —  sin(/7  +  i)asiof 

=  Y  t  COS/Iy  —  COS/IJC  —  [C0S(/1  -H  ï)f  —  cos(/i  -<-  2)a]|; 

d'où  Ton  tire,  à  l'aide  de  la  formule  (4))  après  de 
simples  rëductioDS, 

l,=  _!ï_«n.(-!JL). 

/I   -t-  I  \«  -h  I  / 

Ainsi  Ton  obtient  cette  formule  très-simple 


1=11 


où 


/       ITT       \ 

:,  ~  cos  I 1 


2<>  Pour 


D  a 


J_,     y  i-^x  z  —  x     '^V       y/  t-^i  J 


2  7r 


I 
2Z  4-  I 


I 

2Z 

2Z  —  . 


(56) 
Posant  z  =  coscp,  on  obtient 


.    /2/1  -f- 1    \ 

î      Xi  =  CCS 1  =  c< 

.      I  \2«  -hl/ 


sin 
Q«  =  ^ ^^ ^  î      ar,  =  CCS  (  —^'-- —  )  =  cos a 


sin-«p 

7. 

et 

,   .     I                             /^^ .    /2/H-I    \  .    I      . 
4s]0-asina  /      sin  ( ©jsin-fa(p 

A/::^ — f , 

/2/1-hi     \      f  ces*  —  cosa 

(2iîH-i)cosl a]     f  ^ 

Comme 

S,„  (^-_-  a  j  ^  o, 

on  peut  substituer  sous  le  signe  d'intégration,  au  lieu  de 


siïi  I ^  j  sin  -  (p, 


l'expression 

(2/î-f-I      \     .      I                .      /2/1-f-I      \     .      I 
tf\  sin  -  ^  —  sm  ( a  J  sin  -  a 

3=  -  jcos/z^  —  cos/ix  —  [cos(/i  -+-1)7  —  cos(/i  -f-  i)a]}, 

et  de  là,  en  vertu  de  la  relation  (4)9  on  tire  sans  diffi- 
culté 

A,  =  — smM )=: I— cos I  I- 

2/î -f- I         \2/i-hi/      a/î-f'i[  \^^-^^/J 

Donc,  dans  le  cas  actuel,  la  formule  (3)  se  réduit  i  la 
suivante  : 

. i  =  « 

(7)  /    y/f^?(*)<^=~J-^2<'~")'^")"^^' 

1  =  1 


(5?) 

OÙ 


/      2/tr     \ 
:i==z  COS ) 

\in  -h  1/ 


Les  expressions  si  simples  des  éléments  de  ces  formules 
les  rendent  très-commodes  dans  les  applications. 

La  formule  (5  )  diffère  des  autres  en  ce  que  Texpres- 
sion  de  Aj  est  indépendante  de  la  racine  correspondante 
X,  ;  nous  allons  voir  tout  de  suite  qu'elle  est  la  seule  qui, 
jouissant  de  celte  propriété,  donne  à  Terreur  A  la  forme 
assignée. 

4.  Pour  le  faire  voir,  proposons-nous  de  résoudre  di- 
rectement la  question  suivante  : 

Trouver  la  fonction  f(x)  qui,  restant  positive  entre 
les  limites  — i  ei  -H  i  delà  variable,  donne 

i  =  n 

k  désignant  une  quantité  indépendante  de  la  forme  de 
ç(x),  et 

Supposant  pour  un  moment  ^(x)  =  i,  on  aura 

I         /{x)dx=:  n^; 

f{x)dx  par  C,  et  introdui- 
sant la  fonction /i  [x)  =  ^f(x)i  nous  réduirons  la  ques- 
tion  proposée  à  la  détermination  de/i(a;),  remplissant 


(58) 


la  condition  suivante  : 


I  =  X 


Mettons  pour  <f[x)  la  fonction i  et  posons 


Z  —  X 


F(2 )  r=  ( 2  —  X,  )  (z  —  X,) . . .  (  z  —  jr„) j 


la  formule  (8)  donnera 


/: 


'■/M    "'    -"'<'' 


2 —  -T  ^^  [^)  * 


an-t-i 


d'où  il  résulte  immédiatement  que  la  fraction  irréduc- 
tible  ^'^'^ 


/iF(z) 


est  la  n"""  réduite  de  la  fraction  continue 


z  -f-  a  H 


x: 


'/(')rf-r 


z  —  a: 


az  -f-p-f- 


«iS-t-  Pi  -f 


Chcrchons  donc  à  déterminer  les  constantes  inconnues 
a,  ^2,  j3,  ai,...,  de  manière  à  vérifier  la  condition  iden- 
tique par  rapport  à  z 

pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  n,  P^  et  Q„  dési- 
gnant, comme  plus  haut,  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur de  la  n***"'  réduite. 

Calculant  les  réduites  des  trois  premiers  rangs,  nous 
aurons 

P,  =  1,      P,r:raz-f-p,      F^=  {a,z -h  p,)V-,-^V,, 

Q,  =  z-f-/ï,      Q2=:az»-}-(rta-+-p)z4-aP  +  1, 
Q,:=(«,z-f-p,)Q,^Q,. 


(59) 
La  condition  aPt  =  Q\  donne 

d'où 

et,  par  suite, 

P,z=  a(« -h  «),     Qa=r  a^'-h  2/laa -f- /7'a -h  I, 

et  enfin 

La  condition  3Ps  =  Q',  fournit  deux  équations 

3(Pi-+-tfai)=  2(Pi-l-2aai),     3(flap,H-i)  =  «»aa|-*-2flap,-f-i, 
d'où 

ainsi  l'on  aura,  en  posant  Po  =o,  Qq  =  i,  les  relations 

P,=r  a(»-4- <»)P, -f-  P.,     Q,=r  a(z  -f-  rt)Q,  -h  Qo, 
P3r:z2(«4-a)Pa-4-P„      Q,=  2{«-4-û)Q,-î-Q,. 

Il  est  facile  de  voir  que,  en  poursuivant  de  la^mème 
manière,  on  aura  généralement 

Pi  =  11  ai,      ai  =  «8  rnz  «4  r=: .  .  ,  zrz  2,      a»  =  a4  =  a«= .  .  .  =  a, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I  Qm  =  2  («  4-  a  )  Qvn-i  -+•  Qim-t, 

En  e£Fet,  ayant 

Q„  =  (a„_,  z  4-  P«-0  Q«-i  -f-  Q— 1, 
et  supposant  que 


(6o) 
on  aura 

OU 

Pour   calculer  a„.î  et  /3„_,,  on  prendra  la  relation 
wP„  =  Q'^,  qui  se  réduit,  en  vertu  de  la  précédente,  à 


(10) 


a^,  Q,_,  =  (a„»,  z  H-  p„_,)  P„.,  4-  2P„_,. 


Le  nombre  n  étant  >  3,  la  comparaison  des  coeflScients 
de  z'*"*  et  2"~'dans  les  deux  membres  de  la  relation  (lo) 
fournira  deux  équations,  qui  ne  peuvent  être  identiques 
par  rapport  â  a„.,  et  j3„_,,  vu  que  les  coefficients  de 
-z""*  dans  P„_i  et  de  2""'  dans  P„.j  ne  sont  pas  nuls. 
Donc  les  constantes  a  et  a  sont  les  seules  qui  restent  ar- 
bitraires. 

Il  nous  reste  à  montrer  que  les  relations  supposées, 
savoir  les  formules  (9),  entraînent  comme  conséquence 
nécessaire  l'identité  wPn  =  Q'n?  pour  toute  valeur  en- 
tière et  positive  de  n. 

Ayant  vérifié,  par  ce  qui  précède,  l'exactitude  de  la 
formule  (ci)  pour  72  =  2  et  tz  =  3,  nous  la  supposerons 
vraie  pour  n  =  2m  etjn=2m-f-i,et  nous  allons  voir 
qu'elle  le  sera  aussi  pour  fi  =  2m-t-2et  n=:2m-H3. 

En  effet,  en  vertu  de  (9),  la  formule  (10)  donne 

a  Q;m+i  =  a  (z  -h  a)  P„n+i  +  2Pj;„  =  F^m+i  +  Pj»,, 
2  Q,^  =  2  (  3  -i-  fl  )  Pj^  +  2P,;„_,  =  P,^^,  -4-  P,;„_,. 


Or 


donc 


Qî-i+i  =  a  (  2  -h  fl  )  Q2«+,  -f-  Q,„, 


QUh->  —  a  Qim^i  -+-a{z-^  a)  (^^^n^t  "^  Qsm. 


(6.  ) 

OU 

Q',^  +  a  =  «  QjiB+i  +  a  (2  -h  fl)  (2TO  +  I  )  Pa^^.,  ,-4-  2  W  ?.„, 

=  {2m-h  2)P3«+j. 
Absolument  de  la  même  manière,  on  trouverait 

Ainsi  îl  est  démontré  que  la  condition  identique  (i  1} 
n'est  vérifiée  que  pour  la  fraction  continue  de  la  forme 


a 


z-\-  a  -h 


a(z-h-a)n- 


2(«  H-  a)  -f- 


Soit  u  la  fraction  périodique 


a(z  -h  a)-h 


!2(z-hfl)-i-- 


a(z-i-a)  4-.^ 

*  •  9 

on  aura 


ct{z-\-a)  -+■ 


a  {z  -hfl)  -hp 
d'où 


et  enfin 


z  -+-  «  -H  p 


Posant,  pour  abréger, 


{6a) 


on  a 


Or 


\J(z  —  a^){z  —  fla) 


Donc,  si  Ton  fait 


X) 


'^Ja.     iz- 


dx 


^     (z  —  x)  y/(jr  —  a,)(a:—  a,) 
on  conclut  nécessairement  que 


)dx 

—         -      I 

x 


d'où 
et 


fl,  = — I,      4la  =  -t-I, 


fl  =  O,      a  =  —  2 


^        yi — x' 


car  autrement  on  pourrait  assigner  à  z  une  valeur  qui 
ne  rendrait  pas  infinis  simultanément  les  deux  membres 
de  l'égalité  précédente. 

La  forme  générale  de  la  fonction  cherchée/(r)  est  donc 

C  étant  une  constante. 

Ou  voit,  d'après  cela,  qu'on  ne  saurait  trouver  une 
formule  des  quadratures,  à  coefficients  égaux,  différente 
de  la  formule  (5),  en  assignant  à  l'erreur  A  la  forme 


(63  ) 


NOTB  SUR  LA  QUESTION  206 

(  TOlr  i"  aérto,  t.  VL,  p.  116 }; 

Pae  lk  p.  PEPIN,  S.  J. 


Trouver  des  nombres  rationnels  qui  satisfassent  aux 
équations 

•r»  -f- j'  —  I  =  z% 
x^-^y^ —  I  =  a*. 

Si  Ton  s'en  tient  à  cet  énoncé,  la  solution  donnée  à 
Tendroit  cité  est  pleinement  suflBsante;  mais  on  peut 
donner  à  cette  question  plus  d'étendue  et  demander  une 
méthode  qui  permette  de  trouver  toutes  les  solutions 
rationnelles  dont  les  termes  entiers  ne  dépassent  pas  une 
limite  assignée.  Supposons  que  les  valeurs  rationnelles 
des  inconnues  réduites  au  plus  petit  dénominateur  com- 
mun soient 

m  n  p  a 

X=:-,       r-7»        ^=7»       «  =  7; 

l^m^n^p^q  désigneront  cinq  nombres  entiers  premiers 
entre  eux.  Si  l'on  multiplie  par  /*  les  équations  proposées 
et  qu'on  les  combine  successivement  par  addition  et  par 
soustraction,  on  en  déduira  le  système  équivalent 

Soit  X  le  plus  grand  diviseur  commun  des  trois  nom- 
bres n^p^qi  Féquation  (i)  sera  résolue  de  la  manière  la 
plus  générale  par  les  formules 

(3)  n  =  2\sty     /?r=:>(j'-f-2f»),      qz=\[s^-~  2t*). 


(64) 

L'ëquation  (a)  devient  ensuite 

(4)  m»— /»  =  À»(*<-4-4r^). 

Aucun  facteur  de  X  ne  peut  diviser  en  même  temps  les 
deux  nombres  m  et  /,  parce  qu'alors  il  serait  diviseur 
commun  des  cinq  nombres  l^m^n^p^q^  que  nous  sup- 
posons premiers  entre  eux.  D'ailleurs  on  peut  supposer 
X  pair  ou  impair.  Soit  X  =  2MN  et  5*-l-  4'*  =  PQî  on 
résoudra  Téquation  (4)  en  posant 

(5)  5 

^    '  (  /n  =  M»P-l-N'Q,     /  =  M»P— N'Q. 

Dans  ce  cas,  lei  m  seront  de  même  parité  *,  comme  n,  p, 
g  sont  déjà  pairs,  il  faut  que  les  deux  nombres  /  et  m  soient 
impairs. 

Soit  X  =  MN  impair;  on  aura 

m-h/  =  M»P,     m  — /=:N'Q, 

d'où 

M*P-i-]N»Q        ,       M*P  — N'Q 

2  2 

II  faut,  dans  ce  cas,  que  les  deux  nombres  P  et  Q  soient 
de  même  parité.  Du  reste,  les  solutions  des  équations 
proposées  sont  données  dans  les  deux  cas  par  les  for* 
mules 

;      _M«P_4-_N»Q  _     4MNjf  ^ 

|*~"M^P  — N'Q'  •^"    M'P^^N^q' 

^  *      _2MN(f>-f-  2/')  _2MN(i'-2^ 

*  ""    M'P  — N»Q   '     "  ''^  "~M»P~-^"N^ q" ' 

Les  quatre  nombres  M,  N,  5  et  t  ne  sont  assujettis  qu'à 
la  seule  condition  que  les  deux  nombres  M  et  N  soient 
premiers  entre  eux,  ainsi  que  les  deux  nombres  5  et  t.  On 
voit  aisément  que  Ton  pourra  déduire  de  ces  formules 


(  65  ) 
toutes  les  solutions  dans  lesquelles  le  numérateur  de  y^ 
\M!Sst  ne  surpasse  pas  une  limite  assignée.  Pour  chaque 
système  de  valeurs  des  nombres  M,  N,  Sy  t  qui  satisfont 
a  cette  condition,  on  décomposera  de  toutes  les  manières 
possibles  le  nombre  (5^+4^^)  ^^  deux  facteurs  P  etQ, 
et  les  formules  (6)  donneront  une  solution  des  équations 
proposées  pour  chacune  de  ces  décompositions. 

Une  partie  de  ces  solutions  peut  s'exprimer  d'une  ma- 
nière générale  en  fonction  des  quatre  nombres  entiers  M, 
N,  5,  r;  il  suffit  de  remplacer  dans  les  équations  (6)  P  et 
Q  par  Tun  des  systèmes  de  valeurs 

^         P=i,  Q=:i^-f-4/S 

Les  valeurs  données  par  les  formules  (6)  seront  en- 
tières si  les  quatre  nombres  M,  N,  P,  Q  vérifient  la  con- 
dition 

On  pourra  prendre  arbitrairement  les  deux  nombres  5, 
t\  comme  la  somme  5^  4-  4'^  n^  peut  jamais  être  un  carré, 
on  pourra  toujours  trouver  une  infinité  de  solutions  de 
l'équation 

(7)  M»— (5*4-4f*)N»=d=i. 

Soit,  par  exemple ,  5  =  t  =  i  ^  on  vérifiera  Téquation 
M* — 5N*  =  ±:  I,  en  posant  M  =  i,  N  =  i .  Les  autres 
solutions  se  déduiront  de  la  formule 

en  faisant  varier  n  de  i  à  00  .  On  aura 


2 


fs 


Pour  chaque  valeur  de  n,  on  obtiendra  une  solution  en 

Ann,  de  Mathimat.,  !•  série,  t.  XIV.  (Février  1875.)  5 


(66) 
nombres  entiers  des  équations  proposées,  savoir 

(8)    x=:M»4-5NS    r  =  4MN,     z=6MN,     w^raMN. 

On  peut  aussi  obtenir  des  solutions  entières  exprimées 
d*une  manière  générale  en  fonction  d^un  nombre  entier 
arbitraire.  En  elTet,  on  vérifie  l'équation  (7)  en  prenant 
5  =  1,  P  =  I,  Q  =  i  +  4/%  M=  2«»,  N  =  i.  De  cette 
solution,  on  en  déduira  une  infinité  d'autres/ où  P  et  Q 
conservant  les  mêmes  valeurs  i  et  i  +  4^*9  l^s  valeurs  de 
M  et  de  N  seront  données  par  la  formule 

(9)  M  -4-  v'7h^'4?n  =  (2^'-+-  V'ï~-M?0"- 

Les  valeurs  /t  =  i,  n  =  2  de  l'exposant  donnent  res- 
pectivement les  solutions 

x=i-f-8/*,   x=:Si\    «— 4f*(H-2/»),    a  =  4l^(i— 2^»), 
X  =  (8t«-+- 1)'-+-  i6r*(i  -h  40,    jr  =  ,6/»(i  -f-  8/*). 

«  =  8/»(8f'-i-i)(H-2^M, 
tt  =  8/'(8/*-f-i)(i  — 2/^). 

Les  formules  deviennent  de  plus  en  plus  compliquées  i 
mesure  que  Texposant  n  prend  une  valeur  plus  grande. 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  99 

(  TOir  1"  série  1 1.  IV.  p.  370  )  ; 

Par  m.  h.  BROCARD. 


Soient  un  hyperboloïde ,  son  cône  asymptote  et  un 
plan  principal  commun.  Tout  plan,  tangent  à  Vhyper- 
bùloïdcy  perpendiculaire  au  plan  principal,  retranche 


(67) 
du  cône  asymptote  un  cône  fermé,  de  volume  constant. 
Démontrer  le  théorème  général  dont  celui-ci  est  un  CO" 
rollaire.  (Terquem.) 

Le  théorème  général  à  établir  est  le  suivant  : 

L^enyeloppe  d^un  plan  mobile  qui  détache  d'un  cône 
quelconque  du  second  degré  un  cône  fermé,  de  volume 
constant,  est  un  hjperholoïde  à  deux  nappes  admettant 
le  cône  donné  pour  cône  asymptote. 

L^équatioD  du  cône  rapporté  à  ses  axes  principaux 
étant 

flâ  "^  Jï  ""?' 

celle  do  plan  variable  est 

a,P,  y  désignant  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  nor- 
male au  plan  avec  les  axes,  et  d  la  distance  de  l'origine  à 
ce  plan.  Eliminant  z^  on  a  la  projection  de  la  conique 
d^intersection  sur  le  plan  des  xy 

dont  la  surface  a  pour  expression 

nitabcd^y 
A— 2' 

et,  comme  le  cosinus  de  Tangle  du  plan  sécant  avec  le 

plan  des  xjr  est  y,  Fellipse  de  section  a  pour  surface  —  • 

Mais  la  hauteur  du  cône  détaché  est  égale  à  ^  ;  le  volume 
de  ce  cône  est  donc 

y  ~ j  = , 

5. 
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d'où 


On  a  donc  à  chercher  Tenveloppe  du  plan 

* 

SOUS  la  condition 

a»-f-pH-7*=  I. 

Sous  cette  forme  d'équation,  on  reconnaît  que  ce  plan 
est  tangent  a  l'hyperboloide  à  deux  nappes 


1  -^  li  -  :;;  =  V*» 


dont  le  cône  asymptote  n'est  autre  que  le  cône  donné. 


Questions  767  et  768 

(rolr  a*  lérle,  t.  Y,  p.  383 ); 

Pab   m.  E.    PELLET. 

767.  Les  cercles  circonscrits  aux  différents  triangles 
semi-réguliers  inscrits  dans  une  ellipse  ont  pour  centre 
radical  commun  le  centre  de  cette  ellipse, 

(FotJRET.) 

768.  Etant  donnée  une  conique  et  un  point  dans  son 
plan,  de  ce  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés  d^un  triangle  circonscrit  à  cette  conique  et  tel 
que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de 
contact  des  côtes  opposés  se  coupent  au  point  donné; 
le  cercle  passant  par  les  pieds  de  ces  trois  perpendi- 
culaires et  les  centres  analogues  ont  le  même  centre 
radical. 

Le  lieu  de  leurs  centres  est  une  conique.  Leur  enve- 
loppe est  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre. 

(FOUEET.) 
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Ces  deux  questions  sont  des  conséquences  d'un  théo* 
rème  très-général  qui,  je  crois,  n'a  pas  été  remarqué  (*). 
D* après  un  théorème  de  M.  Faure,  les  cercles  circonscrits 
aux  différents  triangles  conjugués  à  une  conique  coupent 
orthogonalement  le  cercle  diagonal  de  cette  conique, 
c'est-à-dire  le  cercle  lieu  des  angles  droits  circonscrits  à 
celte  conique.  Transformons  la  conique  et  les  triangles 
par  polaires  réciproques,  en  prenant  pour  conique  de  ré- 
férence un  cercle  situé  dans  le  plan  de  la  conique,  et  les 
cercles  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  pour 
pôle  le  centre  du  cercle  de  référence  et  pour  module  de 
transformation  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle.  Nous  au- 
rons ce  théorème  : 

D^un  point  O,  pris  dans  le  plan  d'une  conique^  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d^un  triangle 
conjugué  à  cette  conique;  le  cercle  passant  par  les  pieds 
de  ces  trois  perpendiculaires  et  les  cercles  analogues 
ont  le  même  centre  radical.  On  l'obtiendra  aisément 
en  abaissant  du  point  O  des  perpendiculaires  sur  deux 
diamètres  conjugués  et  menant  la  droite  qui  joint  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  et  les  droites  analogues  : 
elles  passent  toutes  par  ce  centre  radical. 

On  a  évidemment  le  théorème  analogue  pour  l'es- 
pace : 

Ifun  point  O  quelconque  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  côtés  d^un  tétraèdre  conjugué  à  une  sur- 
face du  second  ordre  ^  la  sphère  passant  par  les  pieds 
de  ces  quatre  perpendiculaires  et  les  sphères  analogues 
ont  le  même  centre  radical.  On  V obtiendra  aisément 
en  abaissant  du  point  O  des  perpendiculaires  sur  trois 
plans   diamétraux  conjugués  et  menant  le  plan  qui 


(*)  roir  1"  sépîte,  t.  XX,  p   80,  et  a«  série,  t.  VI,  p.  466. 
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passe  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  et  les  plans 
analogues  :  ils  passent  tous  par  ce  centre  radical. 

Lorsqu^un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique,  les 
droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de  contact 
du  c6té  opposé  concourent  en  un  même  point.  Si  Ton  fait 
varier  le  triangle  de  manière  que  ce  point-la  soit  fixe, 
ses  sommets  resteront  sur  une  conique.  En  effet,  on  peut 
projeter  la  figure  de  manière  qu'à  la  conique  corresponde 
un  cercle,  et  au  point  donné  le  centre  du  cercle;  alors  le 
triangle  se  projettera  suivant  un  triangle  équilatéral  cir- 
conscrit.  L^équaiion  du  cercle  étant  x*-hy*  —  jg*  =  o, 
les  sommets  du  triangle  équilatéral' parcourront  le  cercle 
X*  H-JK* —  4-^'  =  o-  Oi^  v<^ît  immédiatement  que  ce  trian- 
gle restera  toujours  conjugué  au  cerclex*-hjK*"+"  ^*'  =  ^* 
Revenant  à  la  figure  primitive,  on  voit  que  les  sommets 
du  triangle  parcourront  une  conique  bitangente  à  la  pre- 
mière, et  que  le  triangle  restera  conjugué  à  une  conique 
bitangente  aux  deux  premières.  En  disposant  convena- 
blement le  triangle  de  référence,  les  équations  des  co- 
niques pourront  s'écrire 

j-2_'_.jï_j_       Z^=0, 

x*-^jr^-T-  45'--  o, 
x^  Tf-  j»  ■ 


2S-  =.z  O. 


On  a  le  théorème  analogue  pour  les  surfaces  du  second 
degré. 

Les  tétraèdres  circonscrits  à  une  surface  du  second 
degré,  et  tels  que  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet 
au  point  de  contact  de  la  face  opposée  se  coupent  en  un 
même  point  donné,  ont  leurs  sommets  situés  sur  une  sur- 
face du  second  degré  circonscrite  à  la  première,  et  sont 
conjugués  à  une  autre  surface.  Si  Ton  prend  pour  té- 
traèdre de  référence  un  tétraèdre  conjugué  à  la  première 
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surface  et  ayant  un  de  ses  sommets  au  point  donné,  les 
équations  de  ces  surfaces  pourront  s^écrire,  en  prenant 
pour  face  £  =  o  celle  qui  est  opposée  au  point  donné 

x^-hy^  -h  z'-h    /'  =  o, 

X'  4-  jr»  ^_  2'  -f.  g/a  =  o, 
^' 4- J' -h  Z'— 3/*  :^  O. 

Eu  rapprochant  ces  divers  théorèmes,  on  a  le  sui- 
vant : 

Si  un  triangle  ie  meut  en  restant  tangent  à  une  co- 
nique, et  de  manière  que  les  droites  qui  joignent  chaque 
sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé  se  coupent 
en  un  point  donné  :  i°  les  circonférences  qui  lui  sont 
circonscrites  coupent  oHhogonalement  une  même  cir^ 
conférence,  et  par  suite  ont  pour  em/eloppe  une  courbe 
anallagmatique ;  a®  il  en  est  de  même  des  cercles  qui 
passent  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d^un  point  donné  du  plan  sur  les  cotés  du  triangle. 

Et  le  théorème  analogue  pour  Tespace. 


Question  932 

(  Tolr  a*  série,  t.  VIII ,  p.  zga  )  ; 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Le  lieu  des  sommets  des  triangles  semblables  à  un 

triangle  donné,  construits  sur  les  rayons  de  courbure 

d'une  épicycloïde  [cycloïde)  ordinaire  et  d^un  même 

côté  de  ces  rayons  de  courbure,  est  une  épicycloïde 

^  {cycloïde)  allongée  ou  raccourcie.  (Fouret.  ) 

Soient  m  un  point  de  Tépi cycloïde  ^  c  la  position  cor* 
respondante  du  centre  du  cercle  mobile;  O  le  centre  du 
cercle  fixe;  n  le  point  de  contact  de  ces  deux  cercles;  a  et  r 
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leurs  rayons;  m(xle  rayon  de  courbure  de  répicycloïde 
au  point  m,  et  mfAm'  le  triangle  semblable  au  triangle 
donné  construit  sur  mfjL  (*). 

Le  point  n  divisant  m/x  dans  un  rapport  constant 

(mn        «  -h  T  ''\      1         •        t  / 

—  = 2—    9  le  triangle   mnm    est    constamment 
m^         a  -h  r  /  ° 

semblable  à  un  triangle  déterminé,  que  je  désignerai  par 

MNM'. 

Sur  criy    construisons  le  triangle  cnc*  semblable  i 

mnm'  ou  à  MNM',  et  joignons  c'm\  Les  deux  triangles 

ncm,  ne' m'  ayant  un  angle  égal  en  n,   compris  entre 

côtés  proportionnels,  sont  semblables,  et  comme 

cm  z=  en^ 
on  a  aussi 

valeur  constante;  de  plus 

c'm\c'  n  =  end  =  mnm'  =  MNM', 

valeur  aussi  constante.  Ainsi  l'on  obtiendra  le  point  m' 
en  menant  par  le  point  c'  une  droite  de  longueur  con- 
stante c'm'  =:  c'n=^cn  -—-»  faisant  avec  cm  un  angle 

NM  ^ 

égal  à  MNM 'y  dans  un  sens  déterminé. 

Cela  posé,  menons  nn'  parallèle  à  ce',  qui  coupe  Oc' 
au  point  n',  et  des  points  O  et  c^  avec  On'  =  r'  et  c' /i'  =  a' 
pour  rayons  décrivons  deux  circonférences.  Supposons 
le  point  m' lié  invariablement  à  la  circonférence  c',  et 
faisons  rouler  les  circonférences  c  et  c'  sur  les  cercles 
fixes  On  etO/i'  avec  des  vitesses  telles  que  Tangle  nOn' 
reste  constant.  SoientCi,  n^,  mj,  c%  n,,  m\  les  positions 
des  points  c,  n,  m,  c\  n',    m'  quand  les  rayons  On, 


(*)  Le  lectear  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Oj^  ont  tourné  d'un  angle  nOni  =  nfOn\  =  (f.  Les  deux 
circonférences  mobiles  auront  tourné  du  même  angle 

-y  =  -7  ^î  par  suite,  les  lignes  correspondantes  Cj  mj, 

c,  m'i  feront  entre  elles  un  angle  constant  égal  à  MNM^ 
Le  point  rri^  coïncidera  donc  encore  avec  le  sommet  d'un 
triangle  semblable  à  AINM'  construit  sur  m^  n^  :  donc 
le  lieu  de  ce  sommet  est  l'épicycloïde  allongée  ou  rac- 
courcie (suivant  que  c'm!  ou  c'n  est  plus  grand  ou  plus 
petit  que  a^),  décrite  par  le  point  m!  lié  invariablement 
à  la  circonférence  c\  roulant  sur  la  circonférence  de 
rayon  On'. 

Pour  une  cycloïde,  on  construira,  comme  précédem- 
ment, le  triangle  c/ic'  semblable  à  MNM',  on  mènera 
c^n'  égale  et  parallèle  à  c/i,  et  par  n 'une  parallèle  a:'y' 
à  la  droite  ocy  sur  laquelle  roule  la  circonférence  c. 

Le  lieu  du  point  m!  sera  la  cycloïde  allongée  ou  rac- 
courcie décrite  par  le  point  m',  lié  invariablement  à  la 
circonférence  c'  roulant  sur  o:'^'  avec  la  même  vitesse 
que  c  roule  sur  xy  :  la  démonstration  est  la  même. 


Question  1046 

(TOir  a*  série,  t.  X,  p.  55?  )  ; 

Par  M.  MORET-BLANC. 

Tout  nombre  premier  p  =  8^  -f-i  prend  d'une  seule 
manière  chacune  des  deux  formes 

p==x^-h  i6jr%    p  —  t^-h  8u\ 

Pour  g  impair,  ou  p  =  i6r-4-  9,  des  deux  nombres 
y  et  u,  Vun  est  pair^  Vautre  impair. 

Pour  q  pair,  ou  p  =  i6r  -hi,  les  nombres  y  et  u 
sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs. 

(Lebesgve.) 
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Je  m*  appuierai  sur  ce  tbëorème  de  la  théorie  des 
nombres  :  Tout  diviseur  de  l'expression  t*+  au^y  dans 
laquelle  t  et  u  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  est 
compris  dans  la  forme  quadratique 

Pf^-^  ^qjrz  -4-rzS 
où  l'on  a 

pr — q^-rziay      2^£-» 

Y  elz  étant  d'ailleurs  premiers  entre  eux. 

Si  a  =  I ,  on  a  nécessairement  ^  =  0,  ^  =  i,r  =  i. 

Si  a  =  a,  on  a  nécessairement  y  =  o,/?  =  i,r=a. 

Sia= — 2, on  a  nécessairement  q  =  o^  pz=^i^r=  —  a, 
ou  ^  =  o,  p  =  2,  r  =  —  I . 

Il  en  résulte  que  tout  diviseur  de  Tune  des  expressions 

est  de  même  forme  que  le  dividende,  car  les  deux  formes 

j' — 22'    et    2j' — z* 

sont  équivalentes.  En  effet 

yi —  22'=  2  (jr  —  «)' —  (y  —  az)*. 

Cela  posé,  p  étant  un  nombre  premier,  l'expression 
x'*""*  —  I  ou  ar'^  —  I  est  divisible  par  p  pour  toutes  les 
valeurs  entières  de  x  non  multiples  de  p,  et  en  particu- 
lier pour  les  Sq  nombres  entiers  compris  entre  zéro  etp 
[théorème  de  Fermât).  Or 

et  comme  il  n'y  a  pas  plus  de  4 7  nombres  entre  zéro  etp 
qui  puissent  rendre  l'un  des  facteurs  divisible  par  p,  il 
y  en  a  précisément  4?  qui  rendent  x^^  + 1  divisible 
par  p. 
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Pour  Tune  de  ces  valeurs,  o:^^  + 1  étant  la  somme  de 
deux  carres  premiers  entre  eux,  son  diviseur  p  sera  de  la 
même  forme,  et  Ton  aura 

^  =  X*  -+-  2*, 

de  la  forme  I*  +  a(^';  donc  p  sera  de  la  même  forme,  et 
Ton  aura 

On  sait  qu'un  nombre  premier  ne  peut  prendre  que 
d'une  seule  manière  la  forme  j"*  -f-  az',  a  étant  un 
nombre  positif  (Legenure,  Théorie  des  nombres  y  n^  236); 
donc  on  aura  d'une  seule  manière 

x'  et  f'  étant  des  carrés  impairs,  de  la  forme  8^  +  I9 
2*  et  ^1^*  devront  être  divisibles  par  8,  et  Ton  aura 

d'où 

p  =  j;3«^i6>^*=r'-f-8a*; 

X  sera  de  la  forme  8/71  +  3,  si  ^  est  impair,  et  de  la  forme 
8m  db  I,  si  ^  est  pair. 
Dans  tous  les  cas,  on  aura 

(i)  (*  4-  r)  (x  —  r)  =r  8  (11-  —  27'). 

Premier  CAS  :  p  =  i6r-f-9,     a:  =  8m±:3. 

I**  Soit  f  =  8n  it  I,  la  relation  (i)  devient 

8(/ii  ip  «)  [8 ( »i  ih /î)  lii  6]  =  8  («' —  2/») 

ou 

2(/ii  ip/ï)[4  [m  àz  n)±Z]-=  u^  —  7,yK 

Les  signes  placés  entre  m  et  n  se  correspondent  ainsi 
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que  ceux  qui  précèdent  le  terme  numérique;  mais  les 
premiers  sont  indépendants  des  seconds,  et  DÎce  versd. 
Je  ferai  remarquer  d'abord  qu'aucun  des  facteurs  du 
premier  membre  ne  peut  être  de  la  forme  8m  ±  3.  En 
effet,  on  peut  écrire 

%^  étant  le  produit  de  tous  les  facteurs  2,  et  (aA  -f- 1)*  le 
produit  de  tous  les  facteurs  impairs  communs  à  u*  et  à 
y*^  et  Ui,j^i  des  nombres  premiers  entre  eux. 

u]  —  ^j\  n'admet  que  des  diviseurs  de  la  même  forme 
quadratique,  et,  par  suite,  de  la  forme  linéaire  8  m  =t:  i . 

Si  l'un  des  facteurs  du  premier  membre,  par  exemple 
le  facteur  entre  crochets,  était  de  la  forme  8m=ii  3,  il  de- 
vrait renfermer  à  la  première  puissance  sX:  +  i,  ou  l'un 
de  ses  diviseurs,  qui  devrait  dès  lors  diviser  aussi  l'autre 
facteur  (m  =p  n)  ;  mais  alors  ce  diviseur  diviserait  u,  jj 
0?  +  t,  X — £,  et,  par  suite,  x  et  f  ;  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  x  eij  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que 
t  et  IX. 

Donc  m  et  71  devront  être  l'un  pair  et  l'autre  impair; 
u^ —  ^y^  sera  divisible  par  a,  mais  non  par  4  •  donc  u 
est  pair  et  y  impair. 

ft°  Soit  t  =  8  n  ±  I ,  on  aura 

[8  (ni ± «)  ifc  4][8  (m  qz /i)  ±:  2]  =  8  (a»  —  2^ M 
ou 

[2(m±:7i)dn][4{«ip«)±i]  =  «*— 2^^ 

D'après  la  remarque  faite  plus  haut,  m  et  n  seront  tous 
deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  ;  les  facteurs  du  pre- 
mier membre  seront  impairs,  tous  deux  de  la  forme 
8m  + 1  ou  tous  deux  de  la  forme  8m  —  i  (à  cause  de  la 
correspondance  des  signes  placés  devant  i);  leur  produit 
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sera  de  la  forme  8m  + 1,  ce  qui  exige  que  u  soit  impair 
etjr  pair. 

Deuxième  cas  :  p  =  i6r  4-1,     a?  ==  8m  ±:  i. 

i*'  Soit  t=Sn±i^  on  aura 

[8(m±:/i)dia][8(/iiqûii)]r=8{a»— 2j>), 
ou 

On  voit,  comme  précédemment,  que  m  et  n  doivent 
être  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  :  u' —  aj^'  est 
donc  divisible  par  4^  et,  par  suite,  u  et  y  sont  pairs, 

a^  Soit  f  =  8n  ih  3,  on  aura,  en  divisant  par  8,« 

[4(«  ±/i)rpi][2(/wqf=/i)±i]  =  a»—  2/*j 

metn  devront  être  encore  de  même  parité;  les  facteurs 
du  premier  membre  sont,  l'un  de  la  forme  8m+i9 
l'autre  de  la  forme  8  m  —  i  ;  leur  produit  est  de  la  forme 
8  m  —  I ,  ce  qui  exige  que  u  ety  soient  impairs» 

Question  1077 

(Tolr  a*  lérle,  t.  XI,  p.  191); 

Par  m.  MORET-BLAMC. 

appelant  projections  d^un  point  sur  une  courbe  les 
pieds  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  la  courbe, 
on  demande  : 

1^  Quel  est  le  lieu  des  projections  d^un  même  point 
sur  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  point  donné  ,* 

^^  Quel  est  le  lieu  des  projections  d^un  même  point 
sur  toutes  les  circonférences  guipassent  par  deux  points 
donnés  ; 

3^  Quel  est  le  lieu  des  projections  d*un  même  point 
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sur  toutes  les  paraboles  qui  passent  par  trois  points 
donnés  ^ 

4**  Quel  est  le  lieu  des  projections  d^un  même  point 
sur  toutes  les  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
donnés;  , 

5°  Peut-on  déduire  de  la  solution  de  cette  dernière 
question  les  solutions  des  questions  précédentes? 

(Mânnheim.) 

1^  Le  lieu  est  évidemment  la  circonférence  ayant 
pour  diamètre  la  droite  qui  joint  le  point  que  Ton  pro- 
jette au  point  donné. 

2^  Je  prends  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés 
pour  axe  des  x,  et  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  cette  droite  pour  axe  des  j^.  Soient  2  a  la  distance  des 
deux  points  ]  Xq^  jr^  les  coordonnées  du  point  qu'on  pro- 
jette, et  j3  l'ordonnée  du  centre  de  Tune  des  circonfé- 
rences. 

Les  équations  de  la  circonférence  et  de  la  normale 
seront 

J-P     ro-p 


Xn 


L'élimination  de  (3  entre  ces  deux  équations  donne 
Téquation  du  lieu 

Si  le  point  qu'on  projette  est  sur  Taxe  des  j^  l'équa- 
tion se  réduit  à 

elle  représente  Taxe  des  y^  et  la  circonférence  ayant  pour 
centre  le  point  (o,  j**)  et  passant  par  les  deux  points 
donnés,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

3^  Soient  A,  B,  C  les  trois  points  donnés,  et  O  le 
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point  que  l'on  projette.  Je  prends  le  point  A  pour  ori» 
gine  des  coordonnées  rectangulaires  et  la  ligne  AB  pour 
axe  des  a:.  Soient  x^  y^  les  coordonnées  du  point  G^ 
Xo,^o  celles  du  point  O  et  i  l'abscisse  du  point  B. . 
L'équation  d'une  parabole  passant  par  A,  B,  G  sera 

(i)  à*y^ -\- 7,axy -\' x^ — bx  —  cj^  =  o, 

avec  la  condition 

Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  au  point  (x^  y) 

est 

^a^y-h^ax  —  c      y — /"o 

T"  ^^ ' 

^Qy-\-7,x — 0        X  —  x^ 

dou 

'-{ix-'h){y  — T-o)  —  c(x  —  j:,)  =  o. 

On  aura  Féquation  du  lieu  des  pieds  des  normales,  en 
éliminant  a  et  c  entre  ces  trois  équations,  ce  qui  conduit 
à  une  équation  du  septième  degré. 

4^  Je  prends  le  point  que  Ton  projette  pour  origine 
des  coordonnées  rectangulaires.  Soient  Xi,  j^i;  Xs,  y^\ 
Xs,  j^8  \  X49  /4  les  coordonnées  des  quatre  points  donnés, 

et 

ax^  +  h  xy  H-  cy' -4- dx  c^  4-  i  =  o 

Téquation  d'une  conique  passant  par  ces  quatre  points. 
Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  au  point  (x,  /) 

sera 

hx  -f-  icy  -{-  e y 

^ax  -\-  by  ^d      x 
si  la  normale  passe  par  Torigine  -,  d*où 

^axy  -h  b{y^  —  x')  —  :Lcxy  -h  dy  —  ex=  o. 

On  obtiendra  Téquation  du  Heu  demandé  en  éliminant 
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a^byCyd^e  entre  les  six  équations 

ax^  -^  bxy    H-  cy^  -^  dx  -^  ey  -^  i  = 
ax\  -H  hx^yx  -f-  cy\  -h  dlr,  -4-  tf/i  -h  i  = 

ii,axx-^b(x^  —  x^)  —  ncxy  -\-  dy  —  exzzz 
U  suffit  d'égaler  Y  éliminant  à  zéro  : 


o, 

o, 
•  > 
o. 


X 
X 
X 

X 


y' 
y\ 
y\ 
y\ 

y\ 


2j?j    y^ — x^    — aar/" 


X 

X, 

X4 


y 
yi 
ri 
r» 

^4 
—  X 


I 
I 
I 
I 
I 
o 


=  0. 


La  courbe  est  du  quatrième  degré,  et  passe  par  Fori- 
gine  et  par  les  quatre  points  donnés'. 

5^  De  ce  dernier  résultat  on  pourrait  déduire  les 
précédents. 

Une  parabole  est  une  conique  tangente  à  la  droite  de 
Finfini  ;  mais,  tandis  qu'un  cinquième  point  détermine 
complètement  une  conique  passant  par  quatre  points 
donnés,  si  l'on  donne  un  quatrième  point  d'une  conique 
passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite  donnée, 
il  y  a  deux  coniques  satisfaisant  à  ces  conditions.  L'indé- 
termination d'une  parabole  dont  on  donne  trois  points 
est  donc  double  de  celle  d'une  conique  dont  on  donne 
quatre  points,  et  le  lieu  cherché  doit  être  pour  la  para- 
bole de  degré  double  de  ce  qu'il  est  pour  la  conique, 
c'est-à-dire  du  huitième  degré  ;  mais  la  droite  de  l'infini - 
fait  évidemment  partie  du  lieu,  car  le  point  à  l'infini  sur 
chaque  parabole  est  le  pied  de  la  normale  menée  du 
point  donné  parallèlement  à  l'axe.  L'équation  ^u  lieu 
doit  donc  se  réduire  au  septième  degré. 


(8i  ) 

Un  cercle  passant  par  deux  points  donnés  est  une 
conique  passant  par  ces  deux  points  et  par  les  deux  points 
circulaires  de  Tinfini^  la  droite  de  Tinfini  fait  encore 
partie  du  lieu,  dont  l'équation  doit  se  réduire  au  troisième 
degré. 

Enfin,  si  F  un  des  deux  points  donnés  s'éloigne  à  l'in- 
fini, la  droite  de  Tinfiui  devient  une  solution  double,  et 
l'équation  du  lieu  se  réduit  au  deiycième  degré.  On  re- 
connaît d'ailleurs  immédiatement  que  le  lieu  est  une  cir- 
conférence. 

Remarque.  —  Dans  le  premier,  le  deuxième  et  le  qua- 
trième ca»,  le  lieu  cherché  passe  par  tous  les  points  don* 
nés. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  passera  par  le  point  O, 
si  ce  point  est  extérieur  au  triangle  ayant  pour  sommets 
les  trois  autres.  Il  passera  par  chacun  de  ceux-ci,  si  la 
perpendiculaire,  menée  par  ce  point  à  la  droite  qui  le 
joint  au  point  O,  ne  passe  pas  entre  les  deux  autres. 


Question  1126 

(Toir  a*  lérle,  t.  XIII,  p.  64  }  ; 

Pa&  m.  bourguet. 

Tromper  Venveloppe  d^une  sphère  à  une  surface  du 
second  degré  et  coupant  orthogonalement  une  sphère 
de  rtyfon  donné.  (E,  Pellbt.) 

J'établirai  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Toutes  les  sphères  qui  se  coupent  en  un  point  A  et 

coupent  orthogonalement  une  sphère  O,  de  rayon  R,  se 

coupent  en  un  autre  point  A'  situé  sur  la  ligne  OA  et 

tel  qiCon  a 

OA.OA'  =  R». 

En  effet,  OA.OA'=  01'=  R*. 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XIV.  (Février  i  B74.)  6 
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Cela  posé/ trois  sphères  tangentes  à  une  surlaee  S, 
dans  le  voisinage  du  point  A,  coupent  orthogonalement 
une  même  sphère.  Ces  trois  sphères  se  coupent  en  un 
même  point  qui  a  pour  limite  A,  et  en  un  autre  point  A' 
qui,  à  la  limite,  se  trouve  sur  la  droite  OA,  et  tel  que 

Ton  a 

OA .  OA'  =  R^ 

Comme  OA  est  connu,  on  construira  OA'  sans  difficulté. 
Cette  équation  peut  être  considérée  comme  Téquation  de 
la  surface  cherchée. 

La  solution  analytique  est  la  traduction  de  la  solution 
géométrique. 

Soient  Xi,  j^i,  Zi  les  coordonnées  du  centre  de  la 
sphère  mobile  :  son  équation  sera 

== -c*  H- j' -f- z' —  aj?j:, —  2/j, —  2zz,  H-  R'=  o. 

Entre  Xi,  /i,  Zi  existe  une  certaine  relation  dépendant 
de  la  surface  directrice  9(JCi,^i,  jSi)  =  o.  Pour  avoir 
l'équation  du  lieu,  il  faut  éliminer  or,  jTy  z  entre  les  trois 
équations 

(i)  ?(-«^i'r«»  «i)  =  o, 

{2)  x'-+- J^-h  z*—  2*4?, —  2JJ,~  2ZZ, -l-R^^rO, 

(oj  -7-  —  -r  — -7-' 

?j-,         9rt       fsi 

Les  équations  (3)  indiquent  que  les  deux  points  d4n- 
tersection  de  trois  sphères  infiniment  voisines  sont  sur 
une  droite  passant  par  Torigine.  Appelons  Xyjr^  z  les 
coordonnées  d'un  des  deux  points,  et  a/,  y,  z'  les  coor- 
données de  celui  qui  est  sur  la  surface  directrice  ;  on  aura 

^  y  *  p  pp 

X  ~^  y         z         p         p*-* 
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Les  coordonnées  des  deux  points  devant  satisfaire  à 
Téquation  (â),  on  déduit 

qui  nous  ramène  à  la  même  conclusion  que  la  solution 
géométrique. 

Soit  Y{jcf^y^  z')  =  o  l'équation  de  la  surface  direc- 
trice ;  Téquation  de  la  surface  cherchée  sera 

f(r»^,    r^~,    R'iW^- 

Si  F  représente  une  surface  du  second  degré,  le  lieu 
cherché  sera  du  quatrième  degré;  l'origine  sera  un  point 
conique  double  ou  un  point  isolé,  suivant  que  la  sur- 
face directrice  est  infinie  ou  finie. 

Tout  plan  passant  par  l'origine  et  par  une  génératrice 
rectiligne  de  la  surface  directrice  coupe  la  seconde  sur* 
face  suivant  un  cercle  passant  par  Forigine.  Le  point 
conique  de  la  surface  est  tangent  à  un  cône  homothétique 
au  cône  asymptote. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  d'uDe  manière  analogue  par 
MM.  Alfred  Kousset  et  Genty.  M.  Moret-Blanc  a  borné  son  calcul  au  cas 
où  la  surface  du  second  degré  touchée  est  une  sphère.  Enfin  M.  V.  Hioux 
a  étendu  la  question  en  se  proposant  de  trouver  d'abord  le  lieu  du  centre 
de  la  sphère  mobile,  c'eat-à^-dire  la  déférente  de  l'anallagmatique  dont 
la  sphère  fixe  est  la  directrice. 


Question  H29 

(Toir  %*  série,  t.  XIII,  p.  na); 

Par  m.  GAMBEY. 

Un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  tourne  autour 
d*un  axe  mené  par  B,  parallèlement  à  AC.  Calculer 
ses  trois  côtés  sous  la  double  condition  que  son  péri- 

6. 
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mètre  ait  une  valeur  donnée  et  que  le  volume  engendré 
par  lui  en  un  tour  complet  soit  maximum* 

Soient  a,  6,  c  les  côtés,  et  2p  le  périmètre,  qui  est 
donné.  Il  s^agit  de  déterminer  ces  côtés  par  la  condition 
que  le  produit  bc*  soit  maximum. 

Or,  des  relations  connues 

a  -h  ^  H-  Cr=  2/7, 

on  déduit  facilement 

o  = y 

ap  —  e 

d'où 

2.p  —  C 

Égalant  à  zéro  la  dérivée  de  cette  expression  par  rap- 
port à  c,  il  vient 

et,  par  suite, 

C:=:0,      e:=:^[T±shî)' 

La  racine  c  =  o  répond  au  minimum  de  bc^,  La  sui- 
vante 

c  =  J(7-v/Ï7) 

répond  au  maximum  cherché. 

Quant  à  la  troisième^  il  faut  la  rejeter,  car  on  a  tou- 

j  ours  c  <;  -~-  >  et  a  fortiori 
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Les  valeurs  correspondantes  de  a  et  &  sont 


et  celle  de  ic* 


*  =  ^(5-v'T^), 


bc'=jiii-iTs/Tj). 


Note.  —  Solution  analo^e  de  MM.  de  Marsilly;  Launay,  instituteur 
adjoint  à  Mézières  (Ille-et-Yilaine);  Paul  Henriot,  élève  du  collège  Sta- 
nislas; Barthe  et  Souriau,  élôves  du  lycée  de  Poitiers;  Launoy,  maître 
auxiliaire  au  lycée  de  Lille;  Louis  Goulin,  élève  du  lycée  du  Havre;  et 
A.  Mo  nier. 

Question  1130 

(  voir  a*  série,  t.  XIII,  p.  xia  )  ; 

Par    m.    GHABANEL. 

Etant  donnée  une  courbe  plane  quelconque  et  une 
surface  du  second  degrés  trouver  les  surfaces  dévelop^ 
pables  qui,  passant  par  la  courbe,  ont  leur  arête  de 
rebroussement  sur  la  surface  :  V équation  différentielle 
du  premier  ordre  à  laquelle  se  ramène  la  solution  de 
ce  problème  peut  toujours  s^ intégrer  par  de  simples 
quadratures,  (E.  Laguerbe.  ) 

Soit /x  un  point  de  l'arête  de  rebroussement  de  Tune  des 
surfaces  développables  cherchées,  surface  que  je  dési- 
gnerai par  X.  La  tangente  menée  à  cette  arête,  le  contact 
étant  en  jui,  est  génératrice  de  cette  surface,  et  rencontre 
la  courbe  plane  donnée  en  m.  Par  ce  point  m,  on  peut 
mener  une  infinité  de  droites  tangentes  à  la  surface  du 
second  degré  donnée  \  le  lieu  de  ces  tangentes  est  un  cône 
du  second  degré  S. 

Si  Ton  fait  varier  le  point  [k  sur  Parète  de  rebrousse- 
ment, à  chacune  des  positions  de  ce  point  correspondront 
une  génératrice  /a/t»  et  un  cône  2^   considérons  deux 
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points  jul'  et  jul^  infiniment  voisins  Fan  de  Tautre.  Les  gé- 
nératrices /ji'/n'  et  il" m"  se  rencontreront  en  l'un  des 
deux  points  jut'  et  fi."^  en  /ix"  par  exemple  ;  ce  point  appar- 
tiendra à  l'intersection  des  cônes  Z'  et  Y^"  et,  par  suite, 
à  Tenveloppe  des  cônes  Z.  Mais  cette  enveloppe  est  tan- 
gente au  cône  "L'^y  et,  puisqu'elle  passe  par  le  point  (a'^. 
elle  contient  la  génératrice  ^k" m".  Ainsi  Tenveloppe  des 
cônes  £  est  le  lieu  des  génératrices  jix/n,  lieu  qui  n'est 
autre  chose  que  la  surface  développable  X.  Le  problème 
revient  donc  à  déterminer  l'équation  de  l'enveloppe  des 
cônes  Z  circonscrits  à  la  surface  du  second  degré  donnée, 
et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  la  courbe  plane  aussi 
donnée. 

Je  prends  pour  plan  des  ot^  le  plan  de  cette  courbe,  et 
je  donne  aux  axes  des  x  et  des  j^  des  positions  telles,  que 
l'équation  de  la  surface  du  second  degré  donnée  se  ré- 
duise à 

(i)S^  — Ajc^-hAyH-A"z'-f-2Ba:;8-f-2B>z4-2Ca-HD=:o. 
Soient  a  et  (3  les  coordonnées  du  point  m,  et 

(a)  p  =  «(a) 

l'équation  de  la  courbe  plane  donnée. 
L'équation  du  cône  £  est 

2  =  [a{Ax  -4-  B«)  H-  p(A'r  -4-  B'z)  H-  Cz  -h  Dj- 

—  S  (  Aa»-4- A' p» -f- D  )  =  o, 
ou  bien 

(3)  2  =  /a*-f-OTp*-|-  2/iap  -h  2/îa  -4-  iq^  H-  r  ~-  o, 

/,  m,  n,  p,  9,  r  étant  des  fonctions  indépendantes  de  a 
et  de  j3. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  a  et  à  P, 
on  a 

(4)  r/a(/a-f./ip  -+-/j)  -4-  rfp(/iip  4-««  -ï-î'l^o, 
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équation  que  Ton  rend  homogène  en  posant 

,  __    /   .    qn-pm        a__a,    ,    pn  —  ql 

a  =  a  -t- î      p  =  B    -I- 9 

Im  —  n^        ^       ^         Im  —  n} 

et  dont  on  obtient  ensuite  Tintégrale  générale  par  de 
simples  quadratures. 
Soit 

(5)  f  (a,  P,  x,^,  r,  X)=:0 

cette  intégrale  générale. 

L'élimination  de  a  et  de  ^  entre  les  équations  (a),  (3) 
et  (5)  donnera  Téquation  de  la  surface  développable  X, 
qui  répond  aux  conditions  générales  du  problème,  cette 
surface  étant  particularisée  par  la  valeur  donnée  à  la  con- 
stante X. 

Questions  H32  er  H33 

(  Toir  a*  série,  t.  XIII,  p.  107  )  ; 

Par   m.    BOURGUET. 

1 432.  On  donne  trois  droites  çuelcongues  D^,  Du,  D^ , 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  A,  B,  C  et  un  point  O 
dans  le  plan  de  ce  triangle. 

Par  le  point  O,  on  mène  un  plan  quelconque  qui 
coupe  les  trois  droites  données  en  a,  by  c.  Les  plans 
(Â,  a),  (B,  &),  (C,  c)  se  coupent  en  un  point  m,  dont 
on  demande  le  lieu  lorsqu^on  fait  varier  le  plan  qm 
passe  par  le  point  O.  (Mànhheix.) 

1133.  On  donne  un  triangle  dont  les  côtés  sont 
Â^B,  C,  un  trièdre  dont  le  sommet  est  un  point  du  plan 
de  ce  triangle  et  un  point  quelconque  O. 

Par  le  point  O,  on  mène  une  transversale  quelconque 
qui  coupe  les  faces  du  trièdre  aux  points  a^  b^c* 

Les  plans  (A,  a),  (B,  b)^  (C,  c)  5e  coupent  en  un 
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point  m,  dont  on  demande  le  lieu  lorsqnonfait  varier 
la  transversale  qui  passe  en  O.  (Manhhbim.) 

Prenons  une  droite  quelconque  MN  et  cherchons  les 
points  d^ntersection  de  cette  droite  avec  la  surface.  Pour 
cela,  par  le  point  M  je  mène  deux  plans  (A,  £z),(B,  £)^ 
le  plan  (C,  c)  correspondant  déterminera  un  point  N 
tel,  qu'à  un  point  M  correspondra  un  seul  point  N. 

Réciproquement,  étant  donné  N,  cherchons  M  :  pour 
cela,  je  fais  tourner  le  plan  mobile  autour  de  Oc;  les 
deux  plans  (A,  a),  (B,  £)  correspondants  formeront 
deux  faisceaux  homographiques,  et  leur  intersection  en- 
gendrera un  cône  du  second  degré  et  ce  sont  les  intersec- 
tions de  ce  cône  par  la  droite  MN  qui  seront  le  point  M. 
On  voit  qu'à  chaque  point  Ncorrespondent  deux  points  M; 
les  points  d'intersection  de  MN  avec  la  surface  sont 
ceux  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes  :  on  sait  qu'il  y 
en  a  trois.  Donc  la  surface  est  du  troisième  degré.  Si  le 
point  O  est  dans  le  plan  du  triangle,  Tun  des  trois  points 
sera  dans  ce  même  plan,  qui  fera  partie  de  la  surface,  el 
le  reste  de  cette  surface  sera  du  second  degré.  Si  Ton  fait 
coïncider  les  deux  plans  (A,  a),  (B,  b)  avec  le  plan  du 
triangle,  les  trois  plans  se  couperont  dans  le  cas  général, 
suivant  la  droite  G  :  donc  les  trois  côtés  du  triangle  font 
partie  du  lieu.  Menons  par  le  point  O  une  droite  ab 
coupant  les  deux  droites  D^^,  Db)  il  est  évident  que  Tin- 
tersection  des  deux  plans  (A,  a),  (B,  b)  fera  aussi  partie 
du  lieu.  Ces  six  génératrices  avec  trois  autres  points  dé- 
termineront la  surface.  Dans  le  cas  particulier  où  O  est 
dans  le  plan  du  triangle,  la  surface  du  second  degré  est 
déterminée  par  les  trois  dernières  génératrices. 

Corrélatif.  —  Étant  donnés  trois  droites,  un  plan 
et  un  trièdre  ayant  son  sommet  dans  le  plan,  par  un 
point  du  plan  et  par  les  trois  droites  on  fait  passer  trois 
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plans  qui  coupent  les  arêtes  du  trièdre  aux  points  a,  i, 
c.  U enveloppe  du  plan  abc  est  une  surface  du  second 
degré,  inscrite  dans  le  trièdre.  Il  est  facile  de  construire 
trois  génératrices. 

Solution  analogue  pour  la  question  ii33. 

Corrélatif.  —  Étant  donnés  un  triangle,  un  trièdre 
ajrani  son  sommet  dans  le  plan  du  triangle  et  un  plan 
quelconque,  on  trace  une  droite  dans  ce  dernier  plan  : 
par  cette  droite  et  par  les  trois  sommets  du  triangle  on 
fait  passer  trois  plans  qui  coupent  les  arêtes  du  triangle 
aux  points  a,  b^  c;  Vem^eloppe  du  plan  abc  est  une 
surfax:e  du  second  degré  inscrite  dans  le  tétraèdre. 

Note.  —  Solutions  géométriques  analogues  de  MM.  Ghabanel,  Dewulf 
et  Genty.  Solutions  analytiques  de  MM.  Gambey,  Genty,  Lemelle,  Mar- 
quet  et  Moret-Blaïa. 


Question  1135 

(TOir  a*  série,  t.  XIII,  p.  107). 

Pau   m.  BOURGUET. 

a  et  b  étant  deux  nombres  entiers  quelconques ,  la 
fraction 

(a  -hi)[a  -hi).  .  .iia{b  -i-i){b  -h  2). .  .'ib 
1 . 2 . 3 . . .  (fl  -h  ^) 

est  égale  à  un  nombre  entier.  (Catalan.) 

Cette  question  peut  se  généraliser  ainsi  :  prouver  que 

T(^a,)r{Aa,)...r(/.-ak) 

r  (fl,  )  r  («2 ). . . r  (â5*)  r  (a,  -h  «a  -+- . . .  -h  «*) 
est  un  nombre  entier. 
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Cela  revient  à  prouver  que 

2(^)-2r^V--'ii(-") 

X  =  «»  x=:«  jr  =  • 

i'î  (^)  +'f  (?)  -■-  2  (?)  -'£('—■:  — ') 

OU,  a  fortiori^ 

(f)-(^>--(^") 
i(?)-(?)*--(?-)-(-^-"")- 

Soient  a', ,  a, , . . . ,  a„  la  partie  entière  du  quotient  de 
at, . . . ,  Ai  par  p'  et  «j,  «s,  • .  •  ^  or*  les  restes  ;  cela  revient 
à  prouver  que 

b)^b) -"•••-"  If)  H — ^^ — )• 

Ce  qui  est  évident,  puisque  le  terme  le  plus  grand  du 
premier  membre  est  à  lui  seul  plus  grand  que  le  second 
membre. 

C'est  une  application  de  la  formule  de  M.  Désiré 
André,  donnée  dans  la  2^  série,  t.  Xin,  p.  i85. 

Note,  —  Solution  analofpie  de  MMi  L.  Jacques,  à  Crémone  ;  Moret-Blanc  ; 
J.  de  Virieu,  à  Lyon. 

Question  1136 

(TOlr  a*'iéri6,  t.  XIII.  p.  ao6); 

Paa  m.   MORET-BLANC. 

Le  nombre  entier  p  étant  la  somme  de  quatre  carrés 
entiers,  on  a 

p^  r  -  P'  4-  Q'  H-  R'  -h  S% 
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P,  Q,  R,  S  étant  des  entiers,  positifs  ou  négatifs,  tels 
que  la  somme  algébrique 

2/>-f-P-+-Q-hR4-S 
est  égale  à  un  carré,  et  Von  a  aussi 

P,  Q",  R^  S' étant  des  entiers  dont  la  somme  algébrique 
est  égale  à  p.  (S.  Reàlts.) 

Soit 

/?  =  r^  -+-  *»  -f-  r*  -f  «*. 

i**  Si  Ton  pose 

j/  -+-  to  -4-  J«  — •  r»=  F, 
^m-  ra  -f-  rr  —  **=  Q, 
ru  -f-  r/  -f-  j«  —  r'  =  R , 

rs  '\-  st  -^  rt  —  u}zzz  S, 
on  aura 

et 

2/?  4-  P  -I-  Q  -h  R  H-  S  =  (r  -4-  j  -4-  /  -i-  «  )'• 

a**  Si  Ton  pose 

r*  H-  jr  -+-  jtf  -h  /a  =  P', 
5'—  tu  -i-  ri  —  ru  =:  Q', 
/'  —  i-a  -h  r«  —  rs  =z  R', 

II»  —  5f  4-  rf  —  rr  r=  S', 

on  aura 

/>»=P'»-f-Q'«-f-R'»-hS'> 

et 

P' 4- Q' _|- R' >+- S' 1= /?. 

Cette  dernière  solution  n'étant  pas  symétrique,  on 
en  déduit  trois  autres  par  la  permutation  circulaire  des 
lettres  r,  SytyU, 
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II  est  évident  qu'une  autre  décomposition  du  nombre  p 
en  somme  de  quatre  carrés  donnerait  d'autres  solutions. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^une  lettre  de  M.  Genocchi.  —  Votre  colla- 
borateur, M.  Picart,  dans  le  numéro  de  février  de  yos 
Annales  (t.  XIII,  p.  81-82),  cite  M.  Maximilien  Marie 
au  sujet  de  la  limite  à  laquelle  s*arrète  la  convergence  de 
la  série  de  Taylor,  et  qui  n'est  pas  nécessairement  la  va- 
leur de  la  variable  offrant  le  plus  petit  module  parmi 
celles  qui  rendent  la  fonction  ou  sa  dérivée  infinie. 

Dans  une  Note  publiée  en  1873,  dont  j'ai  Thonneur 
de  vous  adresser  un  exemplaire,  j'ai  montré  que  cette 
remarque  doit  être  attribuée  à  mon  compatriote  M.  Félix 
Chiô,  qui  Ta  faite  le  premier  expressément  et  avec  toute 
la  précision.  Je  ne  me  suis  pas  appuyé  sur  des  documents 
rares  ou  inédits,  mais  sur  le  recueil  des  Comptes  rendus 
et  sur  un  Rapport  rédigé  par  Cauchy  lui-même,  qui, 
après  avoir  rappelé  son  célèbre  théorème  sur  la  conver- 
gence de  la  série  de  Maclaurin,  s'exprimait  de  la  manière 
suivante  : 

d  En  appliquant  ce  même  théorème,  dans  mes  Exer- 
cices d'Analyse,  à  la  série  de  Lagrange  et  en  supposant 
cette  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
d'un  paramètre  variable,  j*ai  dit  qu'elle  demeure  con- 
vergente quand  le  module  du  paramètre  est  inférieur  au 
plus  petit  de  ceux  qui  introduisent  des  racines  égales 
dans  Téquation  donnée.  Cette  proposition  est  exacte;  mais 
il  convient  d'ajouter,  avec  M.  Chiô,  que  la  série  de  La- 
grange demeure  convergente,  quand  le  module  du  para- 
mètre est  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  rendent  égales 
deux  racines,  dont  l'une  est  précisément  la  somme  de  la 
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série.  Telle  est,  en  effet,  la  conséquence  qui  se  déduit 
naturellement  du  simple  énoncé  du  théorème  général.  » 
(Comptes  rendus,  t.  XXXIV,  p.  3o4-3o5.) 

J'ai  montré  aussi  dans  la  même  Note  que  Cauchy  avait, 
dès  i844)  remarqué  les  exceptions  que  comporte  la  règle 
tirée  des  racines  égales  de  Téquation  et  proposé  de  la 
remplacer  par  une  autre  règle  relative  aux  valeurs  infi- 
nies de  la  fonction  ou  de  ses  dérivées  (  Comptes  rendus, 
t.  XIX,  p.  157),  en  ajoutant  que  cette  dernière  règle 
avait  été  adoptée  p/ir  Chiô  dans  son  Mémoire  de  la  même 
année.  Le  calcul  de  Cauchy  est  identique  k  celui  qu'a 
développé  M.  Puiseux  dans  son  Rapport  sur  les  Mémoires 
de  M.  Marie.  Chiô  a  insisté  sur  la  distinction  précédente 
dans  un  Mémoire  postérieur  présenté  à  la  Société  Philo- 
mathique,et  je  vous  prie,  Monsieur,  d'en  agréer  un  exem- 
plaire. 

Ainsi  la  priorité  de  mon  compatriote  est,  je  pense, 
très-clairement  établie.  Je  suis  heureux  d'ajouter  que, 
dans  deux  lettres  que  M.  Marie  a  bien  voulu  m'adresser, 
il  a  loyalement  reconnu  les  droits  de  Félix  Chiô,  en  re- 
grettant que  les  sentiments  d*admi ration  et  de  recon- 
naissance voués  par  ce  dernier  à  Cauchy  l'aient  empêché 
de  faire  valoir  ses  droits  exclusifs.  «  Son  silence,  dit 
M.  Marie,  a  eu  pour  résultat  définitif  de  tellement  ense- 
velir sa  découverte,  que  les  disciples  de  Cauchy,  ceux 
mêmes  qui  ont  dû  compulser  ses  moindres  écrits,  n'en 
eurent  pas  connaissance,  puisqu'ils  n'en  ont  pas  pro^té, 
et  qu'ainsi  la  Science  en  resta  privée  pendant  une  ving- 
taine d'années.  »  M.  Marie  ajoutait  :  «  Je  vous  remercie 
de  l'envoi  du  troisième  Mémoire  de  M.  Chiô  que  j'ai  lu 
avec  un  vif  intérêt  et  qui  montre  quelle  rectitude  de  jage- 
ment  M.  Chiô  apportait  dans  les  difficiles  recherches  qui 
l'ont  occupé.  ))  Il  finissait  par  ces  mots  :  ((  Et  maintenant 
je  viens  me  mettre  à  votre  disposition  au  sujet  de  ce  qu'il 
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conviendrait  de  faire  dans  Tintërèt  de  la  mémoire  de 
M.  Chi6.  « 

Je  vous  demande  donc.  Monsieur,  de  vouloir  bien  faire 
une  petite  rectification  â  rarlicle  de  M.  Picart.  Ce  sera 
une  œuvre  juste  et  pieuse  dont  nous  serons  infiniment 
reconnaissants,  la  famille  de  M.  Chiô  et  moi.  Je  pourrais 
discuter  quelque  autre  affirmation  de  M.  Picart,  mais  je 
me  borne  â  citer  les  paroles  suivantes  de  M«  Darboux  : 
«  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  conver- 
gence de  la  série  de  Lagrange  sont  bien  connues  :  elles 
ont  été  indiquées  avec  toute  la  netteté  possible  par  Cauchy 
et  par  Félix  Chiô.  Il  n'y  a  donc  plus  rien  de  nouveau  à 
établir  sur  cette  question,  et  ce  qui  a  pu  faire  illusion, 
dans  ces  derniers  temps,  à  quelques  géomètres,  c'est  que, 
dans  son  beau  Mémoire  sur  cette  série,  M.  Rouché  s'est 
contenté  de  donner  une  condition  suffisante  pour  la 
convergence,  mais  nullement  nécessaire.  »  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  VI,  p*  67, 

1874-) 

Omission,  —  C'est  par  erreur  que  nous  avons  oublié 
de  mentionner  M.  Brocard  comme  ayant  résolu  la  ques- 
tion 900. 


QVBSTIOKS. 

1156.  On  a  une  masse  quelconque^  attirant  suivant  la 
loi  de  la  gravitation.  Soit  dv  un  élément  infiniment  petit 
de  volume  pris  n'importe  où  dans  l'espace.  Si  on  le  sup» 
pose  rempli  d'une  matière  homogène  ayant  pour  densité  i , 
il  supportera  une  attraction  R  de  la  part  de  la  masse 
attirante.  Soit  r  la  distance  de  cet  élément  di^  à  un  point 
fixe  M,  et  (f  l'angle  que  la  direction  de  R  fait  -avec  la 
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direction  de  la  droite  qui  joint  rélément  du  au  point  M. 

Si  l'on  fait  la  somme  de  toutes  les  expressions  — p?  qui 

se  rapportent  à  tous  les  éléments  d\^  de  l'espace,  le  ré- 
sultat sera  égal  au  produit  du  potentiel  de  la  masse  atti-^ 
rante  relativement  au  point  M,  par  4^/9  ^  étant  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  et  f  la  force 
d'attraction  de  deux  points  matériels  de  masse  x,  situés 
à  Tunité  de  distance.  (F.  Dinon.) 

1157.  Etant  donnés  un  système  quelconque  de  points 
matériels  et  deux  droites  fixes  dans  Tespace,  on  demande 
le  lieu  des  droites  qui  rencontrent  les  deux  droites  fixes 
et  qui  sont  axes  principaux  d^inertie  par  rapport  à  un  de 
leurs  points.  Lieu  de  ce  point.  On  examinera  en  parti- 
culier le  cas  où  Tune  des  droites  fixes  passe  par  le  centre 
de  gravité  du  système,  et  aussi  le  cas  où  l'une  de  ces  droites 
est  axe  principal  d'inertie  relativement  au  centre  de  gra- 
vité. (F.    DlDON.) 

1 158.  Etant  donnée  une  masse  quelconque  dont  chaque 
molécule  attire  suivant  une  loi  qu^on  suppose  être  repré- 
sentée par  une  simple  fonction  de  la  distance  au  point 
attiré,  on  peut  se  proposer  de  trouver  toutes  les  surfaces 
jouissant  de  cette  propriété,  que  les  droites  suivant  les- 
quelles sont  dirigées  les  attractions  de  la  masse  sur  des 
points  matériels  placés  en  tous  les  points  de  Tune  quel- 
conque d'entre  elles  soient  normales  â  une  même  sur- 
face. Démontrer  que,  pour  chacune  des  surfaces  cher* 
chées,  il  existe  une  relation  constante  y*(R,  V)  =  o 
entre  le  potentiel  de  la  masse  relatif  a  chaque  point  de 
cette  surface  et  la  grandeur  R  de  l'attraction  de  la  masse 
sur  ce  point.  Si  la  relation  ne  contient  pas  K,  elle  donne 
des  surfaces  de  niveau^  si  elle  ne  contient  pas  V,  elle 
donne  ce  qu'on  peut  appeler  des  surfaces  d^ égale  at* 
traction.  (F.  Didon.) 
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1159.  Lorsqu'un  angle  constant  acp  se  déplace  en  res- 
tant tangent  à  une  courbe  plane  convexe  et  fermée  d'un 
périmètre  S,  la  bissectrice  extérieure  de  cet  angle  enve- 

loppe  une  courbe  fermée  dont  le  périmètre  est  -: —  • 
* '^  *  sin  f 

En  faisant  varier  l'angle  a(f  et  réduisant  par  l'iiomo- 
thétie  chacune  des  courbes  obtenues  dans  un  rapport 
égal  à  sincp,  on  forme  une  série  de  courbes  fermées  isopé- 
rimètres. Quelle  est  celle  de  ces  courbes  qui  comprend 
la  plus  grande  aire  ?  (G.  Fouret.  ) 

1160.  Étant  donné  un  ensemble  de  sphères  ayant  un 
axe  radical  commun,  on  les  coupe  par  une  de  leurs  sphères 
orthogonales,  et  Ton  prend  les  circonférence^  obtenues 
comme  bases  d'autant  de  cônes  ayant  pour  sommet  com- 
mun un  point  de  Taxe  radical.  Chacun  de  ces  cônes  coupe 
la  sphère  correspondante  suivant  une  deuxième  circon- 
férence :  toutes  ces  circonférences  sont  situées  sur  une 
même  sphère  orthogonale  aux  sphères  données.  Réci- 
proque. (G.  Fouret.) 

1161.  Si,  d'un  point  M  pris  sur  une  branche  d'hy- 
perbole, on  mène  une  tangente  MT  au  cercle  bitangent 
a  la  courbe  selon  son  axe  transverse,  et  si,  du  même 
point  M,  on  mène  une  parallèle  à  Tasymptote  jusqu'à 
son  point  d'intersection  Q  avec  l'axe  transverse  de  l'hy- 
perbole, le  triangle  MTQ  est  isoscèle. 

(L.-A.  Levât.) 

116S.  Construire  une  hyperbole,  étant  donné  Taxe 
transverse  AA'  et  un  point  M  de  la  courbe. 

(L.-A.  Levât.) 
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DKTERMUiATION  DBS  DIVISEURS  A  COEFFICIENTS  COHHEN- 
SUBABLIS,  D'UN  DEGRÉ  DONNÉ,  D  UN  POLYNOiE  ENTIER 
EN^  A  COEFFICIENTS  COHMBNSURABLES  ; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


L  Deux  diviseurs  d'un  polynôme  entier  en  x  qui  ne 
di£fèrent  que  par  un  coefficient  constant,  ayant  la  même 
composition  algébrique,  ne  sont  pas  considérés  comme 
distincts. 

II.  En  multipliant  un  polynôme  entier  en  x,  à  coeffi- 
cients commensurables,  par  un  multiple  commun  des 
dénominateurs  de  ses  coefficients,  et  en  divisant  les  coef- 
ficients du  produit  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
on  forme  un  nouveau  polynôme  à  coefficients  entiers 
premiers  entre  eux;  le  nouveau  polynôme,  qui  ne  diffère 
du  premier  que  par  un  coefficient  constant,  admet  les 
mêmes  diviseurs  que  lui,  et  conserve  la  qualité  de  diviser 
exactement  tous  ceux  que  le  premier  divisait  lui-même. 

m.  De  là  résulte  que  la  recherche  de  tous  les  divi- 
seurs à  coefficients  commensurables  d'un  polynôme  entier 
en  X  à  coefficients  commensurables  se  ramène  à  celle  de 
tous  les  diviseurs  à  coefficients  entiers  premiers  entre  eux 
d'un  polynôme  entier  en  x  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés. 

IV.  Le  produit  d'im  polynôme  entier  en  x  k  coeffi- 
cients entiers  premiers  entre  eux  par  un  polynôme  entier 
dont  certains  coefficients  sont  des  nombres  fractionnaires 

Ann,  de  Mathémat,,  2*  série,  t.  XIV.  (Mars  1876.)  7 
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UQ  diviseur  arithmétique  du  nombre 

Ax'"-hA.a'"-'p  -f-.  .  .-r-A^P". 

Désignons  ce  diviseur  par  M,  on  aura  Téquation  du  pre- 
mier degré 

entre  les  ^  +  i  coefficients  inconnus  a,  &,...,/  du  po- 
lynôme cherché. 

Si  l'on  donne  à  -  p  -h  i  valeurs  distinctes  ->  ^ ,  b-'>  •  •  •  ? 

P  P    P'    P' 

T^;  si  Ton  désigne  généralement  par  Me  un  diviseur  con- 

venablement  choisi  de  PrFlô")»  "*  résolution  du  sys- 
tème des  p  -h  i  équations 

«a?  H-  ^af  ~^P.  -f-  .  .  .  -f-  /pf  =  Mm 


fera  connaître  les  p  -t-i  coefficients  du  diviseur  (f(x), 

VI.  Désignons  maintenant  par  m^  le  nombre  des  divi- 
seurs de  jS^F  (  -'  j  •  Si  Ton  donne  à  Mj  successivement  les 

valeurs  de  tous  ces  diviseurs  dans  le  système  des 
p  + 1  équations  du  numéro  précédent,  on  formera  un 
nombre  de  systèmes  analogues  égal  à 

/w  X  m,  X  /«a  X  ...  X  nip. 

En  résolvant  chacun  de  ces  systèmes,  on  déterminera 
les  coefficien  ts  d'un  nombre  égal  de  polynômes  de  degré  p, 
parmi  lesquels  figureront  tous  les  diviseurs  de  degré  p  h 


•  •  • 
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coefficients  entiers  premiers  entre  eux  du  polynôme  F(x) . 
Mais  en  même  temps  qu'on  obtiendrait  ainsi  les  coef- 
ficients de  tous  les  polynômes  cherchés,  on  obtiendrait 
aussi  ceux  d^un  nombre  considérable  de  polynômes  qui 
ne  conviendraient  pas  à  la  question,  et  qu'il  faut  cher- 
cher à  exclure. 

VIL  On  peut  exclure  tout  système  de  valeurs  de  M, 
Ml,. . . ,  Mp,  pour  lequel  : 

1°  L'un  de  ces  coefficients  désignés  d'avance,  M  par 
exemple,  aurait  une  valeur  négative-,  en  effet,  en  chan- 
geant simultanément  les  signes  de  M,  Mj,.  . .,  M^,  on 
pourrait  rendre  M  positif,  et  Ton  ne  ferait  ainsi  que 
changer  les  signes  de  a,  £,...,/,  ce  qui  n'altérerait  pas 
le  diviseur  correspondant  \ 

a°  On  trouverait  des  valeurs  fractionnaires  de  a, 
b  /• 

3°  On  trouverait  des  valeurs  entières  de  a,  A,...,  /, 
admettant  un  facteur  commun  ; 
4^  On  trouverait  des  valeurs  de  a,  i, ...,/,  ne  rendant 

pas  Hwi("f^)  diviseur  de  ^;^^f(^\  ^^  étant 

distincte  des  p  -hi  valeurs  déjà  données  à  -  • 

P 

5®  On  trouverait  des  valeurs  de  a,  &,...,/  ne  rendant 
pas  (f{x)  diviseur  de  F(j:),  ce  qui  arriverait  nécessaire- 
ment si  l'on  était  conduit  à  mettre  un  coefficient  frac- 
tionnaire au  quotient. 

VIIL  Ces  différents  moyens  d'exclusion  peuvent  se 
combiner  et  s'appliquer  diversement  suivant  les  valeurs 
de  p^  7.^^'^  nous  nous  bornerons  dans  ce  qui  suit  à  ex- 
poser quelques  procédés  réguliers  conduisant  au  résultat 
quand  p  a  Tune  des  valeurs  i,  2, 3,  puis  à  indiquer  d'une 
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façon  générale  comment  on  pourrait  opérer  pour  les  de- 
grés supérieurs. 

Diviseurs  du  premier  degré, 

IX.  Tout  diviseur  du  premier  degré  d'un  polynôme 
entier  en  x  est  de  la  forme  ax  •■hbj  a  étant  un  diviseur 
du  coefficient  Â  du  premier  terme  du  polynôme  consi- 
déré, b  un  diviseur  de  son  dernier  terme  A^- 

Nous  supposerons  que  nous  ayons  préalablement  sup- 
primé dans  F{x)  les  diviseurs  x  —  i  ou  xH-i  s'ils  y 
étaient  contenus. 

On  peut,  d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  VII,  exclure  comme 
valeurs  de  a  les  diviseurs  négatifs  de  A,  l'association 
dans  un  même  binôme  d'un  diviseur  de  Â  et  d'un  divi- 
seur  de  A  m  admettant  un  facteur  commun. 

Un  système  de  valeurs  de  a  et  de  &  ne  peut  être  accepte 
que  tout  autant  que  leur  somme,  résultat  de  la  substitu- 
tion de  I  dans  le  binôme  ax  +  &,  et  que  leur  différence, 
résultat  de  la  substitution  de  —  i  dans  le  même  binôme, 
seront  des  diviseurs  respectifs  de  F(i)  et  deF( — i)  qui 
ne  sont  pas  nuls. 

On  formera  tous  les  binômes  ne  satisfaisant  pas  à  ces 
conditions  d'exclusion  et  on  les  essayera  par  la  division, 
en  prenant  soin  de  l'ordonner  de  manière  que  le  premier 
terme  du  diviseur  ait  le  plus  grand  coefficient. 

Pour  faciliter  ces  opérations,  on  forme  d'abord  le  ta- 
bleau des  valeurs  possibles  de  a-h  b  qu'on  compare  à 
celui  des  diviseurs  de  F(i),  puis  le  tableau  des  valeurs 
possibles  de  a  —  b  qu'on  compare  à  celui  des  diviseurs 
deF(— i). 

Soit,  pour  exemple,  le  polynôme 

F  (x)  =  i5 jr*  -I-  i6j?*—  46.1?'—  5x  4-  6. 
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On  inscrit  d'abord  dans  un  premier  tableau ^I  les  di- 
viseurs positifs  de  i5  qui  sont  les  valeurs  possibles  de  a, 
et  à  côté  tous  les  diviseurs  de  six  valeurs  possibles  de  b. 

Dans  un  deuxième  tableau  II,  on  inscrit  les  sommes 
de  cbaque  valeur  de  a  avec  chaque  valeur  de  b  première 
avec  celle  de  a,  et  les  résultats  effectués  de  ces  additions. 

En  comparant  ces  résultats  avec  les  diviseurs  de  F(i) 
disposés  dans  un  troisième  tableau  III,  on  reconnaît  qu'on 
ne  peut  accepter  que  neuf  associations  possibles  d'une 
valeur  de  a  et  d'une  valeur  correspondante  de  i. 

Dans  un  quatrième  tableau  IV,  on  inscrit  les  neuf 
valeurs  correspondantes  de  la  différence  a  —  &,  et  les 
résultats  effectués  de  ces  soustractions. 
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La  comparaison  de  ces  résultats  avec  les  diviseurs  de 
F( — i)  contenus  dans  un  cinquième  tableau  V  permet 
de  réduire  à  quatre  le  nombre  des  associations  possibles 
d'une  valeur  de  a  et  d'une  valeur  de  b, 

n  ne  peut  donc  exister  que  quatre  diviseurs  du  pre- 
mier degré  du  polynôme  proposé  :  ces  diviseurs  sont 

5j:-4-2,     3x  —  I,     X  —  2,     X  —  3; 

vérifiés  par  la  division,  il  n'en  reste  que  deux  d'accep- 
tables, à  savoir  :  Sx  -ha,  3ar  —  i. 

Tel  est  le  procédé  à  peu  près  suivi  dans  toutes  les 
Algèbres  pour  la  détermination  des  racines  commensu- 
rables,  et  qui  résout  la  question  proposée. 

Dwiseurs  du  second  degré. 

X.  Tout  diviseur  du  second  degré  d'un  polynôme 
entier  F(x)  a  la  forme  aa:*-+-  iarn-  c.  D'après  le  n**  V 
et  en  désignant  par  M,  Mj,  M„  Mj  des  diviseurs  conve- 
nablement choisis  et  respectifs  de  ,6"  F  (  ^  )  ^  (5'"F  1  —  -  j , 

ar'Yi^y  a'-F^—  ^V  on  doit  avoir 

fla--4-  ^ap  -4-rp»— M, 

ûP*—  bxB  -^  ca'  — M,. 

Trois  de  ces  équations  suffisent  pour  déterminer  a, 
&,  c;  la  quatrième  sera  une  équation  de  condition  servant 
de  moyen  d'exclusion  d'après  le  n°  VU.  Or,  pour  qu'un 
système  de  valeurs  de  M,  M,,  M,,  Mj  puisse  fournir  pour 
a,  &,  c  des  valeurs  entières  satisfaisant  aux  quatre  équa- 
tions précédentes,  il  faut  que  M  +-  M3  soit  un  multiple 
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de  a*-f-jS*;  qu'il  en  soit  de  même  de  Mi-hM»;  que 
M  H-  M3  =  M,  -h  Mj  ;  que  M  —  M,  soit  un  multiple  de 
aa^*,  qu'enfin  M  —  M,  le  soit  de  a' — jS*.  Les  systèmes 
de  valeurs  de  M,  Mi,  M  s,  M3,  qui  satisferont  a  ces  con- 
ditions, seront  généralemeût  assez  peu  nombreux  pour 
qu'on  puisse  tenter  la  résolution  des  systèmes  d'équations 
correspondants . 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  M,  Mt,  M,  qui  satis- 
font à  ces  conditions,  on  formera  un  tableau  composé  de 
neuf  colonnes  verticales  *,  dans  la  deuxième,  on  inscrira 
l'une  au-dessous  de  l'autre  toutes  les  valeurs  possibles 

de  M,  c'est*à-dire  des  diviseurs  de  |3'"F  (  0  )  ?  àans  la  pre- 
mière et  la  troisième, on  inscrira  respectivement,  à  gauche 
et  à  droite  de  chaque  valeur  de  M,  les  restes  positifs  de 
ses  divisions  par  a* — jS'  et  par  aap.  De  même,  on  pla- 
cera dans  la  cinquième,  elles  unes  au-dessous  des  autres, 

les  valeurs  de  M^,  diviseurs  de  /S'"F( —  o  )'  ®^  ^^"^  '^* 

quatrième  et  sixième  colonnes,  à  gauche  et  à  droite  de 
chaque  valeur  de  M|,  les  restes  positifs  de  ses  divisions 
par  2a(3  et  par  a^  +  (3'«  Enfin,  dans  la  huitième  colonne, 
on  placera  l'une  au-dessous  de  l'autre  toutes  les  valeurs 

de  M4,  diviseurs  de  a"*F  f  - }  ?  et  dans  les  septième  et  neu- 
vième, à  gauche  et  à  droite  de  chaque  valeur  de  Ms,  les 
restes  positifs  de  ses  divisions  par  a'-f-  /3*  et  par  a" —  |3". 
Pour  qu'un  système  de  valeurs  de  M,  Mj,  Ms  soit  ac- 
ceptable, il  faut  que  M  —  Mj  soit  multiple  de  aa(3,  c'est- 
à-dire  que  les  restes  des  divisions  de  M  et  Mi  par  a  a/3 
soient  égaux,  ce  qu'on  constate  à  l'aide  des  nombres  des 
troisième  et  quatrième  colonnes;  que  Mi+  M,  soit  un 
multiple  de  a*-f-  (3*,  c'est-à-dire  que  les  restes  des  divi- 
sions de  Mt  et  M,  par  a*-h  P'  forment  une  somme  égale 
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&  a*+  |â',  ce  que  Ton  consute  à.Taide  des  nombres  con- 
tenus dans  les  sixième  et  septième  colonnes  \  enfin  que 
M  —  Mf  soit  un  multiple  de  a*  —  /3*,  ce  qui  se  voit  k 
Taide  des  restes  des  première  et  neuvième  colonnes. 
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Pour  éclaircîr  ce  qui  précède,  prenons  pour  exemple 
le  polynôme  considéré  dans  le  n?  IX 

Posons  a  =  3,  |3  =  sà  ^  on  a 

2*F{I)=  399=3  X7X19, 

—  2*F(—  {  )  =:  1089  ^  3»  X  1  1% 

-3*F(})=  816=  2*  X  3  X17, 
—  3*F(—|)=  1044  =  2^X3»  X  29, 

a*— P>=:5,      2ap  =  I2,      a'-hp»=:i3. 

Formons  le  tableau  à  neuf  colonnes  dont  nous  venons 
de  nous  occuper,  et  dans  un  second  tableau  à  trois  co- 
lonnes, et  placé  à  droite  du  premier,  nous  disposerons 
par  lignes  horizontales  les  systèmes  de  valeurs  de  M, 
Ml,  Ms  qui  peuvent  se  correspondre  diaprés  nos  vérifi- 
cations. 

Pour  un  motif  donné,  il  suffit  d'inscrire  dans  le  pre- 
mier tableau  les  valeurs  positives  possibles  de  Tune  des 
trois  quantités  M,  Mi,  M„  soit  de  M ,. 

Le  tableau  étant  constitué^  nous  prenons  Tune  des  va- 
leurs de  M,  399  par  exemple.  Le  reste  de  sa  division  par  1 2 
étant  3,  les  seules  valeurs  de  M^  qui  puissent  corres- 
pondre sont  363,  99,  3,  — 9, — 33,  — 1089  5  le  reste  de  la 
division  de  363  par  1 3  étant  1 2,les  seules  valeurs  de  M|  qui 
puissent  lui  correspondre  sont  celles  qui,  divisées  par  i3, 
fournissent  pour  reste  i,  soit  i*,  mais  comme  cette  valeur 
de  Ms  divisée  par  5  donne  pour  reste  i,  tandis  que  399 
donne  le  reste  différent  4 9  cH^  est  à  rejeter.  On  reconnaît 
de  même  que  399  ne  peut  s'associer  à  99  ni  à  3.  —  9 
divisé  par  i3  donne  pour  reste  4  et  peut  s'associer  aux 
vatears  de  M,,  qui,  divisées  par  i3,  donnent  pour  reste  9  ; 
ces  valeurs  sont  qo4,  48;  la  première  seule  divisée  par 
5  donne  le  même  reste  que  399,  et  par  conséquent  est  la 
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seule  acceptable.  Nous  inscrirons  donc  dans  le  second 
tableau  comme  pouvant  se  correspondre  les  valeurs  de 
M,  Ml,  M,  respectivement  égales  a  899,  —  9,  204.  On 
voit  par  ce  moyen  que  899  ne  peut  s'associer  ni  à.  —  33 
ni  à  — 1089. 

En  répétant  successivement  les  mêmes  opérations  pour 
chacune  des  valeurs  de  M,  on  constitue  le  tableau  com- 
plet des  valeurs  de  M,  Mi,  M,  qui  peuvent  être  associées 
en  groupes,  au  nombre  de  27,  et  consignées  dans  le  second 
tableau. 

Le  nombre  de  ces  associations  peut  être  diminué  en 
observant  que  M,  -h  Mj  =  M  -4-  Mj  5  on  ne  devra  donc 
retenir  que  les  systèmes  pour  lesquels  MiH-M» — M 

sera  un  diviseur  de  3*F(  —  -A  ;  il  est  facile  de  juger  s'il  en 

estainsi  enformantles  difTérentes  valeurs  de  Mi+Mt — M 
prises  dans  le  second  tableau  et  en  les  comparant  au  ta- 
bleau des  diviseurs  de  3*F  (  —  -  j  • 

On  reconnaît  ainsi  qu'il  n'y  en  a  que  huit  qui  sont 
acceptables,  et  on  les  a  placés  dans  un  troisième  tableau 
voisin  des  deux  premiers. 

De  la  résolution  des  huit  systèmes  d'équations  corres- 
pondants on  déduit  les  huit  trinômes  diviseurs  possibles 

iSx'' -'- X  —  2,  jc'-^a: — 3, 

3x^—  j:,  i5j:  —  3ox  4-  12, 

3jt.^—X —  6,  19.1:'    -X  —  11, 

5x^ — ioj: -r- 4>     S'jx^-^^x — 33. 

On  reconnaît  qu'on  peut  rejeter  a  priori  le  sixième  et 
le  huitième  comme  n'ayant  pas  leurs  coefficients  pre- 
miers entre  eux  ;  le  septième,  dont  le  coefficient  du  pre- 
mier terme,  19^  ne  divise  pas  le  coefficient  i5  du  premier 
terme  de  F(j:);  le  deuxième  et  le  quatrième,  dont  les 
termes  indépendants  o,  4  ^^  divisent  pas  le  terme  indé- 
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pendant  6  du  polynôme  F  (a:).  U  ne  reste  donc  k  essayer 
par  la  division  que  le  premier,  le  troisième  et  le  cin- 
quième ]  le  premier  et  le  cinquième  sont  les  seuls  pour 
lesquels  elle  se  fasse.  Le  polynôme  proposé  n'admet  donc 
que  deux  diviseurs  du  second  degré  à  coefficients  com- 
mensurables  premiers  entre  eux 

i5jp»-h  « —  3, 
jc*-^  X  —  3. 

XI.  On  sait  qu^une  équation  algébrique  de  degré  m,  k 
coefficients  commensurables,  qui  admet  une  racine  in- 
commensurable d'une  équation  du  second  degré  à  coeffi- 
cients commensurables,  admet  aussi  la  seconde  racine  de 
cette  équation  ;  la  détermination  des  diviseurs  du  second 
degré  à  coefficients  commensurables  d'un  polynôme  de 
degré  m  ayant  la  même  propriété  permet  de  déterminer 
les  racines  incommensurables  de  la  forme  a'\~  yjb  d'une 
équation  algébrique  â  coefficients  commensurables. 

Dwiseurs  du  troisième  degré. 

XII.  Les  diviseurs  du  troisième  degré  d'une  fonction 
entière  F(j?)  ont  la  forme 

ax^  -\-  bx^  -h  ex  -f-  d] 

et,  toujours  d'après  le  n^  V,  en  désignant  par  M,  Mj, 
Mt9  M»  des  diviseurs  convenablement  choisis  et  res- 
pectifs de 

on  a 

aa»-+-  6a=p-f-rap»  i-r/p"— M, 
aa?—  ba?^-^  cap*-  -  d^^—  M„ 
ûp'-^-  ^aP'-l-ca'P^  rfa^^M,, 
flp»--  6ap'H-ca'p-  rfa»==Ms. 
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La  résolution  de  ces  quatre  équations  fera  connaitre 
les  valeurs  inconnues  et  cherchées  de  a,  6,  c,  d.  Recher- 
chons d* abord,  comme  dans  le  n^  X,  des  conditions 
simples  auxquelles  soient  assujettis  M,  M^,  Ms,  Mg,  pour 
pouvoir  se  correspondre.  Ces  conditions  se  déduisent  en 
général  de  la  propriété  que  doit  avoir  un  système  de  va* 
leurs  de  M,  Mi,  Ms,  Mt,  de  fournir  pour  a,  b^  Cy  d  des 
valeurs  entières. 

Multiplions  la  première  de  ces  quatre  équations  par 
a  4-/3,  la  deuxième  par  a  -— P,  la  troisième  par  a  -H  (3, 
la  quatrième  par  |3  —  çt\  elles  deviennent 

-4-(c  +  rf)ap»-f-rfp<r=:M  (a  +  p), 

—  (c-hrf)ap»-hi/p*  =  M,(a— p), 

«P»  -I-  (a  -h  ^)  ap»  -I-  (ô  -+-  r)  a^  P> 

4-(c-h^)a»p-+-^a*=:M,  (a4-  p), 

«P*—(a-|-6)  ap»+(*4-c)a*p> 

— '  (  c -I- rf  )  a»  p -4- 4  a<  =  M  3  (  p  —  a  )  • 

Retranchons  maintenant  la  seconde  de  la  première,  la 
troisième  de  la  seconde,  la  quatrième  de  la  troisième,  la 
première  de  la  quatrième,  on  a 

M  («,+  P)  -  M.  (a  -  P)  =  aap[a'(a  -h  Ô)  -t-  p»(c  -f-rf)], 

M,(a-p)~M,(a-hP) 

=  («*+  P»)  [(a  ~  6)  (a»—  p»)  -  ap  (a  +  6  4-  <;  4-  €/)], 

M,  (  a  -h  p  )  -  Ma  (  P  —  a  )  =  2  «p  [  p»  (  a  +  ô )  -I-  a'  (c  4-  d% 

M^tP  — «)— M  (a4-p) 

=  (a«-l-  p»)[(a  -  d)  (p»—  a»)  -  ap(a  4-  6  4-  c4-  ^)j. 


(  II.  ) 

On  voit,  diapré»  cela,  que,  pour  qu'un  syslème  de  va* 
leurs  de  M,  M,,  M„  M,  puisse  être  acceptable,  il  faut 
que  M  (a  +  j3)etM|(a  —  |3)  divisés  par  aa|3  donnent  le 
même  reste;  qu'il  en  soit  de  même  de  Mi  (a  — 13)  et 
M,  (tf  H-p),  diviséspar a» -h/3';  M,  (a  -h  p)  etM,  (jS— a), 
divisés  par  aa|3  5  Mj  ((3  —  a)  et  M  (a  -h  (3),  divises  par 

On  vérifie  aussi  facilement  sur  les  quatre  équations 
initiales  que  M  +  Mt  et  que  Mt  +  M^  sont  des  multiples 
de  a  +  P^  donc  M  et  —  M»,  divisés  par  «4-/3,  doivent 
fournir  le  même  reste;  il  en  est  de  même  de  Mi  et 
—  Mf  Pour  faciliter  la  vérification  de  ces  conditions, 
on  formera  un  tableau  composé  de  seize  colonnes  verti- 
cales. Dans  la  seconde,  on  écrira  tous  les  diviseurs  de 

jî^F  (  -  I  Tun  au-dessous  de  l'autre;  cette  colonne  ren- 
ferme ainsi  les  valeurs  possibles  de  M,  à  gauche  de 
chaque  valeur  de  M,  et  dans  la  première  colonne  on  pla- 
cera le  reste  de  la  division  de  M  (a  4-  (3)  par  a*  -f-  P*  ;  à 
droite  de  chaque  valeur  de  M  on  placera  dans  la  troisième 
colonne  le  reste  de  sa  division  par  a  4-  (3,  et  dans  la 
quatrième  colonne  le  reste  de  la  division  de  M  (a  +  P) 
par  aap. 

La  sixième  colonne  renfermera  les  valeurs  de  Mi,  cha- 
cune précédée  dans  la  cinquième  colonne  du  reste  de  la 
division  de  Mi  (a  —  (3)  par  2a|3,  et  suivie  dans  la  sep- 
tième du  reste  de  la  division  de  Mi  par  a  +  |3,  et  dans  la 
huitième  du  reste  de  la  division  de  Mi  (a  — 13)  par 
(«•-H(3»). 

Dans  la  dixième,  on  placera  les  valeurs  de  M,  ;  à  gauche 
de  chaque  valeur  de  Mt,  dans  la  neuvième  colonne,  on 
mettra  le  reste  de  la  division  de  M,  (a  4-  (3)  par  a*  4- 13*  ; 
à  droite  dans  la  onzième,  le  reste  de  la  division  de  —  Mt 


(  »la  ) 

par  a  -I-  j3,  et  dans  la  douzième  le  reste  de  la  division  de 
M,  (a-t-jB)  par  aaj3. 

Enfin  la  quatorzième  colonne  renfermera  les  valeurs 
de  Ms  ;  à  gauche  de  chacune  d'elles,  on  placera  dans  la 
treizième  colonne  le  reste  de  la  division  de  M»  (p  —  a) 
par  2aP;  à  droite  dans  la  quinzième  le  reste  de  la  divi- 
sion de  —  Ms  par  oc  +  /3,  et  dans  la  seizième  le  reste  de 
la  division  de  Ma  (3  —  «)  par  a*-t-  jâ". 

II  est  toujours  entendu,  pour  un  motif  donné,  qu'on 
peut  n'inscrire  dans  ce  tableau  que  les  valeurs  positives 
de  l'une  des  quatre  quantités  M,  M|,  M,,  Mg. 

Par  le  moyen  de  ce  tableau,  on  détermine  les  systèmes 
de  valeurs  de  M,  Mi,  M,,  Mt,  qui  peuvent  se  corres- 
pondre d'après  les  conditions  qu^on  vient  d'établir,  et 
on  les  consignera  dans  un  second  tableau.  Si  le  nombre 
de  ces  systèmes  est  considérable,  on  pourra  éliminer 
ceux  qui  fournissent  une  valeur  de  a,  qui  ne  divise  pas  A, 
ou  une  valeur  de  d  qui  ne  divise  pas  A^.  Les  valeurs  de 
aeided  sont  assez  simples^ on  trouve,  en  ajoutant  et  re- 
tranchant la  première  et  la  deuxième  des  équations  con- 
sidérées, ainsi  que  la  troisième  et  la  quatrième, 

2a  p'-+-  2ca»p  :=  M,  -+  M„     2*  «?'-4-  2rfa»i^M,  —  M,, 
d'où  l'on  déduit  facilement 

a  ^-z  ~ — • ' *  * 

a(M,>-W>)  — p(M>~M.) 


fi  zzz  -  -- 


2(«*-P*) 


Si  Ton  accepte  comme  convenable  un  système  de  va- 
leurs de  M,  Mt,  M„  Mj,  et  qu'on  veuille  faire  le  calcul 


(  "3) 
des  yalenrs  correspondantes  de  a,  bj  Cy  dy  au  lieu  de  les 
calculer  directement,  il  peut  être  plus  commode  de  faire 
le  calcul  initial  des  quantités  a +c,  a — c,  b  -\-  d^b  —  d^ 
définies  par  les  formules  suiyanles,  se  déduisant  facile- 
ment de  celles  qui  précèdent  : 

—    _  '  /M  — Mt       M,  — MA 

.^  .      __i__/M_-M,       M,-M3\ 

b^d-         I  /M-^M.       M,-M,\ 

XIII.   Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  a  un 
exemple.  Prenons 

F(d?)  =  l8x'-|-79ar«--65x*—  3iox* 
-h  20ar*+  307 x* -h  29X  —  4^, 

Posons 

a  =  3,      P  =  2, 

on  a 

2ap=I2,     a»4-p>=i3,     a-|-p=5, 
a— p=:l,     p  — «  =  — i; 

de  plus,  on  trouve 

.—  2'F  {^  z=  2288,      -  2'F  (—  -\  =  25l6, 

3'f(|)  =  133878,  3'f(-|\  =  5o466. 

Formons  sur  ces  nombres  les  deux  tableaux  dont  on  a 
donné  l'explication  générale  dans  le  numéro  précédent. 
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Âpres  avoir  formé  nos  tableaux,  prenons  dans  le  pre- 
mier une  des  valeurs  de  M,  2288  par  exemple  ;  le  reste 
de  la  division  de  son  quintuple  par  la  étant  4?  îl  ^^ 
peut  y  avoir  de  valeurs  correspondantes  de  M^  que  celles 
qui,  divisées  par  12,  donnent  pour  reste  4?  à  savoir  14^)49 
—  689  —  25 16,  que  nous  allons  examiner  séparément. 

148  divisé  par  i3  donnant  pour  reste  5,  et  2288  divisé 
par  5  donnant  pour  reste  3,  on  ne  peut  accepter  de  va- 
leurs correspondantes  de  M9  que  celles  dont  le  quin- 
tuple divisé  par  i3  donne  pour  reste  5,  et  dont  le  produit 
par  — I  donne  le  reste  3.  Or  il  n^en  existe  pas  :  donc  148 
ne  peut  s'associer  à  2288.  Passons  k  4  qui,  divisé  par  x3, 
donne  le  reste  4  9  1^8  valeurs  de  M,  qui  peuvent  corres- 
pondre ont  un  quintuple  qui,  divisé  par  i3,  donne  pour 
reste  4f  ^^  ^^  produit  par  — i  qui,  divisé  par  5,  donne 

8. 
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pour  reste  3  :  on  reconnaît,  comme  pour  i48/qu'il  n*en 

existe  pas. 

—  68  divisé  par  i3  donne  pour  reste  lo  ^  on  ne  peut 

prendre  de  valeurs  correspondantes  de  M  s  que  celles  dont 

le  quintuple  divisé  par  i3  donne  le  reste  lo,  et  dont  le 

produit  par  —  i,  divisé  par  5,  donne  le  reste  3.  Il  n'y  a 

que  a  qui  jouisse  de  cette  propriété;  le  quintuple  de  a 

divisé  par  la  donne  le  reste   lo,  — 68  divisé  par  5 

donne  pour  reste  a,  le  quintuple  de  2288  divisé  par  i3 

donne  pour  reste  zéro  ;  une  valeur  de  Ms  ne  peut  s'asso* 

cier  à 

M  =  2288,    M,  =  —  68,    Ma  =  2, 

que  tout  autant  que  son  produit  par  —  i,  divisé  par  12 
donne  le  reste  lo,  divisé  par  5  donne  pour  reste  2,  di- 
visé par  i3  donne  pour  reste  zéro;  il  n'y  a  parmi  les  va- 
leurs de  M|  que  —  16822  qui  jouisse  de  cette  propriété. 
On  peut  donc  accepter  le  système 

M  =  2288,     M,  =—68,    M,  =  2,    Ma  =  —16822, 

consigné  dans  la  première  ligne  horizontale  du  second 
tableau.  On  reconnaît  de  mftme  que  M|  =  2288  peut 
s'associer  à 

M,  =  —  25 16,    M,  =  —  1 33878,     M3  =  5o466, 

et  qu'il  ne  peut  être  réuni  à  aucun  autre  système  de  va- 
leurs de  M|,  M,,  Ms. 

En  répétant  les  mêmes  vérifications  sur  chacune  des 
valeurs  de  M,  on  reconnaît  qu'on  ne  peut  accepter 
que  dix-neuf  systèmes  de  valeurs  de  M,  Mi,  M,,  Mf ,  sys- 
tèmes inscrits  dans  le  second  tableau.  Le  nombre  de  ces 
systèmes  étant  encore  assez  considérable,  nous  allons  cal- 
culer la  valeur  de  a,  relative  à  chacun  d'eux,  d'après  une 
formule  connue,  et  nous  ne  retiendrons  que  ceux  pour 
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lesquels  a  sera  un  diviseur  de  18,  coefficient  du  premier 
terme  de  F(x). 

On  trouve  ainsi  qu'il  n'existe  que  deux  systèmes  ac- 
ceptables inscrits  dans  un  troisième  tableau,  placé  au- 
dessous  du  second^  et  dans  un  quatrième  tableau,  on  a 
inscrit  les  valeurs  correspondantes  de  a,  b^  c,  d. 

Le  premier  des  systèmes  de  valeurs  de  a^  by  c,  d  ne 
convient  pas,  parce  que  la  valeur  de  d= —  7  ne  divise 
pas  —  4^9  terme  indépendant  de  F  (x).  Le  seul  diviseur 
du  troisième  degré  à  coefficients  entiers  premiers  entre 
eux  que  puisse  admettre  F  (x)  est  donc 

gx'-h  Sx'—  i5a:  —  8. 

Effectuant  la  division,  elle  réussit,  et  Ton  trouve  pour 
quotient 

XIV.  On  peut,  par  des  moyens  analogues,  déterminer 
les  diviseurs  à  coefficients  commensurables  premiers  entre 
eux  de  tous  les  degrés  d'un  polynôme  donné  ^  seulement 
la  longueur  des  opérations  croit  avec  le  degré,  c'est-à-dire 
avec  le  nombre  des  coefficients  à  déterminer  dans  le  di- 
viseur. On  a  vu,  dans  les  trois  cas  examinés,  que  géné- 
ralement la  question  se  résume  à  déterminer  les  associa- 
tions possibles  des  diviseurs  désignés  par  M,  Mi,..., 
Mp  dans  le  n**  V,  et  à  rejeter  les  autres;  et  qu'on  y  est 
parvenu  par  un  moyen  qui  permet  de  voir  facilement  si 
deux  quelconquesdeces  diviseurs  peuventfairepartied'un 
même  groupe.  Or  on  peut  toujours  trouver  un  tel  moyeu 
de  la  manière  suivante;  considérons  les  deux  égalités 

aaP^-h  ôaJ-«  p^j  -f- . .  .  -h  /pj  =zr  M*; 
multiplions  la  première  par  f3{,  la  seconde  par  ^g,  et  re- 


(  i»8) 
tranchons-les,  on  a 

On  en  conclut  que  M^|3jf  —  MjtjS^  est  divisible  par 
«^  Pk  —  a*  ^g  •,  en  conséquence,  les|restes  des  divisions  de 
M^  ^f  et  de  M*  |3|  par  «^  p*  —  «t  p^  doivent  être  égaux  ; 
de  là  une  vérification  permettant  de  reconnaître,  an 
moyen  d'un  tableau  analogue  à  ceux  dont  nous  nous 
sommes  déjà  servis,  si  les  diviseurs  M^,  Mk  peuvent  être 
associés. 

XV.  On  établit  en  Algèbre  qu'une  équation  à  coeffi- 
cients commensurables,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
cinq  et  qui  n'a  pas  de  racines  commensurables,  ne  peut 
avoir  de  racines  multiples,  à  moins  qu'elle  ne  soit  du 
quatrième  degré  et  que  son  premier  membre  ne  soit  un 
carré  parfait.  En  d'autres  termes,  si  un  polynôme  à  coef- 
ficients commensurables,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
cinq,  n'admet  aucun  facteur  du  premier  degré  à  coeffi- 
cients commensurables,  il  n^est  divisible  par  aucun  fac- 
teur à  coefficients  commensurables  élevé  à  une  puissance 
supérieure  à  la  première,  à  moins  qu'il  ne  soit  du  qua- 
trième degré  et  carré  parfait. 

De  même,  si  un  polynôme  à  coefficients  commensu- 
rables, dont  le  degré  ne  surpasse  pas  huit,  n'admet  pas 
de  facteurs  du  premier  ou  du  second  degré  à  coefficients 
commensurables,  il  n'est  divisible  par  aucun  facteur  à 
coefficients  commensurables  élevé  à  une  puissance  supé- 
rieure à  la  première,  à  moins  qu'il  ne  soit  du  sixième  ou 
du  huitième  degré,  et  dans  ces  deux  cas  carré  parfait, 
c'est-à-dire  que  l'équation  formée  en  égalant  ce  poly- 
nôme à  zéro  ne  peut  avoir  de  racines  égales  à  moins  que 
son  premier  membre  ne  soit  un  carré. 
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En  effet,  dans  les  hypothèses  faites,  le  facteur  multiple 
qui  pourrait  entrer  dans  le  polynôme  considéré  serait  au 
moins  du  troisième  degré  et  devrait  entrer  dans  le  poly- 
nôme au  moins  deux  fois,  ce  qui  exigerait  que  ce  poly- 
nôme fut  au  moins  du  sixième  degré  ^  dans  ce  cas,  le  po- 
lynôme serait  un  carré.  Si  le  polynôme  était  du  septième 
ou  du  huitième  degré,  et  divisible  par  le  carré  d^un  fac- 
teur du  troisième  à  coefficients  commensurables,  le  quo- 
tient serait  aussi  un  diviseur  du  premier  ou  du  second 
degré  à  coefficients  commensurables,  ce  qui  est  contraire 
à  Thypothèse;  si  le  facteur  multiple  était  du  quatrième 
degré,  le  polynôme  proposé,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
huit,  serait  le  carré  de  ce  facteur  multiple.  On  voit,  par 
un  raisonnement  analogue,  qu^un  polynôme  à  coefficients 
commensurables  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  onse, 
n'admettant  pas  de  diviseur  â  coefficients  commensurables 
des  degrés  un,  deux»  trois,  ne  peut  admettre  de  facteur 
multiple,  à  moins  qu'il  ne  soi  t  des  degrés  huit  ou  dix  et  dans 
les  deux  cas  carré  parfait  • 

XVI.  n  est  facile  d'appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  les 
numéros  de  I  à  XIV  i  la  recherche  des  communs  divi- 
seurs d'un  degré  donné,  de  deux  ou  plusieurs  polynômes 
i  coefficients  commensurables.  Cette  recherche  serait 
même  simplifiée,  car,  si  l'on  désigne  par  F (x),  Fi(a:),... 
ces  différents  polynômes,  on  ne  devrait  accepter  pour  M 
que  les  valeurs  des  diviseurs  communs  de 


p-f(:).   nij) 


XVII.  La  recherche  des  facteurs  multiples,  d'un  de- 
gré donné,  d'un  polynôme  à  coefficients  commensurables, 
peut  encore  se  déduire  de  ce  qui  précède  par  une  modi- 
fication encore  plus  restrictive^  en  effet,  si  l'on  suppose 
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que  le  polynôme  cherché  doive  entrer  à  la  puissance  p 
dans  le  polynôme  F  (x),  on  ne  devra  accepter  pour  M 
qu'un  diviseur  commun  des  nombres 

le  diviseur  devant  entrer  p  fois  dans  le  premier,  [p  —  i) 
fois  dans  le  second, . . . ,  une  fois  dans  le  dernier. 

En  usant  convenablement  de  ces  principes,  on  peut 
arriver  plus  facilement  à  la  détermination  des  facteurs 
multiples,  des  degrés  différents,  qui  peuvent  entrer  dans 
un  polynôme  à  coefficients  commensurables,  que  par  le 
procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

INTB6RATMN  DE  L'ÉQUATION  D  BDLBR  PAR  LIS  UfiNES 
BB  GOHRBIIRB  DB  L'HYPBRBOLtÏBB  RÉfiLfi.    . 

Fak  m.  FLOQUET, 

Professeur  au  lycée  de  Belfort. 


Soit  rhyperboloïde  réglé 


OÙ  nous  supposons  a'^b. 

Coordonnées  u  et  v^. 
Considérons  les  deux  couples  d'équations 

l    -  =:  -  COStt  -h  SÎDtt, 

y  a       c 

(0 

i  y       z    , 
\  b       c 

X         z 

-  =  -  cosp  —  sinp, 

y      Z  , 

--  z=  -  sin«»  -hcosp. 
b       c 


(  "I  ) 

u  variant  de  zéro  à  air,  le  couple  (i)  représente  suc- 
cessiyement  toutes  les  génératrices  de  l'un  des  systèmes, 
et,  y  variant  de  a^ro  à  air,  le  couple  (a)  donne  toutes  les 
génératrices  de  l'autre.  Or  nous  pouvons  prendre  comme 
lignes  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  les  deux  gé- 
nératrices qui  passent  par  ce  point;  mais  ces  deux  géné- 
ratrices sont  définies  par  un  couple  de  valeurs  des  para- 
mètres angulaires  u  et  i^  :  donc  nous  dirons  que  les  deux 
coordonnées  d'un  point  de  rhyperi)oloïde  sont  u  et  u. 

Transformation  dès  coordonnées. 

Evaluons  les  coordonnées  x^  y^  z  d'un  point  de  la  sur- 
face en  fonction  de  son  u  et  de  son  v.  Il  nous  suffit,  pour 
cela,  de  résoudre  par  rapport  à  x^j^  z  les  quatre  équa- 
tions (i)  et  (a),  lesquelles  se  réduisent  à  trois.  Nous  trou- 
vons ainsi 

'  cos 

X  z=z  a j 

sm  


sm 

(3)  {x^b —, 

sm 


cos 

2 

z  =:c  — • 

.     K  —  P 

sm 

a 

PaoBLÈME.  —  Trouifer  les  deux  équations  en  u  et  {^ 
gui  représentent  les  deux  lignes  de  courbure  passant  par 
le  point  (u  =  o,  J*  =  i^o). 

Pour  résoudre  la  question,  nous  pouvons  opérer  de 
deux  façons  ;  i^  soit  en  remplaçant  simplement  xety  par 


(  «aa  ) 
les  valeurs  (3)  dans  Téquation  connue  de  la  projection 
d^nne  ligne  de  courbure  sur  le  plan  des  oi^^  puis  déter- 
minant convenablement  la  constante;  a^  soit  en  suivant 
la  marche  directe. 

Premier  procédé.  —  L'équation  (voir  Calcul  différent 
tiel  et  intégral  de  M.  Serret,  t.  II,  p.  Sop)  de  la  projec* 
tion  d'une  ligne  de  courbure  sur  le  plan  des  a^  est 

—  ô>  {«»-+-€')  ^-«  =  0. 
Or  les  formules  (3)  donnent 

I -4- cos  (« -+- p)         ,       _    I— cos(aH-p) 
I — cos(ii — p)  I — ces  (a  —  p) 

Substituons 


I-+- cos(a-f-p) rfi  — cos(i/-hp)l 

[i—  cos(*i—  p)J    C 

—  6*  [i  —  cos  {u  -4-  v)]  =  o# 
Mais  si  nous  posons 

C  =  -- C, ,  =  A'    {h  compris  entre  zéro  et  i ), 

a?  a'  —  c*  ^  * 

l'équation  précédente  s'écrira 

f  (i  — if2)[n-cos(a-+-p)]C* 
(4)       \       — 2[(i — A')sinttsinp  —  coskcospJG 

(  ~  [l  —  C0S(  11-+-  p)]  =  o. 

Déterminons  maintenant  la  constante  C,  de  façon  que, 
pour  u  =  o,  on  ait  v  =  v^^ 

(6)  (i—  k'^\\\  -+-cosPo)C'-f-2cosp«.C  —  (i—  cosc«)  =  o; 


(  «»3  ) 
puis  éliminons  C  :  le  résultat  de  Télimination  de  C 
entre  les  deux  équations  du  second  degré  (4)  et  (5)  est, 
d'après  la  formule  ordinaire, 

j  COSP,  [i-h  cos  (a  -I-  p)] 

-h  (i  -t-  cos<>«)  [(i  —  i')  siott  siop  —  costt  cosf]  | 
X  {  cosp,[i  —  cos(a-4-  p)] 

H-  (i  —  cosp«)[(i  —  k^)  sin^sinp  —  cosucosp]! 

=  (l  —  A')[C0SP«  —  COS (tt  -i-p)]'. 

Ce  résultat  se  met  successivement  sous  les  trois  formes 
snitantes  : 

(i — k^)  [cosp»  —  cos(«  -+-  •»)]* 
=  [cosp»  —  COS  («  4-  p)  —  ^'simisin  p]» —  A*  cosV«  sin*  u  sin'p, 

i*[c08P,  —  COS  (tf  H-  P)]' 

—  a^'[cosp» — oos(aH-p)]sinusînpH-A'*siD^p»8iD'«sin^p=o, 

(i  —  ^'sin' Il  sin'p)  sin'p»  —  cos  («  -+•  p)cos  (a  —  p)  —  i 
=  —  a  cosa  cosp  cospo* 

ÉIcYons  maintenant  les  deux  membres  au  carré,  et 
remplaçons  cos'  i^o  p^i"  i  —  ^in'  i^^  : 

[(i  —  ^'sin'if  siD'p)sin'p«  —  cos  («  -+-  p)  cos(k  —  p)—  ip 
=  4  cos'  u  cos'p  (  I  —  siD'p«). 

Ordonnons  par  rapport  à  sin  Uo  ' 

(i  —  A^'sin'a  sin' p)' sin*  p, 

-h  2 1  2  cos'«  cos^p  —  (i  —  A:^sin'a  sin'p) 

X  [  I  -t-  cos  (u  -H  p)  cos  («  —  p)]  j  sin*p, 

-4-  [cos(a  4-  p)  co${a  —  p)  -+- 1]'  —  4cos'«cos'p  =  o* 

Enfin,  remarquant  les  deux  identités 

2C0S' Il  cos'p  —  (i  —  i'sin'ttsin'p)[i  -♦-cos(«-i-p)cos(«  —  p)] 
=  —  [sin'u  (i  —  ^'sin*p)  cos'p  H-  sin'p(i  —  A-'sin'u)  cos'ir], 
[coi(«  4-p)cos(«—  p) -f  I p—  4cos'acos'p  =(cos»«—  cos'p)', 


(  "4) 

nous  écrirons  notre  équation 

{ I  —  A*  sin'  tt  sin*  p)*  sin*  p, 

—  a[sin»a  (i  —  A*sin»p)cos'p-hsiD*p(i  —  if*sîn*if)cos'tt] 

X  sin'pç  -f-  (co»*tf  —  oos'p)»  =  o- 

Elle  est  alors  de  la  forme  bicarrée 

o?  sin*  p,  —  ^  p  sin'  p.  H-  7'  =  o. 

Résolvons  par  rapport  à  sini^o 


8ÎB..=±:ii/lL±^±itA— 

a  y         a  a  V         ^ 


«7. 

5 


mais  on  a 


■^ ?  =  sin'  p  cos'  «  (  I  —  A-»  sin*  a  ), 

6  —  on 

=  sin'w  cos'p  (  I  —  k*  sin'p) . 

a  ' 


Donc  la  valeur  de  sin  1^0  ^t 


/g\    •   ^  ^.ihsinpcosav/ï — A'sin'adzsinwcosp^i  —  X'sin'p 

I  —  A-'sin'iisin'p 

m 

Il  semblerait,  d'après  cela,  que  sini^o  &  quatre  yaleiirs^ 
mais  il  n*en  est  rien  :  deux  seulement  répondent  à  la 
question.  L'équation  (5)  exprime,  en  effet,  non  pas  qne, 
pour  u  =  o,  on  a  f"  =  (^^,  comme  il  le  faudrait,  mais  sim- 
plement que,  pour  u  =  o,  on  a  cosi^  =  cost^o,  c'est-à-dire 
i/=i/o  ou  i^=2ir  —  v^.  De  là  l'introduction  de  deux 
valeurs  étrangères  au  problème,  puisqu'elles  appartien- 
nent à  sin(a77  —  l'o)  ou  —  sin^'of  et  non  à  -f-  sini^^.  Il 
est  facile  de  distinguer  ces  deux  solutions  étrangères; 
car,  dans  la  formule  (6),  faisons  les  hypothèses  u  =  o  et 
v=:if^^  nous  trouvons 

sinPo  ~  d=  sinpodb  o. 

C'est  donc  le  signe  —  du  premier  signe  ±1  qu'il  faut 


(ia5) 

supprimer  pour  les  éliminer,  de  sorte  que,  finalement, 
les  deux  équations  en  u  et  (^  qui  représentent  les  deux 
lignes  de  courbure  passant  par  le  point  (u=:o,(/  =  ^o) 
sont 

In)  8ini>=:  "<-*iD<'CO*«^ï — A'sin'adzsînacosp^i —  il-^sinV 

I  —  A'sin'ttsin'p 

Second  procédé.  —  Suivons  la  marche  directe.  Cal- 
culons dxj  ifyy  dz  : 

,           co%ud9 — cosp^        ,         .ûuud»  —  sinp^tt 
ax  =  a 9      dr  =  b  — » 


2sin* asin^ 


dtf  —  du 
dz-=:c 


u  —  V 
28in* 


2 

puis  écrivons  que  (pdx  -h  qdy  —  dz)  est  nul 

(aeo%u,p  -f-  ^sinif.^—  c)dv  — (tf  oosp./»  +  bànp^q  —  c)da-=iOy 

ce  qui  donne 

aeo%u,p  +  ^siotf.^  =  c, 

acos^.p  -h  bs\DP,q  =  c. 
De  là  déduisons  p  et  q  : 

cos sin 

€2  C  7. 


?  =  - — n— T»     ^  =  1: 


a        u  —  p                 b        u  —  V 
cos cos 

2  2 

Remplaçons  enfin,  dans  l'égalité 

dp  dq 

les  lettres  x,  y^  Zy  p,  q  par  leurs  valeurs  en  u  et  i^>  et, 
tontes  réductions  faites,  nous  obtenons  Téquation 

(8)     ^, == ^ , 

a'cos^tf  -h  b^siu^u  -4-  c*       a'cos'p  ■+-  ^'siii*p  +  c* 


(  ia6) 
qui  est  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  de 
Fhyperboloïde  proposé.  Or,  si  nous  désignons  toujours 

— — —  par  k*y  Téquation  (8)  s'écrit 

*^'  I  —  k^sin^u       I  —  A^sin'i'' 

donc  l'équation  différentielle  à  intégrer  n'est  autre  chose 
que  l'équation  d'EuIer.  Si  nous  posions 

sioa  =  X,     sinp  =  Y, 

nous  l'aurions  sous  sa  forme  ordinaire,  savoir  : 

rfX»  dY* 

(lo) 


(I  —  X»)  (i  —  X»X')       (i  —  Y»)  (i  —  k^Y') 

En  intégrant  alors  cette  équation  par  une  des  méthodes 
connues,  nous  achèverions  la  solution  du  problème. 

Intégration  de  Véquation  d^Eulen 

Le  rapprochement  des  deux  procédés  de  solution  donne 
l'intégrale  de  l'équation  d'Euler  et  en  fournit  une  mé^^ 
thode  d'intégration.  Il  est  évident,  en  effet,  que  l'équa- 
tion (7)  est  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  (9),  et 
par  suite  que  Téquation 

H-  Y\/i— X's/i  —  X-»X'±Xs/t  — YVi  --  Â'Y^ 

est  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  (10),   sinu, 
sin  if  et  sini^o  ayant  été  remplacés  par  X,  Y  et  Z.  Ainsi  le 
problème  proposé  conduit  àl'intégrale  algébrique  d'Euler. 
L*équation  (10)  se  décompose  en  deux,  il  est  vrai, 

,     .        rfX dY     

)/(i  -  x'Hi'^  x-'X' j  ""  v^(i  —  Y')  (1  —  Ftp] ' 

,     ,  rfX  dY 

V^(i  — X»}(i  —  X->X')        y'(i  — Y*)(i-.it»Y») 


(  "7  ) 
mais  il  n'en  résulte  aucun  înconyënient,  et  Ton  voit  fa« 
cilement  que  (i  i)  intègre 

('3)     Z=  ,  -  ;t»X>Y» ' 

tandis  que  (la)  intègre 

-t-  Y  v'i— X*  v/i— ^'X^-f-X/T-Y^  v/r^"»Y» 


(i4)  z  = 


I  —  X'^X*Y' 


Si,  en  effet,  nous  supposons  Xr=:  o,  l'ellipse  de  gorge 
devient  circulaire,  mais  les  termes  des  équations  (ii)  et 
(12)  aussi,  de  sorte  qu'on  les  intègre  de  suite. 

(11)  devient  du  =  d{f^  et  donne,  par  conséquent, 
v^=^  V  —  u  (parallèle),  ce  que  fournit  précisément 
(7)  quand  on  y  garde  le  signe  — ,  c'est-à-dire  ce  que 
fournit  (i3}. 

(13)  devient  du  -h  di^  =  o,  et  donne,  par  conséquent, 
«^^  =  i'  4-  u  (méridien),  ce  que  fournit  précisément  (7) 
quand  on  y  garde  le  signe  +,  c'est-à-dire  ce  que 
fournit  (i4)* 

Ainsi  (11)  est  l'intégrale  de  (i3),  et  (la)  celle  de  (i4). 

En  résumé,  on  voit  que  l'équation  en  u  et  i/  de  la 
ligne  de  courbure  d'un  hyperboloïde  réglé  est  précisé- 
ment l'intégrale  algébrique  d'Euler  où  l'on  a  introduit 
les  amplitudes.  Les  lignes  de  courbure  de  cette  surface 
intègrent  donc  l'équation  différentielle  d'Euler,  grâce  à 
l'emploi  de  ces  coordonnées  u  et  i^*,  et  même  l'intégrale 
s'amène  facilement  à  la  forme  qu'on  lui  donne  d'habi- 
tude. 


(  ia8  ) 
SDR  LA  DIAGAIISTIQUB  DUNE  SURFACE  PLANE; 

Par  M.  J.  MOUTIER. 


Soient  deux  milieux  réfringents  séparés  par  une  surface 
plane,  A  un  point  lumineux,  MN  l'intersection  de  cette 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  mené  par  le  point  A. 
Les  rayons  lumineux  partant  du  point  A  se  réfractent  à  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux  ;  Tenveloppe  des 
rayons  réfractés  est  la  caustique  par  réfraction  ou  la 
diacaustiqjie.  La  forme  de  cette  courbe  peut  se  déterminer 
par  des  considérations  géométriques  assez  simples. 

i^  Supposons  le  point  lumineux  A  placé  dans  le  mi- 
lieu le  plus  réfringent  ;  l'indice  de  réfraction  n  est  alors 
inférieur  à  Tunité. 

Soient  AB  un  rayon  incident,  BR  le  rayon  réfracté, 
A'  le  point  symétrique  du  point  lumineux  A  par  rapport 
à  MN,  C  le  point  où  le  prolongement  du  rayon  réfracté 
BR  coupe  AA^  L'angle  BAA'=  i  est  Fangle  d'incidence; 
Tangle  BCA'=  r  est  l'angle  de  réfraction. 

Construisons  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
A,  B,  A';  la  droite  BG  prolongée  coupe  la  circonférence 
au  point  P.  Cette  droite  est  la  bissectrice  de  Tangle  APA'; 
Tangle  BPA'est  inscrit  dans  le  même  segment  que  Fangle 
BAA';  on  a  donc 

BPA'  =  APC  =  i. 

Dans  les  triangles  APC,  A'PC,  on  a 

AC  _  siD/_ 
AP  ""  sîn>  ■*• ''^ 

A^C  __  sini  _ 
A'P^sinr"""' 


{  "9  ) 
On  déduit  de  là 

AC  +  A^C 
AP-hA'P" 


/i. 


La  somme  des  rayons  vecteurs  AP  et  A'P  est  con- 
stante :  le  lieu  des  points  F  est  donc  une  ellipse,  qui  a 
pour  foyers  les  points  A  et  A^,  pour  excentricité  l'indice 
de  réfraction. 

Le  prolongement  du  rayon  réfracté  BP,  qui  divise 
l^angle  APA'  en  deux  parties  égales,  est  donc  la  normale 
à  Tellipse  au  point  P;  par  suite  la  diacaustique  est  la  dé- 
veloppée de  cette  ellipse. 

n^  Supposons  le  point  lumineux  A  placé  dans  le  mi- 
lieu le  moins  réfringent;  l'indice  de  réfraction  n  est 
alors  supérieur  à  Tunité. 

Soient  AB  un  rayon  incident,  BR  le  rayon  réfracté, 
A^  le  point  symétrique  du  point  lumineux  A  par  rapport 
i  MN,  C  le  point  où  le  prolongement  du  rayon  réfracté 
BR  coupe  la  droite  AA^  prolongée.  L*angle  BAA'=  i  est 
Fangle  d'incidence;  l'angle  BCA'=  r  est  l'angle  de  ré- 
fraction . 

Construisons  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 

A,  B,  A';  la  droite  BC  coupe  la  circonférence  au  point  P. 

Cette  droite  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  la 

droite  PA  avec  le  prolongement  de  la  droite  PA';  l'angle 

BPA'est  inscrit  dans  le  même  segment  que  TangleBAA': 

on  a  donc 

BPA'  =  APC  —  I. 

Dans  les  triangles  APC,  A' PC,  on  a 

AC_  sin/  _ 
ÂP  ~  Sli7  "^  '*' 

A^C_  sin/_ 
Ann.  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  XIV.  (Mars  1875.)  9 


(  i3o  ) 

On  déduit  de  là 

AX  —  AC 
A'P  —  AP"" 


71. 


La  différence  des  rayons  vecteurs  A'P  et  AP  est  con- 
stante; le  lieu  des  points  P  est  donc  une  hyperbole  qui  a 
pour  foyers  les  points  A  et  A',  pour  excentricité  Tindice 
de  réfraction. 

Le  prolongement  du  rayon  réfracté  BP,  qui  divise  en 
deux  parties  égales  l'angle  formé  par  AP  et  le  prolonge- 
ment de  A'P,  est  donc  la  normale  à  Thyperbole  au  point  P; 
par  suite  la  diacaus tique  est  la  développée  de  cette  hy- 
perbole. 

SOLUTIONS  n  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1140 

(  Tolr  1*  lério,  t.  Xni ,  p.  208)  ; 

■ 

Pae  m.  MEYL, 
Ancien  officier  d'Artillerie  à  la  Haye  (Hollande). 

Par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  inscrit  dans  un 
cercle,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  opposés;  elles 
rencontrent  la  circonférence  en  des  points  A',  B',  C 
On  prolonge  les  cordes  A'B',  A'C,  B'C,  qui  coupent 
\  respectwement  les  côtés  AB,  AC,  BC  du  triangle 
donné  aux  points  c^  by  a. 

Démontrer  que  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle  abc  est  le  centre  du  cercle  donné. 

(BaOCAED.) 

Ou  sait  que  les  droites  A  A',  BB',  CC,  suffisamment 
prolongées,  forment  un  triangle  of/3y  semblable  à  ABC, 


(  i3i  ) 
et  que  le  cercle  donné  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce 
triangle.  Or  je  dis  que  les  points  a,  P,  y  sont  respecti- 
Tement  en  ligne  droite  avec  bc^  ac^  ab. 

Soit,  par  exemple,  pour  le  point  y  el  ab\  il  suffit  de 
montrer  que  les  triangles  baC  et  byA.  sont  semblables, 
puisque  Cbti  est  une  droite  et  aC  parallèle  à  A  y. 

On  a,  dans  les  triangles  bCC!  et  aCC, 

bQ  :  ce  =  sinC  :  sin(  A  —  C), 

ce  :iïCz=sin(B  — C)  :  sin(C); 
d*où 

(i)  ^C  :  Caz=sin(B  —  C^  :  sin(A  — C), 

et,  dans  le  triangle  bAA.\ 

6A  :  AA'=sin(B  +  C]     ou     sinA:  sin(A— C). 
Mais  on  sait  que 

AA'=:2sin(B  — C)     et     A7=BC  =  2sinA 
(le  rayon  du  cercle  pris  pour  unité)  \  par  conséquent 

bA  :  2  sîn  (B  —  C)  =  j  A7  :  sin  (A  —  C) 

ou 

bK  :  A7  =  sin(B  — C)  :sin(A  — C), 

et,  à  cause  de  Féquation  (  i  ) , 

bC:  Ca=  bA  :  Ayj 

donc  ab  et  y  sont  en  ligne  droite. 
Considérons  maintenant  Thexagone  inscrit 

ACBA'C'B'A, 

dont  les  côtés  opposés  AC  et  A'C,  CB  et  CB^  BA  et 
FA  se  rencontrent  respectivement  aux  points  i,  a,  y'.  Il 
s'ensuit  que  /  est  aussi  sur  la  droite  ab-^  mais,  dans  le 
quadrilatère  inscrit  AA'B'B,  le  point  c  est  le  pôle  de  -/y 
ou  de  ai. 


(  '3a  ) 
On  ea  conclut  que  les  sommets  du  triangle  abc  sont 
les  pôles  des  côtes  opposés,  par  rapport  an  cercle  donné  ; 
donc  les  hauteurs  de  ce  triangle  doivent  passer  par  le 
centre  du  cercle.  c.  q.  f.  d. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue,  à  l'aide  des  équipollences, 
par  M.  L.  Bourguet;  géométriquement,  par  M.  Chadu;  analytiquemeut, 
par  MM.  Lez  et  Moret-Blanc. 


Question   li43 

(  voir  %*  série,  t.  XIII,  p.  3o3  )  ; 

Pae  m.  C.  MOREAU, 

Capitaine  au  87*  d'Artillerie. 

Construire  une  parabole  connaissant  le  sommet,  une 
tangente  et  un  point.  (Làisaitt.  ) 

La  solution  de  ce  problème  est  une  conséquence  de  la 
propriété  suivante,  qui  peut  se  démontrer  aisément  : 

Dans  toute  parabole,  les  longueurs  dont  le  pôle  et  les 
extrémités  d*une  corde  quelconque  sont  distants  d'une 
tangente  également  quelconque  sont  telles,  que  la  pre- 
mière est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  autres. 

Alors,  soient  A  et  M  le  sommet  et  le  point  donnés  et 
I  le  milieu  de  la  corde  AM^  le  pôle  de  cette  corde  est 
situé,  d'une  part,  sur  la  circonférence  de  cercle  décrite 
sur  AI  comme  diamètre,  et,  d'autre  part,  sa  distance  à  la 
tangente  donnée  est  connue  par  le  théorème  précédent. 
Ce  point  peut  donc  être  déterminé  facilement,  et,  en  le 
joignant  au  point  A,  on  a  la  tangente  au  sommet,  etc. 
(Les  deux  points  A  et  M  doivent  être  situés  d'un  même 
côté  de  la  tangente  donnée.) 

Il  y  a  en  général  quatre  solutions. 

yote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc; 
Charles  Chabanel;  J.  Murent,  licencié  as  sciences;  E.  Momy,  élèye  du 
lycée  de  Bordeaux. 


(  i33  ) 
Question  1115 

(  voir  a*  térlc,  t.  XUI ,  p.  304  )  ; 

Pae  m.  gentt. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  deux 
points  e  et  e!  :  par  le  point  e  on  mène  une  transversale 
quelconque  rencontrant  la  surface  aux  points  a  et  b\ 
par  le  point  e\  on  mène  une  parallèle  à  la  iransver- 
sale;  cette  parallèle  rencontre  aux  points  a'  et  V  les 
plans  tangents  aux  points  a  et  b. 

Si  D  est  le  diamètre  parallèle  à  la  transversale,  V ex- 
pression 

ea.e'b' -^  cb .e' a! 

a  une  ^valeur  constante ,  quelle  que  soit  la  direction 
de  la  transversale.  (Faure.) 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  e\  X',  Y',  Z' 
celles  du  point  e'-^  a^  (3,  a\  ^*  les  distances  ea,  eb^  tl a!  et 
c'y  respectivement. 

Soient  enfin 

Téquation  de  la  surface  rapportée  à  ses  trois  plans  prin- 
cipaux, et  ^,  /x  et  V  les  angles  que  la  transversale  fait 
a^ec  les  axes. 
Les  longueurs  a  et  (3  seront  les  racines  de  l'équation 

A(X-h  ^cos^j-  -h  B(Yh-  xcosf*)»  -4-  C(Z  -h  a;cosv)'—  i 
ou 

(i)  i»H-2KD^jt  — ID^zi^o, 

en  remarquant  que 

À  cos»>  4-  Bcos  Y  +  C  cos'v  r=  — 


(  i34  ) 

et  en  posant 

K  =11  AX  cosX  -h  BYcosp  -h  CZcosv, 
I  =  I  —  AX»  —  BY'  —  CZ'. 

L'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  a  sera 

Aa:(X-i-  a  cosX)  -h  B^(Y  -t-  acos^)  H-  C«  (Z-+-  a  cosv)  :—  i; 

et  la  distance  a!  sera  déterminée  par  Téquation 

A(X'  -+-  a'cos>){X  4-  acosX}  -7-  .  .  .  =  I 


ou 


en  posant  pour  abréger 

I,  zz=  I  —  AXX'  —  BYY'  —  CZZ' 

K'  =  AX'  ces  \  -+-  BY'  cosf*  4-  CZ'  cosv. 

De  Téquation  ci -dessus  on  tire 

on  trouverait  de  même 

D'(I.~pK') 

^  p  -r    KD' 

Or  l'équation  (  i  )  donne 


donc  on  a 


a  4-  B 


,  D'(I. -aK') 

«-"-^  -7-p     ' 

P  — a 


et,  par  suite, 

«P'  -f-  Pa'  ^   _^j   ^^  2  ( AXX'  -4-  BYY'  -f-  CZZ'  -  I  ). 

y^oce.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et 
Charles  Cbabanel. 


(  t35  ) 
Question  H46 

(  Toir  a*  série,  t.  XIII,  p.  304 }  ; 

Pâe  m.  Ghâ&les  CHABANRL. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  deux 
droites  L,  M.  Sur  la  première  L  on  prend  deux  points 
arbitraires  a,  i,  et  Von  trace  les  plans  polaires  de  ces 
points.  Désignons  par  c  et  d  les  points  d^ intersection 
de  ces  plans  ai^ec  la  seconde  M;  par  e  et  f  les  points 
dintersection  de  ces  mêmes  plans  avec  le  diamètre  pa- 
rallèle à  M  :  r expression 

ab 

0<r.O/— » 

Cil 

m 

dans  laquelle  O  est  le  centre  de  la  surface,  a  une  va- 
leur  constante.  (Falre.) 

Les  plans  polaires  de  tous  les  points  situés  sur  la 
droite  L  passent  par  une  droite  fixe  P;  réciproque- 
ment, les  pôles  de  tous  les  plans  qui  tournent  autour  de 
la  droite  P  sont  sur  la  droite  L.  Soient  donc  Q,  R  deux 
plans  dont  la  droite  P  est  Tîntersection,  et  qui  sont  ren^ 
contrés  par  la  droite  M  en  des  points  ^,  r.  Les  pôles  de 
ces  plans  sont  deux  points  5,  t  situés  sur  la  droite  L. 

Le  rapport  anharmonique  des  points  s  y  ty  a,  b  de  la 
droite  L  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  plans  po- 
laires de  ces  points.  Ces  plans  polaires  rencontrent  res- 
pectivement la  droite  M  en  ^,  r,  c%  r/;  on  a  donc 

.  qc     rc  sa     tn 

^'^  qd'^'^7b'''tb' 

Si  Ton  fait  passer  le  plan  Q  par  le  centre  O,  le  pôle  s 
de  ce  plan  sera  à  Tinfini  de  la  droite  L;  on  aura,  par 


sa 


suite,  --  =  1 .  Si  le  plan  R  devient  parallèle  àJa  droite  M, 


sb 


(  i36) 
le  point  r  sera  à  Tiofini  de  cette  droite,  et  l'on  anra 

■H* 

alors  -—  =  I .  Pour  ces  directions  particulières  des  plans 
Q,  R,  Téquation  (i)  se  réduit  à 

(a)  îl  =  '^. 

qd        la 

De  cette  égalité  de  rapports  on  déduit 

qc  —  qd       îb  —  ta 


OU 

qd                  ta 

dq  -\rqc af  -h  tb 

ce  qui  donne 

qd                  ta 

• 

(3) 

ta       — 7"— T» 

cd 

puis 

(4) 

.                 ab 
to        —  qc  — -  • 
cd 

Concevons  que  le  pointa  soit  fixe  en  ^i,  et  que  Ton  fasse 
varier  le  point  b  sur  la  droite  L  ;  soit  c^  la  position  du 
point  c  correspondant  à  a, .  Dans  cette  hypothèse,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (3)  a  une  valeur  invariable  : 
il  en  est  de  même  de  Texpression 

axb 

et  aussi  de  celle 

a,b 

çc,.dg—. 

Si  donc  £|,  &|  sont  deux  positions  arbitraires  du  point  &, 
on  a,  en  désignant  par  d^^  d^  les  positions  correspon- 
dantes du  pointa, 

(5)  qc^^qd,  -—z=:zqc„qd,—-.. 


(>37) 
Supposons  maintenant  qne  le  point  b  soit  fine  en  b^  ; 
à  cause  de  l'équation  {4)9  Texpression 

gc.çd,  - 

sera  constante  pour  toutes  les  positions  du  point  a;  en 
donnant  à  ce  point  deux  positions  ai,  a^^  et  en  dési- 
gnant par  C|,  Cs  les  positions  correspondantes  du  point  c, 
on  a 

(b)  qc^^qd^——-  :=zqei,qdi — --  • 

Des  équations  (5)  et  (6)  on  conclut  que 

(7)  qcy.qd,  —j-  =:qc^,qd^^--y 

équation  qui  fait  voir  que  la  valeur  de  l'expression 
qc.qd  --r  est  indépendante  de  la  position  arbitraire  des 

points  a,  b, 

SoitI  le  point  où  la  di*oite  P  perce  le  plan  déterminé 
par  la  droite  M  et  le  centre  O.  Choisissons  ce  plan  pour 
plan  de  la  figure •• 

Les  plans  polaires  des  points  a,  b  sont  coupés  suivant 
les  droites  le,  Irf,  qui  rencontrent  en  e,  f  le  diamètre 
parallèle  à  la  droite  M.  On  sait  que  le  plan  Q  passe  par 
le  centre  O^  par  suite,  ce  point  est  situé  sur  la  droite  I^. 
Les  triangles  10 e,  Iqc  sont  semblables,  ainsi  que  ceux 
10/,  Iqd.  On  a  donc  les  égalités  dei*apporls 

O5      O/IO 

qc  qd        ïq 

d'où  Ton  déduit 

0^.0/=  \T~]  Ç^W^> 


(  «38  ) 
puis 

(8)  0-0/c-rf  =  (ï^)^'''''7d 


Or  le  rapport  —  est  indépendant  de  la  position  arbi- 
traire des  points  a,  &  ;  on  a  vu  qu*il  en  est  de  même  dt* 
qc.qd  —  '  Par  suite,  l'expression  proposée  a  une  valeur 
constante. 

Note,  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Geuty^  Gambey  et 
Moret-Blanc. 


Question  il 48 

(TOir  a*  série,  t.  XIII,  p.  399); 

Pae  m.  c.  chadu. 

I®  Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  ABC;  H  le  point  de  concours  des  hauteurs; 
I  le  centre  du  cercle  inscrit  ^  R  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  ABC  9  on  a 

2  /  A         R        C\ 

01  =  RM  I  —  8sin  —  sin  -  sin  -  )  • 
\  222/ 

(0    [  OH  — R  (i  —  ScosAcosBcosC), 

ï  /  A  B  C  \ 

IH  =r  RM  8  sin'  -  sin'  —  sin* ces  A  cos  B  cosC  1 . 

\  2  2  2  j 

a®  Si  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle 
ABC,  et  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  parles  tangentes  en  A,  B,  C,  on  a 

f  01    =i--R'— 2Rr    (relation  connue), 


— '  R' 


(L.  Paikvih.) 


l  «39  ( 
I.  Remarquons  que  Tangle  OAH  est  égal  à  B  —  C,  et 
que  la  ligne  AI  est  la  bissectrice  de  cet  angle.  De  plus 
on  a 

AH=:  2RcosA, 

AI  =  4R  sin~sin-- 

2  2 

Cela  posé,  le  triangle  OAI  donne 

— 1       — »      — »                          B  — C 
•     OI    =:0A    -rAI    ~20A.AIcos 9 

2 

par  suite 

-  H  f  H        f^         B f 

01    —  R»  -+- 16  R»  sin»  -  sin» 8  R»  sin-  sin-  ces 

22  222 


g n 

En  développant  cos et  réduisant,  il  vient 


OI*=R'-  8R» sin? sin-  cos?-^— , 

22  2 


=  K.( 


10  :rz  R»  (  1  —  8  sin  -  sin  -  sin  -  1  • 

222 


Le  triangle  OAH  donne 


1       — 2 


OH    =0A    -i- AH   —  2OA  .  AHcos(B  — C), 
par  suite 

oh'  :=r  R'  -f-  4R'  cos'A  ~  4R»  cosA  cos  (B  —  C), 


OH    =  R»(i  —  ScosAcosBcosC). 
Le  triangle  lAH  donne 

IH    =:AH    -4- ai    —  2AH.AICOS » 


(  »4o  ) 

par  suite 

2  g  Q 

IH  =  4R'  cos» A  4-  i6R'  sin*  -  sin»- 

—  i6R*co8Asin-sin- cos j 

2  2  2 

(B        C 
cos*A-l-4«n*-  sin'- 

B         C  \ 
—  cos A  sinB  sin  C  —  4  co* A  sin' -  sin*-  ) 

^  2  2/ 

=  4B*  I  cos  A  (cosA—  sînB  sinC) 

-t-4*>'*'"  sin*-(i--  cos  A)  If 

2  2  Jl 

(ABC  \ 

8  sin'  -  sin*-  sin' cos  A  cosB  cosC  )  • 
2             2             2  / 

II.  Pour  établir  les  secondes  formules,  cherchons  la 

relation  qui  existe  eutre  R  et  le  rayon  R'  du  triangle 

A'B'C  formé  par  les  tangentes  en  A,  B,  C. 

On  a 

C'B  =  R  tangC, 

A'B=:RlangA, 

par  suite, 

^'  =  R  ( tang A  -h  tangC) . 

D'un  autre  côté,  on  a 

6'=r2R'sinB'  =  2R'sin2B, 

d'où  • 

R  (tangC  -4-  tang  A)  =  2R'  sinaB 

et 

R  =  4R'  cos  a  cosB  cosC. 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  ABC,  la  relation 


Rz= 


4A    .    B    .   C 
sin  -  sm  -  sin  - 
222 


(  »4i  ) 

de  ces  relations  on  tire 

cos  A  cosB  cosC  =  -3—,  > 

.    A  .   B    .   C         r 
sin  —  sm  -  sm  -  =  -,~-  • 
2       2       2       4^ 

En  remplaçant  ces  produits  par  leurs  valeurs  dans  les 
relations  (i),  on  en  déduit  immédiatement  les  rela* 
tions  (2). 

Hote,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  GouliD,  élève 
du  lycée  de  Rouen  ;  Atoret-Blanc  ;  £.  Rebuffel,  élève  du  lycée  de  Rennes  ; 
E.  Kruschwitz;  B.  Launoy;  P.  S.»  de  Cherbourg;  Genty;  Gambey; 
Ch.Gontet;  Etienne  Gatti,  étudiant  à  TUnivei-sité  de  Turin. 


Question  il5i 

(  TOir  1*  série,  t.  Xllf,  p.  400  )  ; 

Pa&  m.  soubeiran, 

Élève  du  lycée  Fontanes. 

Deux  sommets  A,  B  d'^un  triangle  ABC  sont  suppo^ 

ses  fixes;  le  troisième  sommet  C  se  déplace  dans  le 

plan  du  triangle  de  façon  que  le  pied  de  la  bissectrice 

de  V angle  A  décrire  une  droite  donnée.  Trouv^er  le  lieu 

géométrique  du  point  C. 

(Hàrkema.) 

Nous  emploierons  les  coordonnées  trilinéaires. 

Nous  prendrons  comme  triangle  de  référence  le 
triangle  formé  par  la  droite  donnée  oc  =  o  ou  DE,  par 
la  droite  P  =  o  ou  AB,  et  par  la  perpendiculaire  en  A 
au  côté  AB;  soit  y  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  B  seront 

p  r^  o,       f  -\-  mOLZZZO, 

Si  noas  représentons  par  so)  Tangle  que  fait  la  droite  AC 


(  «4») 

avec  la  droite  A6,  Téqualion  de  la  droite  AC  sera 

(i)  P=:7tang2w. 

L'équation  de  la  bissectrice  de  Tangle  A  est  d'ailleurs 

P  =y  tangci). 

L'équation  de  la  droite  passant  par  le  point  B  et  le  point 
'    de  rencontre  de  la  bissectrice  avec  la  droite  a  =  o  est 
donc 

(2)  p  —  tangw  (7 -h /na)  —  o; 

donc,  si  entre  cette  équation  et  celle  de  AG  nous  élimi-- 
nous  Tangle  o),  nous  aurons  le  lieu  du  point  C. 
On  tire  de  (2) 


tangu  =—  — 

7  -t-  ma 


on  tire  de  (  f  ) 


Ô  2  taneu 

-  =tang2ft>  — 


d'où 


7  I  —  tang2ft> 


îp 


P  7  -h  ma 

7  "^  7-    ^p^ 


(  7  -f-  /»  a  )' 
P  _    2p{7  -h  ma) 

7     (7  -H  m  «.y — P' 

Cette  équation  se  décompose  en  celle  d'une  droite  |3  =  o 
et  celle  d'une  conique 

I  ^(7  *+-  '''«) 


7      (7-i-ma)'  — P' 
qui  prend  les  formes 

(7  H- ma)»  —  p'=  27(maH-7), 
(7-f-ma)  (ma—  7)  =:  P'. 


(  i43  ) 

On  voit  donc  que  les  droites 

7-+-/iïa=ro     et     7  —  mx  =  o 

soDt  tangentes  à  la  conique  en  leurs  points  de  rencontre 
avec  la  droite  ^  =  o  ou  AB. 
La  conique  peut  d^ailleurs  se  mettre  sous  la  forme 

donc  la  conique  a  pour  foyer  le  sommet  A  et  pour  direc- 
trice la  droite  «  =  o  ou  DE. 

On  aura  une  ellipse  quand  m  sera  inférieur  a  l'unité, 
c'est-à-dire  quand  le  point  B  sera  compris  entre  les  pieds 
des  bissectrices  des  deux  angles  formés  par  les  droites 
a  =  o  ou  DE  et  P  =  o  ou  AD. 

On  aura  une  parabole  quand  m  sera  égal  à  l'unité, 
c'est-à-dire  quand  le  point  B  se  trouvera  sur  l'une  de  ces 
deux  bissectrices. 

On  aura  une  hyperbole  quand  m  sera  inférieur  à  l'u- 
nité. 

Woie,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Henry  Poidatz , 
soldat  au  i34*  de  ligne;  A.  Pellissier  ;  Ch.  Contet;  P.  S.,  de  Cherbourg; 
Rebuffel,  élève  du  lycée  de  Rennes;  B.  Launoy;  Moret-Blanc;  Chadu, 
professeur  au  lycée  de  Mont-de-Marsan;  H.  Lez;  H.  Brocard;  G.  Vandame, 
élève  du  lycée  de  Lille;  A.  Tourrettes;  Jacob,  élève  du  lycée  de  Dijon; 
Gambey;  C.  Moreau;  Astor;  L.  Goulin  et  Henri  Garreta,  élèves  du  lyoée 
de  Kouen. 

Omission,  —  Nous  avons  reçu,  trop  tard  pour  la  men- 
tionner, une  solution  de  la  question  i081,  par  M.  Léo- 
pold  Klug,  élève  du  séminaire  de  Budapest  (Hongrie). 


QUESTIONS. 


1163.    On   appelle   transformations  biquadratiques 
toutes  celles  dans  lesquelles  à  un  point  de  chacune  des 


(  '44) 

deux  figures  conjuguées  correspond  un  point,  et  à  une 
droite,  une  conique  (*).  Montrer  que  les  deux  angles  des 
asymptotes  de  cette  conique  sont  toujours  mesurés  par 
la  moitié  des  deux  arcs  suivant  lesquels  la  droite  divise 
le  cercle  fixe  des  trois  points  fondamentaux  de  la  trans- 
formation. On  obtient  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole  suivant  que  la  droite  est  extérieure  à  ce  cercle, 
qu'elle  le  coupe  ou  qu'elle  lui  est  tangente. 

(HatON    de    Là    GOUPILLIÈRE.) 

Ii64.  Montrer  que,  dans  tout  procédé  biquadratique, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  obtenir  un 
cercle  est  de  transformer  un  cercle  mené  par  deux  des 
points  fondamentaux  {**).  Le  conjugué  y  passe  alors 
lui-même.  Les  deux  séries  de  centres  de  ces  cercles  for- 
ment un  système  en  involution  sur  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  Son 
centre  est  celui  du  cercle  des  trois  points  fondamentaux, 
et  ses  foyers  les  points  où  ce  cercle  rencontre  la  droite. 

Lorsque  Ton  prend  pour  points  fondamentaux  les  (Anr 
bilics  du  plan,  il  suffit  d'après  cela  de  partir  d'un  cercle 
quelconque  pour  en  obtenir  un  autre  ;  et,  en  effet,  ce 
mode  spécial  de  transformation  biquadratique  n'est  autre 
que  le  procédé  des  rayons  vecteurs  réciproques. 

(HaTON    de    là   GoUPILLifeRE.) 


(  >*  )  On  peut  citer  parmi  elles  les  procédés  indiqués  par  les  aateurs 
suivants  :  Nbwtoh  de  Newhavem,  Mathemacical  Monikljr^  t.  III;  SniNSif 
Sjrstematische  Entwickelung;  Transok,  Nouvelles  j4nnaleSf  a*  série,  t.  V  ; 
H.  Faure,  Bulletin  de  la  Société  de  StiUistique^  etc.,  de  l'Isère,  3*  série, 
t.  Il,  1 870-1 871;  HiRST,  Proceedings  of  the  royal  Societjr^  vol.  XFV; 
Darbocx,  Bulletin  de  la  Société phUomatkique^  t.  Y;  Bbllavitis,  Nwm 
taggidelV  Accademia  diPadova^  t.  IV;  Schiapabblli,  Académie  de  Turin, 
a*  série,  t.  XXI. 

{**)  Sauf  pour  le  cercle  des  trois  points  fondamentaux,  qui  correspond 
à  ta  droite  de  l'inflni. 
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PIWUfiTÉS  MS  «OiUllUUTÈRBS  G0HPLBT8  «III RBSSORTINT 
M  U  G0NSDÉRAT1ON  M  LBORS  RISSEGTRIGE8  ; 

^  Pab  m.  L.  SANCERT,  à  Nice. 


M.  Mention  a  démontré  dans  les  Nouvelles  Annales 
(i*  série,  t.  I,  p.  i6  et  65)  une  belle  proposition  de 
Steiner,  relative  à  un  quadrilatère  complet  et  à  ceux 
qu'on  en  dérive  à  Taide  des  douze  bissectrices  de  ses 
angles.  Je  me  propose  d'indiquer  quelques  autres  pro- 
priétés des  mêmes  quadrilatères. 

1.  Notation.  —  Étant  donné  un  quadrilatère  ABGD 
que,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  convexe,  pro- 
longeons les  côtés  opposés  AB  et  CD,  BC  et  AD  jusqu'à 
leurs  rencontres  E,  F.  Désignons  les  angles  BAD,  CBA, 
DCB,  ADC,  DEA,  AFB  respectivement  par  angles  inté- 
rieurs A,  B,  C,  D,  E,  F,  et  leurs  suppléments  par  angles 
extérieurs  A,  B,  C,  D,  E,  F.  Menons  les  douze  bissectrices 
des  angles  intérieurs  et  extérieurs  du  quadrilatère,  et 
soient  :  i®  A^  B',  C^  D' les  intersections  des  bissectrices 
des  angles  intérieurs  A  et  B,  B  et  C,  C  et  D,  D  et  A  ; 
a®  A",  B'',  C,  D"  celles  des  bissectrices  des  angles  exté- 
rieurs C  et  D,  D  et  A,  A  et  B,  B  et  C;  3^  Ai  Tintersec- 
lion  des  bissectrices  de  l'angle  intérieur  C  et  de  Tangle 
extérieur  B,  et  de  même  Bt,  Ci,  Di  celles  des  angles  A 
et  B,  A  et  D,  C  et  D^  As,  B,,  Ct^  Dt  celles  des  angles  D 
et  A,  D  et  C,  B  et  C,  B  et  A;  H,  I,  K,  L,  G,  J  celles  des 
angles  C  et  A,  D  et  B,  A.  et  C,  B  et  D,  E  et  F,  F  et  E; 
le  premier  angle  est  toujours  intérieur  et  le  second  exté 

Ann.  de  Mathém.,  2«  série,  t.  XIV.  (ÀYril  1875.)  lO 
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rieur*,  4°  P,  Q,  T  les  înlersections  des  bissectrices  des 
angles  intérieurs  A  et  C,  B  et  D,  E  et  F;  R,  S,  V  les  in- 
tersections des  bissectrices  de^  angles  extérieurs  A  et  C, 
B  et  D,  E  et  F^  5^  a,  £,  c  les  intersections  des  droites 
BD  et  EF,  EF  et  AC,  AC  et  BD^  a',  V,  c',  a\  h\  é 
celles  des  droites  QS  et  TV,  TV  çt  PR,  PR  et  QS,  IL  et 
GJ,  GJ  et  HK,  HK  et  IL;  a,  /3,  7,  a',  P',  7',  a\  p^  f 
celles  des  droites  PR  et  HK,  QS  et  IL,  TV  et  GJ  ;  HK 
et  AC,  IL  et  BD,  GJ  et  EF,  AC  et  PR,  BD  et  QS,  EF 
et  TV. 

2.  On  nous  permettra  de  rappeler  dans  ce  paragraphe 
des  propositions  déjà  connues,  mais  nécessaires  pour  la 
suite. 

Les  points  où  se  coupent  les  bissectrices  des  angles 
opposés  du  quadrilatère  complet  ABCDEF,  tant  inté- 
rieurs qu'extérieurs,  mais  pris  simultanément  :  1°  de 
même  espèce;  1^  d'espèces  différentes,  sont  les  sommets 
de  deux  quadrilatères  complets  PQRSTV,  HIKLGJ. 
Chacun  des  côtés  de  ces  quadrilatères  est  un  axe  d'homo- 
logie  correspondant  à  quatre  centres  d'homologie  si- 
tués sur  une  même  circonférence.  On  obtient  ainsi 
les  quadrilatères  A'B'C'D',  A'^B^C'^D",  AiB^CDi, 
A,B,C,D„A'A"CiC„D'D''B,B„C'C'A,A„B'B^DiD, 
inscriptibles  dans  des  circonférences  dont  les  centres  sont 
O',  0'^  0|,  0„  «',  tù\  cOi,  û),.  Si  \  V,  V',  fji,  p',  ^"  sont 
les  cercles  ayant  pour  diamètres  les  diagonales  PR,  QS, 
TV,  HK,  IL,  GJ  des  deux  quadrilatères  PQRSTV, 
HIKLGJ,  les  cercle*  O',  O'',  0„  0„  fji,  jul',  fx"  et  o)',  tù\ 
«1,  «j,  X,  X',  X"  forment  deux  séries  de  cercles  orthogo- 
naux. L*axe  radical  des  premiers  cercles  est  la  médiane 
des  diagonales  du  quadrilatère  PQRSTV,  celui  des  autres 
est  la  médiane  des  diagonales  du  quadrilatère  HIKLGJ. 
On  peut  ajouter  à  ces  deux  séries  les  cercles  A',  A"  cir- 
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conscrits  aax  triangles  diagonaux  dVé^  al'Vd'  des  deux 
quadrilatères  PQRSTV,  HIKLGJ. 

3.  Théckème.  —  Sur  chacun  des  côtés  de  Vun  quel- 
conque des  quadrilatères-  ABCD,  PQRS,  HIKL  se  croi- 
sent,  et  par  quatre  groupes  différents,  deux  côtés  des 
deux  autres  quadrilatères. 

On  peut  donner  à  ce  théorème  plus  de  précision.  Sup* 
posons  que  Ton  choisisse  un  côté  de  l'un  des  trois  qua- 
drilatères, pour  savoir  quels  sont  les  côtés  des  deux 
autres  qui  se  croisent  sur  le  côté  choisi,  on  parcourra 
l'tin  de  ces  quadrilatères  dans  le  sens  de  la  notation  et  à 
partir  du  premier  sommet.  Quant  au  second,  selon  que  le 
côté  choisi  est  de  rang  impair  ou  de  rang  pair,  on  le  par- 
courra dans  le  sens  de  la  notation  ou  dans  le  sens  con- 
traire, en  partant  du  sommet  qui  est  de  même  ordre  que 
le  côté  choisi,  ou  du  sommet  suivant.  Les  côtés  des  deux 
quadrilatères  qui,  dans  leur  parcours,  ont  le  même  nu- 
méro d'ordre,  se  croisent  sur  le  côté  choisi. 

Prenons  le  côté  PQ,  qui  est  le  premier  dans  le  qua- 
drilatère PQRS-,  sur  ce  côté  PQ  se  croisent,  d'après  la 
règle,  AB  et  HI,  BC  et  IK,  CD  et  KL,  DA  et  LH.  En 
effet,  les  triangles  AHP,  BIQ  sont  homologiques,  puisque 
AH  et  BI  se  coupent  en  C'^  HP  et  IQ  en  C,  PA  et  QB 
&i  A',  et  que  les  points  C",  C,  A'  sont  en  ligne  droite. 
0  en  résulte  que  les  droites  AB,  HI,  PQ  se  coupent  en 
un  même  point  i .  De  même  les  triangles  BIQ,  CKP  ont 
la  droite  D^'D'B'  pour  axe  d^homologie;  par  conséquent 
les  lignes  BC,  IK,  QP  se  coupent  en  un  même  point  a. 
Pareillement  les  triangles  CKP,  DLQ  ont  la  droite 
A''A'C'  pour  axe  d'homologie,  et  les  lignes  CD,  KL, 
PQ  ont  un  même  point  commun  3.  Enfin  les  trian- 
gles DLQ,  AHP  ont  la  droite  B^B'D'pour  axe  d'homo- 

io. 
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logie  et  les  lignes  DA,  LH,  QP  se  coupent  en  un  même 
point  4- 

Pareillement,  sur  le  côté  RS,  qui  est  le  troisième  dans 
le  quadrilatère  PQRS,  se  croisent  AB  et  KL  en  i',  BC  et 
LH  en  a',  CD  et  HI  en  3',  DA  et  IK  en  4^  sur  le  deuxième 
côté  QR  se  coupent  AB  et  Kl  en  i^  BC  et  IH  en  iP,  CD 
et  HL  en  3'^,  DA  et  LK  en  4";  sur  le  quatrième  côté  SP 
se  croisent  AB  et  HL  en  i!"^  BC  et  LK  en  'J'\  CD  et  Kl 
en  S*',  DA  et  IH  en  4*. 

4.  Toutes  les  droites  précédemment  considérées  ayant 
été  tracées,  par  chacun  des  sommets  des  quadrilatères 
ABCDEP,  PQRSTV,  HIKLGJ  passent  quatre  droites 
formant  un  faisceau  harmonique. 

Pour  les  sommets  A,  B,  C,  D,  E,  F  la  propriété  ré- 
sulte delà  construction  elle-même.  Considérons  les  autres 
sommets.  Soit  i^  le  point  P.  Parle  quadrilatère  complet 
A'B'C'D'QP,  on  voit  que  le  faisceau  P(B',  A',  T,  Q) 
est  harmonique.  Soit  2^  le  point  H.  Le  quadrilatère  com- 
plet a'3''2"3'HR  montre  que  le  faisceau  H  (I,  L,  C,  R) 
est  harmonique.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres 
sommets. 

5.  Théorème.  —  Sur  chacune  des  diagonales  de  Vun 
quelconque  des  quadrilatères  ABCDEF,  PQRSTV, 
HIKLGJ  se  croisent,  et  par  deux  groupes  différents  y  deux 
diagonales  appartenant  aux  deux  autres.  La  diago^ 
noie  du  premier  quadrilatère  est  ainsi  divisée  harmoni- 
quement;  elle  Vest  aussi  par  les  diagonales  restantes 
des  deux  autres. 

Pour  donner  à  ce  théorème  plus  de  précision,  consi- 
dérons le  tableau  suivant,  formé  des  diagonales  des  trois 


quadrilatères 


(  i49) 

AG     PR     HK, 
BD     QS     IL, 
EF     TV     GJ, 


puis,  regardant  ce  tableau  comme  celui  d'un  détermi- 
nant, opérons  comme  si  nous  voulions  le  développer  se- 
lon les  éléments  de  la  première  colonne,  nous  obtiendrons 
alors  comme  se  coupant  sur  AC  :  i°  les  diagonales  QS  et 
GJ  en  d-,  0?  TV  et  IL  en  J'5  sur  BD  :  i»  TV  et  HR  en  e^ 
a«  PR  et  GJ  en  e'^  sur  EF  :  i*>  PR  et  IL  en  »?;  0?  QS  et 
HK  en  1/.  De  plus,  AC  sera  divisée  harmoniquement  en 
i  et  d\  BD  en  e  et  e^  EF  en  yi  et  y}'.  En  ordonnant  le  dé- 
terminant selon  les  éléments  de  la  deuxième  colonne, 
on  trouverait  que  sur  PR  se  coupent  BD  et  GJ  en  e', 
EF  et  IL  en  y},  et  que  PR  est  divisée  harmoniquement  en 
t'  et  17.  El  ainsi  de  même  des  autres  diagonales. 

Occupons-nous  de  la  diagonale  AC.  Considérons  d'a- 
bord les  deux  couples  de  faisceaux  harmoniques 

B(A,G,Q,S)  et  D(G,A,S,Q),  B[A,G,I,L}  et  D(G,A,L,I}, 

puis  les  deux  couples 

P(A,C,Q,S)  et  R(G,A,S,Q),     P(A,G,T,y)  et  R{C,A,V,T). 

On  sait  que  la  droite  qui  joint  les  intersections  de  deux 
couples  quelconques  de  rayons  homologues,  mais  disso- 
ciés, passe  par  un  point  fixe.  C'est  sous  celte  forme  que 
nous  rappellerons  le  théorème  énoncé  dans  la  Géométrie 
supérieure à^M.,  Chasles,  p.  ^5,  art.  III,  ou  encore  dans 
V Introduction  à  la  Géométrie  supérieure  de  M.  Housel, 
p.  53}  art.  III.  Si  donc  nous  indiquons  par 

BA 
DA 
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que  les  droites  BA,  DÂ  se  coupent  en  A,  on  pourri  (ot' 
mer  le  tableau  suivant  : 


B(AGQS}   Bâ 
D(CASQ)   DA 

BC 
DC 

B{AaL)    BA 
D(CAU)   DA 

BC 
DG 

P(AGQS)   PA 

R(CASQ}  RA 

PC 
RC 

P(ACTV)   PA 
R(CAVT)   RA 

PC 
RC 


A, 

BA 
DS 

d. 

BA 
DQ 

^>  •  •  •  » 

BQ 
DQ 

BQ 

BS 

BS 

c. 

d'. 

j 

DC 

"*  9 

DC 

*'  1  •  •  •  > 

DS 

BA 

BA 

BI 

A, 

d. 

^ 

DL 

f 

DI 

C^l    .    .    •   y 

DI 

BI 

BL 

BL 

C, 

^, 

dC  m    .    •    .    . 

DC 

**   f 

DC 

***•••» 

DL 

PA 

PA 

PQ 

A, 

RS 

</., 

RQ 

<?!,..   .9 

RQ 

PQ 

PS 

PS 

C, 

RC 

<. 

RC 

RS 

A 

PA 

m 

PA 

PT 

A> 

RV 

dx, 

RT 

tf|,  .  .  .  1 

RT 

PT 

PV 

PV 

C, 

RC 

e\. 

RC 

a  j , . .  .y 

RV 

Q, 


S; 


I, 


L; 


Q, 


S; 


T. 


V. 


D*où  l'on  conclura  que  les  droites  dd\  ee'  passent  par 
l'intersection  $  de  AC  et  de  QS;  que  de'  et  e^' passent 
par  Tinterseclion  <î'  de  AC  et  de  IL  \  que  d^  d\  et  e^  é^ 
se  croisent  en  d  sur  AC  et  QS,  et  que  d^  e^  et  e^  d^  con- 
courent en  ?l^ ,  intersection  de  AC  et  de  TV.  Puis  le  qua- 
drilatère dd'ee'  ayant  pour  diagonales  dcj  d'e\  id*^ 
montre  que  di'  esl  divisée  harmoniquement  par  de  et 
d'e'  aux  points  A  et  C,  et  réciproquement  que  AC  est 
ainsi  divisé  en  i  et  d' ,  De  même  pour  le  quadrilatère 
dx  dl^  Cl  e\ ,  qui  a  pour  diagonales  di  e^ ,  d\  e\ ,  ^S^ ,  on  voit 
que  iS^  est  divisée  harmoniquement  par  di  ei  et  d!^  e\  en 
A  et  C^  ou  bien  que  AC  Test  en  d,  â\ . 
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De  là  il  suit  que  d  et  S'^,  étant  coujugaés  harmoniques 
de  d  par  rapport  à  AC,  coïncident^  autrement  dit,  TY  et 
IL  se  coupent  sur  ÂC. 

Que  Ton  prenne  maintenant  les  deux  couples  de  fais- 
ceaux harmoniques 

B(ACQS)  et  D(CASQ),     B(AaL)  et  D(CALI), 
puis  les  deux  couples 

E  (  ACTV)  et  F  (CAVT),     E  (  ACGJ)  et  F  (CAJG), 

et  Ton  verra  que  AC  est  divisée  harmoniquement, 
d'abord  en  i'  et  â  par  IL  et  QS,  puis  en  â'  et  ^i  par  TV 
et  GT;  d'où  il  suit  que  d  et  âi  coïncident;  autrement  dit, 
AC,  QS  et  GT  passent  par  le  même  point  d. 

Il  est  facile  de  déduire  du  tableau  des  diagonales  les 
faisceaux  qui  viennent  d'être  considérés,  et,  par  suite,  de 
faire  une  démonstration  analogue  pour  une  autre  diago- 
nale. 

On  vient  de  voir  que  la  diagonale  AC  était  divisée 
harmoniquement  par  QS  et  IL,  TV  et  GJ  *,  elle  l'est  éga- 
lement par  les  diagonales  PR  et  HK.  En  effet,  le  quadri- 
latère complet  ACKHRa'  montre  que  HK  est  divisée 
harmoniquement  en  a  et  a',  AC  en  cxf  et  ei^\  PR  en  af' 
et  a»  On  voit  de  même,  par  le  quadrilatère  6DLIS/3',  que 
IL  est  divisée  harmoniquement  en  ^  et  ^\  BD  en  P'  et  (3^, 
QS  en  ^^  et  p,  et,  par  le  quadrilatère  EFGJT/,  que  GJ 
est  divisée  harmoniquement  en  y  et  /,  ÈF  en  /  et  /', 
TV  en  /  et  y. 

Corollaire,  —  En  observant  que,  dans  chacun  des 
quadrilatères  considérés,  une  diagonale  est  divisée 
harmoniquement  par  les  deux  autres,  on  pourra  dire  : 
huit  diagonales  des  quadrilatères  ABCDEF,  PQRSTV, 
HIKLGJ  déterminent  sur  la  neuvième  une  involution  de 
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six  points  dans  laquelle  les  extrémités  de  cette  dernière 

diagonale  sont  les  points  doubles. 

Le  tableau  ci-dessus  monlre 'facilement  quelles  sont 

les  diagonales  conjuguées.  Ainsi,  pour  la  division  faite 

sur  AC,  sont  conjuguées  entre  elles  les  diagonales  BD  et 

EP,  PR  et  HK,  QS  et  IL,  TV  et  GJ;  ces  deux  derniers 

couples  donnent  les  mêmes  points  conjugués.  Si  Ton  veut 

tonsidérer  la  division  faite  sur  QS,  on  transformera,  à 

l'aide  de  permutations  circulaires,  le  tableau  ci-dessus 

dans  le  suivant  : 

QS     IL     BD 

TV    GJ    EF 

PR    HK   AG 

et  alors  seront  conjuguées  TV  et  PR,  IL  et  BD,  GJ  et  EF, 
HK  et  AC.  Ces  deux  derniers  couples  fournissent  les 
mêmes  points  conjugués. 

6.  Théorème.  —  Les  triangles  diagonaux  abc ^  clV d^ 
a^V'é  des  quadrilatères  ABCD,  PQRS,  HIKL  sont 
semblables  et  homologiques  entre  eux.  Ils  ont  pour 
centre  d'homologie  le  point  de  rencontre  h  des  hauteurs 
du  triangle  diagonal  abc  relatif  au  quadrilatère  donné. 

Considérons  les  angles  c,  d''^  je  dis  qu'ils  sont  égaux. 

En  effet,  dans  les  quadrilatères  concaves  CcDc',  KA'Lc^, 

on  a 

CcD  =  C'Dc  4-CC'D+cCC', 

KA'L  =  c"Ul  4-  Kc"L  -h  A'Kc"; 
la  dernière  égalité  peut  s'écrire 

2''—  BA'K  =  c''Lil'+  2^—  ïc'^K  -h  A'Kc% 

ou  bien 

lc"¥.  =  c^LA' -f.  B A'K  -f-  A'Kc"; 

mais,  par  les  quadrilatères  inscriptibles  IBDL,  A'B'Ciy, 
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HâCK,  on  a 

C'Dczrzc'LA',     CC'D=BA'K,     cCC=A!Ke^; 

donc 

CcD  =  Ic'^K     ou     bca  =  h"c''a''. 

Od  peut  démontrer  de  même  que  les  angles  c  elcf  sont 
égaux;  mais  il  est  plus  simple  d*obseryer  que,  le  quadri- 
latère ad^c"  ayant  deux  angles  droits  c/'acet  d^cP^  il 
en  résulte 

ar'p==pc^K     ou  bien     Vda'-^Vd'J'. 

On  a  donc 

bca  =  Véa!  =  h^d'a^ 

Il  en  est  de  même  des  autres  angles  des  triangles  diago- 
naux; donc  ces  triangles  sont  équi angles  et  semblables. 
Maintenant,  de  ce  que  les  points  d^,  e  se  trouvent  sur 
la  diagonale  TV,  et  de  ce  que  le  quadrilatère  ^ d^tc  est 
inscriptible,  il  résulte  que  l'angle 

donc  le  prolongement  de  d^c  rencontre  à  angle  droit  le 
côté  ah  du  triangle  ahc.  Pareillement,  les  points  d,  a' 
étant  sur  la  diagonale  GJ  et  le  quadrilatère  ià^ d  étant 
inscriptible,  on  a 

dcd  =  r' J«'  =  p^«'  =  i-'—  pu' J  =  i-*—  d'€^h\ 

Donc  le  pi^longement  de  de  rencontre  à  angle  droit  le 
côté  ah  du  triangle  ahc.  De  là  il  suit  que  les  sommets  c, 
d^  d*  sont  en  ligne  droite  et  sur  la  hauteur  du  triangle 
abc  issue  du  point  c.  De  même,  les  sommets  a,  a^,  o^ 
sont  sur  la  hauteur  issue  du  point  a,  et  6,  V^  h"  sur  la 
hauteur  issue  du  point  b.  Les  trois  triangles  abc^  dVd^ 
aPVd*  sont  donc  homologiques  deux  à  deux,  et  ont  le 
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point  de  rencoDtre  h  des  hauteurs  du  triangle  €ibc  pour 
centre  commun  d'homologie. 

Corollaire  /.  —  Si  a,  |3,  y  sont  les  intersections  des 
côtés  b^(/  et  A'V,  c'a'  et  c^'a",  </ A'  et  a^'b'\  les  points  a,  {î, 
y  sont  en  ligne  droite;  de  même,  les  points  a',  |3',  /,  a''', 
^'^  'Z'  sont  en  ligne  droite.  Enfin  les  trois  axes  d'homo- 
logie  a|3y,  «'(5'/,  af'^"'/'  se  rencontrent  en  un  même 
point  Ai. 

Corollaire  H.  —  L'angle  iVia' étant  le  supplément  de 
aldV ^  le  quadrilatère  hb'da'  est  inscriplible;  il  en  est  de 
même  du  quadrilatère  hb^cfa''. 

Ainsi  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  diagonaux 
des  deux  quadrilatères  dérivés  passent  par  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  du  triangle  diagonal  du  quadri- 
latère donné. 

7.  Théorème.  —  Les  séries  des  cercles  orthogonaux 
précédemment  considérées  se  trouvent  augmentées 
chacune  de  trois  autres  cercles  circonscrits  aux  quadri^ 
lat  ères  formés  par  les  couples  des  diagonales  des  quadri" 
latères  ABCDEF,  PQRSTV  d'une  pari,  et  ABCDEF, 
HIKCLJ  de  Vautre,  qui  comprennent  des  angles  égaux 
entre  eux. 

Les  diagonales  BD  et  EF,  QS  et  TV  forment  le  qua- 
drilatère atdrl  qui  est  inscriptible,  puisque  les  angles 
eay/)  ilalt  sont  supplémentaires.  Or,  la  diagonale  HK 
étant  divisée  harmoniquement  en  €,  yî',  le  cercle  atcitl 
est  orthogonal  au  cercle  fx  qui  a  HK  pour  diamètre.  Je 
dis  que  le  même  cercle  aia'rf  dont  le  centre  est  co,  coupe 
orthogonalement  le  cercle  ù!  circonscrit  au  triangle  dia- 
gonal dV</  du  quadrilatère  PQRSTV.  Joignons  le  point 
J  commun  à  ces  deux  cercles  aux  centres  Us  et  A^  On  a 

A'a'fc),  1=  à! a' b'  -\-  b'-a!  a  -4-  aa'»; 


or, 


donc 
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Le  cercle  co,  orthogonal  aux  cercles  fx  et  A'  est  orthogonal 
à  tous  ceux  de  la  série  O,  O",  Oi,  0|,  fji,  f/,  fx",  A'.  Il  en 
est  de  même  des  cercles  ot>4,  tùi  circonscrits  aux  quadri- 
latères h-nVif^  cidJ  formés  respectivement  par  les  dia- 
gonales EF,  AC,  TV,  PR  et  AC,  BD,  PR,  QS. 

Une  démonstration  analogue  peut  être  faite  à  l'aide 
du  cercle  A"  circonscrit  au  triangle  diagonal  oPV é  re- 
lativement aux  cercles  Os,  O4,  O5  circonscrits  aux  qtia- 
drilatères  af! J'n^  brlb"^^  c^d't  formés  respectivement 
par  les  diagonales  BD,  EF,  IL,  GJ;  EF,  AC,  GJ,  HK-,  AC, 
BD,  HK,  IL.  Ces  cercles  sont  orthogonaux  à  ceux  de  la 
série  «',  tù^^  «,,  w„  X,  X',  X^'^A". 

8.  Supposons  maintenant  que  le  quadrilatère  donné 
soit  inscriptible  dans  un  cercle  de  centre  O,  et  que  A  et 
B  désignent  les  angles  aigus,  A  étant  le  plus  petit.  Alors  : 

I®  Le  quadrilatère  EYFT  formé  par  les  bissectrices  des 
angles  £,  F  devient  un  rectangle,  et,  par  suite,  les  qua- 
drilatères A'B'Ciy,  A''B"C''iy',  AiBiCDi,  AtB,C,Dt 
ont  leurs  diagonales  rectangulaires. 

a^  Le  quadrilatère  PQRS  devient  inscriptible.  En 
effets  dans  le  faisceau  harmonique  T(P,  Q,  A^iy),  les 
deux  rayons  TA',  TD^,  étant  rectangulaires,  divisent  en 
deux  parties  égales  les  angles  formés  par  les  deux  autres. 
Ainsi  TA'  est  la  bissectrice  de  l'angle  PTQ  formé  par 
les  côtés  opposés  SP,  QR  du  quadrilatère  PQRS.  De 
même,  VF  est  la  bissectrice  de  Tangle  SVP  formé  paV 
les  côtés  opposés  RS,  PQ  du  même  quadrilatère;  mais. 
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Tangle  TFV  formé  par  ces  bissectrices  étant  droit,  il  en 
résulte  que  le  quadrilatère  PQRS  est  inscriptible. 

3^  Le  quadrilatère  HIKL  devient  un  rectangle  inscrit 
dans  la  même  circonférence  que  le  quadrilatère  proposé 
ABCD.  Dès  lors  les  sommets  G,  J  et  la  diagonale  GJ  sont 
situés  à  Tinfîni  ;  le  faisceau  harmonique  GIH,  GKL,  GET, 
GVF  devient  le  système  harmonique  des  quatre  parallèles 
IH,  KL,  ET,  VF,  et  le  faisceau  JLH,  JKI,  JFT,  JVE  se 
transforme  dans  le  système  harmonique  des  quatre  pa- 
rallèles LH,  Kl,  FT,  VE.  De  là  il  résulte  que  les  deux 
rectangles  HIKL,  TEVF  ont  leurs  côtés  parallèles  deux 
à  deux,  et  que  les  côtés  parallèles  forment  un  système 
harmonique. 

4<>  Les  triangles  GBG^  A^HAt,  ayant  les  angles  HCC 

et  C'CH,  HAi  At  et  Ai  AtH  égaux  k  -9  sont  isoscèles,  et 

HC  =  He,  HAi  =  HA,.  De  même  les  triangles  C^IC, 
A|IA„  ayant  les  angles  lUG  et  CCI,  lAiA,  et  A,  A^I 

égaux  à  -y  sont  isoscèles,  et  CI  =  IC,  Afl  =  lA^.  Il  en 

résulte  que  HI  est  perpendiculaire  sur  les  milieux  de 
ce  et  de  AiAt.  Pareillement,  IK  est  perpendiculaire 
sur  les  milieux  de  I/D^et  de  BiBt^  KL  sur  les  milieux 
de  A' A''  et  de  C,C„  et  LH  sur  ceux  de  B'B*'  et  de  DiD,. 
Donc,  dans  Kîs  quadrilatères  A'B'Ciy  et  M^WC^Jf, 
AiBiCiDi  et  A,B,CtDt,  les  distances  des  sommets  ho- 
mologues sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  les 
côtés  du  quadrilatère  HIKL.  Il  suit  de  là  que  les  quadri- 
latères A'A''CiC„  lyiy'Bi  B„  CCA4  A„  B'B^D.D,  sont 
des  trapèzes  isoscèles. 

5°  Le  quadrilatère  HIKL  étant  un  rectangle  inscrit 
dans  le  cercle  O,  les  cercles  p  et  /x'  coïncident  avec  le 
cercle  O,  le  cercle  fx''  passant  par  les  points  E,  F  devient 
la  droite  EF  elle-même.  De  là  il  suie  que  la  série  des 


(  '57) 
cercles  CV,  (T,  O^,  Ot,  fi,  y!,  yP  se  réduit  k  Of,  O^,  0„ 
Ot,  O,  etqu^elle  a  EF  pour  aie  radical.  Le  triangle  dia- 
gonal cPlPcP  a  deux  de  ses  sommets  al'^  V  à  l'infiui  \  quant 
au  sommet  c^»  il  coïncide  avec  le  centre  O.  Les  points  cP^ 
V^  7,  /,  },  ^  sont  rejetés  à  l'infini.  U  en  résulte  que  les 
diagonales  AC  et  QS  qui  se  coupent  en  i  sont  parallèles 
entre  elles,  et  que  les  diagonales  BD  et  PR  qui  se  coupent 
en  9!  le  sont  aussi  ;  que  9^  e,  /^,  d,  y]',  y'  sont  respective- 
ment les  milieux  de  AC,  BD,  EF,  PR,  QS,  TV.  Or  la 
droite  TV  passe  par  les  points  i\  e,  y'^  et  la  droite  £F 
par  Tiy  rf,  y'  ^  on  peut  donc  conclure  ce  théorème  : 

TnéomÈME.  —  Dans  les  deux  quadrilatères  inscrip^ 
tAles  ABCD,  PQRS,  les  diagonales  intérieures  de  Vun 
sont  parallèles  aux  diagonales  intérieures  de  Vautre, 
et  la  troisième  diagonale  de  Vun  passe  par  les  milieux 
des  diagonales  de  Vautre. 

9.  Si  Ton  désigne  par  (7|,  a,  les  points  où  la  bissectrice 
de  Tangle  intérieur  F  rencontre  les  côtés  opposés  AB  et 
CD,  par  9t,  94  ceur  où  la  bissectrice  de  Tangle  intérieur 
E  rencontre  les  côtés  opposés  BC,  DA,  les  triangles  ai  Eaa 
asFa4  seront  isoscèlcs,  et  la  figure  (Jy(J^q%(i^  sera  un  lo- 
sange inscrit  dans  le  quadrilatère  ABCD.  Pareillement, 
si  l'on  représente  par  Zi  et  Zt,  £«  et  2%  les  points  où  les 
bissectrices  des  angles  extérieurs  F,  E  rencontrent  les 
côtés  opposés  AB  et  CD,  BC  et  DA,  les  triangles  ZiEZ^, 
2,F24  seront  isoscèles,  et  la  figure  ZiZtZsZ^  sera  un 
losange  exinscrit  dans  le  quadrilatère  ABCD.  Les  hau- 
teurs des  triangles  0*1  Edt,  Si  ES»  abaissées  des  extrémités 
des  bases  aiJ}^  ^\^%  sont  respectivement  doubles  des 
perpendiculaires  menées  des  points  T,  V  sur  AB  et  CD; 
nous  les  représenterons  par  12  T^,  aVi.  Pareillement, 
2T,,  a  Vs  désigneront  les  hauteurs  analogues  des  triangles 
(7tFa4,StF24.  Le  quadrilatère  ABCD  donne  lieu  à  quatre 
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triangles  ajant  chacun  quaire  cercles  tangents  a  ses  cAtés; 
il  en  résulte  qu'on  peut  mener  seize  cercles  tangents  k 
trois  des  lignes  AB,  BC,  CD,  DA.  Ces  cercles  ont  pour 
centres  les  points  A',  B',  C,  ly,  A%  W,  C,  Tf,  Ai,  Bj, 
Cl,  Di,  Al,  Bfy  Ct,  D,  répartis,  comme  on  Ta  vu,  sur  les 
circonférences  O,  O",  Oi,  O,,  «',  o)'',  Wi,  «j.  Nous  repré- 
senterons les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  par  a,  6,  c,  d  res- 
pectivement, le  rayon  d'un  cercle  par  la  même  lettre  que 
son  centre,  et  par  p^  la  perpendiculaire  abaissée  d^un 
certain  point  p  sur  Tun  des  côtés  a  du  quadrilatère.  Si 
Ton  considère  un  des  cercles  tangents,  le  côté  qn'il  ne 
touche  pas  est  opposé  à  un  côté  sur  lequel  se  trouve  un 
contact  que  nous  appellerons  le  premier  contact  du  cercle 
considéré. 

Les  cercles  A^  C^',  Bi,  Dt  ne  touchent  pas  le  côté  c  et 
ont  leur  premier  contact  sur  a. 

Les  cercles  B',  D",  Ai,  Ct  ne  touchent  pas  le  côté  d  et 
ont  leur  premier  contact  sur  h. 

Les  cercles  C,  A''^,  Di,  Bt  ne  touchent  pas  le  côté  a  et 
ont  leur  premier  contact  sur  c. 

Les  cercles  D',  B''^,  Ci,  A^  ne  touchent  pas  le  côté  h  et 
ont  leur  premier  contact  sur  d. 

Les  points  ai,  9t,  ^s?  ^4  sont  des  centres  de  similitude 
inverse  pour  les  cercles  A'  et  C?^  V  et  D^,  C  et  A^  D'  et . 
B^';  les  points  Si,  £«,  Xs,  £4,  des  centres  de  similitude di* 
recte  pour  les  cercles  Bi  et  Dt,  Ai  et  Ct,  Di  et  Bt,  Ci 
et  Af 

iO.  Théorème.  —  Si  Ton  considère  Vun  des  seize 
cercles  A',  B',.««  et  que  Von  joigne  son  centre  à  ceux 
des  cercles  CX,  CX',  Oi,  0|,  «',  &)'',  «1,  cot  (fui  passent  par 
ce  point,  la  première  droite  sera  perpendiculaire  et  la 
seconde  parallèle  au  côté  sur  lequel  se  trouve  le  pre^ 
mier  contact  de  ce  cercle. 
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Soit  le  cercle  A' ayant  son  premier  contaci  sur  le  côte  AB, 
et  par  le  centre  duquel  passent  les  cercles  Of  et  <«)';  je  dis 
que  A'O'  est  perpendiculaire  sur  AB,  et  que  AJîù'  lui  est 
parallèle.En  effet,  iM'angleCA'Cy=i*'— A'B'C'rrr  JE; 
cet  angle  G  AlO  est  donc  le  complément  de  Tangle  Ea^  A', 
et  par  suite  A!Of  est  perpendiculaire  sur  AB;  a^  Tan^le 
C,A'«'=;=i^— A'CiC,  =  C,BtV=iB;  les  angles  C.AV, 
A'BA  sont  donc  égaux,  et,  comme  ils  sont  alternes-in- 
ternes, A!(ù'  est  parallèle  à  AB. 

La  première  partie  donne  lieu  à  ce  corollaire  :  Le 
rayon  qui  joint  le  centre  d'un  des  cercles  A^  B^,...  à  son 
premier  contact  passe  par  le  centre  de  celle  des  circon- 
férences Cy,  (y,  Oj,  Ot  sur  laquelle  se  trouve  le  centre  de 
ce  cercle. 

11.  Théorème.  —  Le  centre  O  est  le  milieu  des  dis^- 
tances  C,  CF,  et  O,,  O». 

En  effet,  les  deux  cercles  A'  et  C^  étant  l'un  inscrit, 
l'autre  exinscrit  au  triangle  ABF,  le  milieu  m^  de  la  dis- 
tance ^1  ^,  qui  sépare  leurs  contacts  avec  le  côté  AB  est 
aussi  le  milieu  de  ce  côté  *,  par  conséquent,  dans  le  trapèze 
birectangle  CyÇiÇ'jO",  la  perpendiculaire  menée  par  le 
point  nix  sur  le  côté  AB  passe  par  le  milieu  de  CKCV^  et 
aussi  par  le  centre  O.  De  même,  les  cercles  IV,  B^  étant 
l'un  inscrit,  Tautre  exinscrit  au  triangle  AED,  le  mi- 
lieu m^  de  la  distance  t^^l^^  est  aussi  le  milieu  du  côté  DA, 
et  par  conséquent,  dans  le  trapèze  birectangle  O'^^Ç'^CK', 
la  perpendiculaire  menée  par  le  point  m^  sur  le  côté  DA 
passe  par  le  milieu  de  (VÇf  et  aussi  par  le  centre  O.  Il 
résulte  de  là  que  le  point  O  est  justement  le  milieu  de 

(yo^. 

Que  Ton  substitue  aux  cercles  A',  C",  ly,  B"  respecti- 
vement les  cercles *Ai,  Cty  Di,  Bi,  et  Ton  verra  de  même 
que  O  est  le  milieu  de  OiOf 
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12.  Théorème.  —  La  seconde  tangente  issue  de  l'un 
des  centres  de  similitude  ai,  a^,  7^9  a^,  Zi,  2i9  Zt,  Z4  aux 
cercles  correspondants  est  parallèle  au  côté  que  ces 
cercles  ne  touchent  pas. 

Soit  f'oi^  la  seconde  tangente  intérieure  commune 
aux  cercles  A'  et  CI'  (la  première  est  sur  le  c6té  Â6), 
^  étant  son  contact  avec  le  cercle  C^'  ;  alors  Tangle 
^CJ'^i  =  f^iC/^Çx  h  ™*îs  ^i ^"^i  =  TE^i ,  puisque  ces 
angles  sont  les  compléments  de  EdiT  :  donc  g^G'^i  est 
le  complément  de  Ea^T  ou  de  son  égal  Tc^tE.  Il  en  ré- 
sulte que  C^  est  perpendiculaire  sur  ED;  par  suite, 
Ci  g'  et  CD  sont  parallèles,  et  ainsi  des  autres. 

13.  Théorème.  —  i®  La  distance  du  centre  de  l'un 
des  cercles  A\  B',  C\  ïï  au  côté  qu^il  ne  touche  pas  est 
égale  à  deuxjois  la  distance  à  ce  côté  du  point  d^  in  ter* 
section  T  des  diagonales  intérieures  du  quadrilatère 
A'B'Ciy,  moins  le  rayon  de  ce  cercle  : 

(?^=2T.-C',     d;  =  2T,-D'. 

a°  La  distance  du  centre  de  Vun  des  cercles  A'',  B''^, 

C'^  DP  au  côté  quHl  ne  touche  pas  est  égale  à  deux  fois 

la  distance  du  point  T  à  ce  côté,  plus  le  rayon  de  ce 

cercle  : 

A^=2T,-4-A^     b;  =  2T,4-B^ 

ÇJ  =  2T|-f-  C%     D^=  2T,-f-  D". 

3®  La  distance  du  centre  de  Vun  des  cercles  Ai,  Bi, 
Cl 9  Di  au  côté  quil  ne  touche  pas  est  égale  à  deuxjois 
la  distance  à  ce  côté  du  point  V  intersection  des  diago- 
nales intérieures  du  quadrilatère  AiBiCiDi,  moins  le 
rayon  de  ce  cercle: 

k,i=  2 V,—  A„     B,e  =  2V,  --  B„ 
C,i  =  2V,— C„     D,.  =  2V.-«D,. 
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4^  La  distance  du  centre  de  Vun  des  cercles  At,  Bt, 
C,»  Ds  au  côté  tjuil  ne  touche  pas  est  égale  en  ^valeur 
absolue  au  rayon  de  ce  cercle  y  moins  deux  fois  la  dis^ 
tance  du  point  V  au  même  côté  : 

Aa»  =  A,—  2  Vj,      Bja  =  2  V,  —  B„ 
Crf  =  2V,— C,      D,e  =  D,— 2V.. 

14.  Les  quadrîlatèresinscrîplîbles  A'B'C'D',  A^B^CD", 
AiBiCiDi,  AfBtCsDt  ayant  leurs  diagonales  rectan- 
gulaires, les  milieux  des  côtés  de  chacun  d^eux  sont  les 
sommets  d'un  rectangle  Inscrit  dans  une  circonférence 
dont  le  centre  est  au  milieu  de  la  distance  qui  sépare  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  du  point  de 
rencontre  de  ses  diagonales.  Ainsi,  pour  le  quadrilatère 
A'B'C'D^  les  milieux  Ki,  Uf^  Ut,  u^  de  ses  côtés  seront 
les  sommets  d'un  rectangle  inscrit  dans  une  circonférence 
ayant  pour  centre  le  milieu  M'  de  O'T. 

Si  Ton  prend  les  milieux  u^J  u\^  u,,  u\  des  distances 
TA',  TB',  TC,  TD',  les  points  u\,  m',,  u\,  u\  sont  sur 
une  même  circonférence  ayant  son  centre  en  M'  et  son 
rayon  p'  égal  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  O'.  De  plus 
les  droites  M'u,,  M'i*,,  M'u,,  M!u\  sont  respectivement 
perpendiculaires  sur  AB,  BC,  CD,  DA.  En  effet,  dans  le 
triangle  A'OT,  M'  et  u\  étant  les  milieux  de  TO'  et  de 
TA',  la  droite  M!u\  est  parallèle  à  O'A'et  égale  à  sa 
moitié;  donc,  puisque  A'O'  est  perpendiculaire  sur  AB, 
il  en  est  de  même  de  M!u\  ;  de  plus,  lî^  est  sur  la  circon- 
férence décrite  de  M'  comme  centre  avec  la  moitié  de 
0' A'  pour  rayon. 

15.  Théorème.  —  Le  quadrilatère  ABCD  étant  in- 
scriptible  :  • 

i^  Le  diamètre  du  cercle  O',  guipasse  par  les  centres 
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(  «6») 
des  cercles  A',  B',  C,  D'  est  égal  à  la  somme  des  rayons 
des  cercles  opposés  A!  et  C,  moins  la  somme  des  deux 
autres  B'  et  D'; 

a®  Le  diamètre  du  cercle  Oi ,  qui  passe  par  les  centres 
des  cercles  A^,  Bt,  C|,  Di,  est  égal  à  la  somme  des 
rayons  des  cercles  opposés  Ai  et  Ci,  moins  la  somme 
des  deux  autres  Bj  et  Di  ; 

3®  Le  diamètre  du  cercle  O"^  qui  passe  par  les  centres 
des  cercles  A",  W^  C",  ly' ,  est  égal  à  la  somme  des  rayons 
de  ces  cercles  ; 

4^  Le  diamètre  du  cercle  O^,  qui  passe  parles  centres 
des  cercles  Ai,  Bi,  Ci,  Ds,  est  égal  à  la  somme  des 
rayons  de  ces  cercles. 

I®  Les  côt65  ABf  BC«  CD,  DA  étant  pris  successive- 
ment poar  axes  de  projection  «  on  9 

A'-t-T.=:2«;^z=2(M'^4-p'),    -*- 

C'-f-T.  =  2tt'3,  =  a(M;-4-p'),  4- 

Combinant  ces  équations  d'après  le  signe  mis  en  regard, 
il  vient 

\  A'4- C  ~  B' —  D' -4.  2T.  —  2T, 
Prenant  le  côié  AB  pour  axe  de  projection,  on  obtient 

A'-hB'=2ll,a, 
B'H-2T,  —  C'=2«,a, 

2T,  —  C'-i-  D'=2a,a 

D'-l- A'=  2w««, 
d'où  • 


(  i63) 
Projetant  sur  le  côté  BC,  on  a 

C'4-aT,  — D'=:aii,4, 

aT,-.D'-+-A'=2«4*, 
d'où 

(3)  B'-*-C-f-A'-t-2T,  — î)'=M,5-f-a,64-«sA-f-tt4*=4M'*-  — 
Le  côté  CD  étant  l'axe  de  projection,  il  vient 

aT,  — A'-|-B'=:aa,e, 
B'  -t-  C  —  aa*., 
C'-4-D'=2«fc,, 

D'-l-aT,  —  A'=:aa4c, 
d'où 

(4)  C'-hD'-FB'-+-2T,— A'=llu-f-«,e-4-«se-+-«4#  =  4Me.    4- 

Enfin,  projetant  sur  le  côté  DÂ,  on  a 

A'H-aTa  — B'  =  ai«,rf, 
aT,  — B'-f-C'=2a,rf, 

D'-^A'=2tt4rf; 
d'où 

(5)  D'-h  A'-4-C'-+-  aT,—  B'=  «.^-h  «5^+  a,rf-h  ii4rfz=4M;,.  — 

Combinant  les  équations  (2),  (3),  (4)9  (5)  selon  les 
signes  mis  en  regard,  il  vient 

(6)  B'-f-D'— A'— €'-4-21,  — 2T,  =  2(M'^ -f- m;  —  m;  -  M'J; 
retranchant  Téquation  (6)  de  Téquation  (1),  on  a 

A'  +  C  — B'  — D'  =  4p'=aO'. 

3**  Désignant  par  p"  le  rayon  du  cercle  p',  p\p\p\  dont 
le  centre  est  en  M'',  et  projetant  successivement  sur  A6, 

II. 


(  »64) 
6G,  CD,  DA,  on  a 

Combinant  ces  équations  d*après  les  signes  mis  en  regard, 
il  vient 

4  A'' 4-  B*  -4-  C^  ^-  D"—  aTi  —  aT, 

j       =8p''— 2(BC-+-M;-+-MÎ4-Mi). 

Prenant  le  côté  AB  pour  axe  de  projection,  on  ob- 
tient 

A''-H2T,-f-B'  =  2/?,«,   -♦- 

D^^H- A''-h2T,=:21?4.,     -h 

d'où 

(2)  A-'H-B"+D'-f-2T.  —  C^=/;,«-f-;7,.  +  />3. -4-/^4.  =  4M'. 
Projetant  sur  le  côté  BC,  il  vient 

A^-f.B"-f-2T2  =  2/>,*,    4- 

B'-4-2T,-hC'  =  2/?,*,    -h 

C-^-D"  =  2/..*,    H- 

—  D' -f- A'^  =  2;?4A,    -h 
d'où 

(3)  B-'4-C^-f-A'^+2T,-D"=/7,6-f/^,4-h/>.*-+-/>4^  =  4M;. 
Projetant  sur  le  côlé  CD,  il  vient  î 

—  A* -h  B' =  2/>,„    -+-  I 
B"  +  C  4-  2T,  =  ipj,,    + 

C"  +  2T,  +  D"  =  a/>L,    -+- 

—  D"  +  A"  :^  2/»..,     - 


(  i6d  ) 
d'où 

(4)  €"-♦-  D'^-f-  B^-h  2T,  —  A''=^,e-f-/?,c+/^3.-t-/'4«=  4  K  • 

Enfin,  le  côté  DA  étant  pris  pour  axe  de  projection, 

on  a 

~A'^4-B"  =  2/..rf,  — 

d'où 

(5)  D'-h  A''-*- C-t- 2T,-B^=/>,rf-t-/?,j^-/^,rf-t-;>3rf=4M;. 

En  ajontant  les  équations  (2),  (3),  (4)»  (5),  on  ob- 
tient 

(6)  A'^-f-B'H-C''H-D"-t-2T|-f-2T,=  2(M;-f-M;-f-M^-f-My5 
ajoutant  les  équations  (1)  et  (6),  il  vient 

A'' H-  B'^  -+-  C' -+-  D"  =  4p"  =  2O". 

On  démontre  d'une  manière  analogue  la  deuxième  et  la 
quatrième  partie  du  théorème 

QIIESTION  DE  HBGANIQDE  {*)-, 

Par  M.  A.  TOURETTES. 


Une  tige  dépourvue  d' élasticité ^  gui  se  meut  parai- 
lèlement  à  elle-même  sur  un  plan  horizontal  parfaite- 
ment  uni,  vient  heurter  contre  un  axe  perpendiculaire 
au  plan  :  déterminer  la  force  du  choc  et  la  position  de 
la  tige  un  instant  quelconque  après  la  percussion. 

Pour  avoir  le  mouvement  de  la  tige,  il  suffit  de  con- 

(*)  Voir  P.  JixxiEif,  Problhm«s  de  Mécanique  rationnelle,  t.  IF,  p.  a63. 


(  i66  ) 

aaitre  la  translation  du  centre  de  gravité  et  la  rotation 
de  la  tige  autour  de  ce  centre. 
Cela  posé,  soient 

m  la  masse  de  la  tige, 

h  son  rayon  de  gyration  autour  du  centre  de  gravité, 

u  la  vitesse  avant  le  choc, 

c   la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  de  la  tige  qui 

a  reçu  le  choc, 
B  la  force  du  choc. 

Rapportons  le  centre  de  gravité  à  deux  axes  coor- 
donnés Oa:,  Oy^  dont  l'origine  soit  au  pied  de  l'axe 
fixe,  le  premier  étant  dirigé  vers  le  centre  de  gravité  à 
Tinstant  du  choc,  et  le  second  du  côté  où  la  tige  tend  à 
avancer. 

Désignons  par  a  Tangle  que  la  direction  du  mouvement 
avant  le  choc  fait  avec  Oj^,  et  par  d  l'angle  do&t  la  tige  a 
tourné  dans  le  sens  de  rotation  qui  amène  0:r  vers  Oj, 

Soient  v^  Vx  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre 
de  gravité  après  le  choc,  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy  \ 

-j-  la  vitesse  de  rotation  autour  du  centre  de  gravité.  Si 
Von  remarque  que  B  est  mesurée  par  la  quantité  de  mou- 
vement communiquée  à  la  tige,  et  qu'alors  —  est  la  vitesse 
due  à  la  percussion,  en  sens  inverse  de  O/,  nous  aurons 

B  r/G       Btf 

p  =  ifCosa î      p,  =asma,     "t- = — r.  ' 

II  faut  une  quatrième  équation,  puisque  nous  avons 
quatre  inconnues  i^,  ii^i,  —»  B.  Nous  l'obtiendrons  en  ex- 
primant que  la  vitesse  est  nulle  au  point  O,  au  moment 

du  choc  'j  ce  qui  donne 

B       Bc' 

u  cosa =  — —• 

m       mk^ 


(  »67  ) 
An  moyen  de  ces  équations,  nous  avons  successive- 
ment 

_       mk^ucosoL  c'iicosa 

B  =r — ; r-->      p  = -,      p,  =  usina, 

</0        m  ces  a 


et  de  ces  équations  on  tire  immédiatement 

c'ttcosa 
.r  =  asina.r-«-f,    jr  =  __  e, 

eu  cosa 

qui  font  connaître  la  position  de  la  tige  à  Tépoque  t 
après  le  choc. 

HPMSSMN  DE  5  CMMB  QUOTIENT  M  DBOX  DfiTRRMINiyiTg  ; 

Par  M.  H.  LEMONNIER,  ' 
Professeur  de  Mathémyatiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


On  connaît  les  équations 

(A  —  S)a  -h  B"p  -f-  B'7  =:  O, 
B^a  -+-  (A'  —  J)  p  -F  B7  =:  O, 
B' a  -f-  Bp  -f.  (A''—  f  )  7  =:  O. 

Mettons-les  sous  la  forme 

Aa  -4-  B"p  -h  B'7  —soL  =  Q, 
B"a  -h  A'P  H-  B7  —  ^p  =  o, 
B'a  -+-  Bp  -f-  A''7  —  J7  =  o, 

et  joignons-y 

aa-4-  pp-J-77  — J—  =rO, 


(  >68) 


Il  s'eDsuit 

A 

B" 

B' 

a 

B" 

A' 

B 

P 

B' 

B 

A" 

7 

a 

P 

7 

I 
s 

=  o, 


ce  qui  donne 

A     B''     B'     a 
B''     A'     B      p 
B'      B     A"     7 

a       p      7      o 

I 
s 

A     B^     B' 

B"     A'     B 
B'     B     A'' 

=  o. 


Quand  le  délêrminant  A  == 


est^o,  la 


A  B''  B' 
B^  A'  B 
B'     B     A''  ^ 

surface  a  un  centre  et  un  seul,  aucune  des  valeurs  de  5 
n'est  nulle;  on  a  donc  alors,  pour  chacune  des  sections 
principales, 


A'=: 


A    B'^  B'  a 

Bf  A'  B  p 

B'    B  A"  7 

'  a      P  7  o 


^o; 


chacune  de   ces  sections  est  en  conséquence  du  genre 
elliptique  ou  hyperbolique. 
Quand  on  a 


A  =  o, 


si  5  est  différent  de  zéro,  il  s'ensuit  A'=  o;  la  section 
principale  correspondante  est  du  genre  parabole. 


(  i69) 


lÉTEUDHBR  LB  PARAlfiTRK  D'UNE  SECTION  PARABOLI«l]B 
DANS  DN  HYPERBOLOÏDE  A  ONE  NAPPE; 

Pah  m.  h.  lemonnier, 

Profetaeor  d«  Mathématiques  spéciale*  au  lycée  Henri  IV. 


Soîi  —  -i-:!. — ;3  ~  '   Pëquauon  de   l'hyperboloïde 
rapporté  à  ses  axes  ;  soit 

OL  X -{-  Pjt  -h  y  z  —  p  =  o 
celle  du  plan  sécant,  avec  la  condition 

a^ofi  +  b^p^  —  c'  7»=  o; 

nous  supposerons  a*  -h  j3*  +  y*  =  i  • 

Quand  la  section  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on 
a,  pour  les  demi-axes  d'une  section  centrale, 

et  Ton  a  pour  la  section  par  un  plan  (p) 
R'>_  /?» _/>»  — a»a»— ^^p'-f-c»7\ 

posons 

R"         R'» 


y  =  5V 


/  D// 


R'^       R'  B^ 


(  «7°  ) 
Comme  on  a 

tt  n    —  ili  Jtij  r-z r— i tt^t — 

==  tf  6c  ^ *^ [^  , 

(c»7»— û»a»  — *'p»)* 

(c»7»  — fl»a«— 6'P»)" 
il  s'ensuit 

De  là  résulte  pour  une  section  parabolique 
donc 


abc\  * 
9-—       • 


En  portant  cette  valeur  de  R|  dans  Téquation  (i), 

obtient 

i.  1  i. 

a    OL*  ft    B'  c   7' 

! —  * —  n 

i-ij:  l.±l.  i.i.i  

(ôcg)'  —  a  />  (^'^y)   — ^P         (abqy -h  c  p 

Si  l'on  ordonne  par  rapport  à  ^,on  trouve  dans  le  coeffi* 

cientde  q^  le  facteur  a*a+  è*|3*  —  c*y*  qui   est  nul. 
L'ëquation  se  réduit  à 
1  i    » 

de  sorte  que 


i {abc)^p^ 

""a»a'(c'—  6»)-+-  6'p»(  — fl2  ^  c^)  -4-  c'7»(6»-f.  fl») 

{ abc\    n 


[abc)  p 


(  «7'  ) 

et 

(abcyp 
q  = ^ 

c'est  la  valeur  da  demi-paramètre. 


BÉI«NSTRATION  GtOHfiTRIQllR  DB  L1NÉGALITÉ 

a  —  sina  <C.T' 

4 

Paa  m.  Josbfh  JOFFROT, 

Ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique. 


Soit  arcÂM  =  a  dans  la  circonférence  de  rayon  i^ 
le  nombre  a  représente  le  double  du  secteur  ACM^  sina 


le  double  du  triangle  ACIM;  et  a  —  sina  le  double  du 
segment  AmM. 

Ce  segment  est  plus  petit  que  le  double  du  triangk 
AmM,  si  m  est  le  milieu  de  Tare  AM. 

Donc  je  puis  écrire 

a  —  sinâT  -<]  ^Km'M^ 
ou 

a  —  sina  <  2MA  X  Kwt. 

Remplaçant  MA  par  sa  valeur  a  sin  -  et  KM  par  sa 


(  17a  ) 

valeur  mÂ.sinKÂm  ou  asin'-y»  i*obtiens 

4   ^ 

a  —  sin  a  <r  8  sin  -  sin*  {  7  )  » 
et  a  fortiori 

a  —  sma  <"  I  ""  )  (  7  )  ^=^7"      ^'  Q*  '•  ^' 

SOLUTION  DE  U  QUESTION  PROPOSÉE  Ali  CONCOURS 
D'ADMISSION  A  L^COLE  POLYTECHNIQUE  EN  1814. 

Pae  m.  a.  tourettes. 


Étant  donnés  un  triangle  et  un  point  M,  on  sait 
que  Von  peut  généralement  faire  passer  par  ce  point 
deux  paraboles  circonscrites  au  triangle. 

Cela  posé  y  on  demande  de  construire  et  de  discuter 
le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les  axes  des  deux 
paraboles  correspondantes  font  un  angle  donné. 

Soient  O,  A,  B  les  trois  sommets  du  triangle;  OA  et 

OB  les  axes  des  x  et  des  y  -,  0  Tangle  AOB  -,  a  et  (3  les  coor^ 
données  du  point  M^  OA  =  a,  OB  =  i,  et  K  un  coef- 
ficient variable. 

L'équation  générale  des  paraboles  circonscrites  au 
triangle  sera 

(1)  (x  —  Kxy  —  K»aar  —  3j^  z=  o, 

et,  gour  que  la  parabole  passe  par  le  point  (a,  p),  il 

faudra  que 

(p  —  Ka)'—  K*aa  —  Ap  =  o, 

OU  bien  que 

(2)  (a'— fla)K'— 2apK-+-p»— ^P  =  0. 


■(  173  ) 
Les  deux  valeurs  de  K  déduites  de  cette  équation  sont 
les  coefficients  angulaires  des  axes  des  deux  paraboles; 
soit  y  Fangle  constant  quMls  doivent  former,  on  aura 

(K'— K")sinÔ 
<3)  taDgV==  ^  ^ 


H-  (K'  H-  K")  cosO  -h  K'R" 
Or  Téquation  (a)  donne 


a* — aa  a* — aa 


/ _  K_»_  a  ^«P  jb»  +  ap  -  ab)  ^ 


a} —  aa. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  et  rem- 
plaçant a  et  P  par  x  etj^,  on  trouve 

Iaî'-H  2j:^cosô  -+-y' —  ax —  by 

le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré. 

Si  V  =  -9  le  second  membre  disparait,  et  l'on  a 

(5)  x'-f- 2J?y  cosO -t-y* — ax  —  bjr  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  circonférence  circonscrite  au 
triangle  donné  (***). 


jr 


Considérons  le  cas  général  V  ^  - 


(*)  Les  quatre  points  communs  à  deux  paraboles,  dont  les  axes  sont 
rectangulaires,  appartiennent  à  une  môme  circonférence;  et  inverse- 
ment, si  les  quatre  points  communs  à  deux  paraboles  appartiennent  à 
une  même  circonférence,  les  axes  de  ces  deux  paraboles  sont  rectangu- 
laires. 

La  démonstration  directe  de  ces  propositions  est  très-simple. 

G. 


(  »74) 
L'équation  (4)  développée  s'écrira 

—  2  {a or  -f-  ^y)(x'-h7»-+-  ^xycùsB) 

.  /         .  X* .  4«în'i    , 

'        tang*V 

L'ensemble  des  termes  du  quatrième  degré  donne  des 

directions  asymptotiques  imaginaires  :  donc  la  courbe 

n'a  pas  de  points  à  l'infini.  On  yoil  qu^elIe  passe  par 

l'origine  qui  est  un  point  double.  Les  tangentes  sont 

données  par  l'équation 

,  -    ,,      4^iii'9     . 

^  '        tang'V 

Elles  sont  réelles  et  situées  dans  l'angle  supplément 
taire  de  6.  Or  le  choix  du  sommet  O  pour  origine  n'a 
rien  de  particulier  \  par  suite,  les  deux  autres  sommets 
sont  des  points  doubles;  si  l'on  transportait  l'origine  en 
un  de  ces  points,  on  trouverait  les  équations  des  tan- 
gentes en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  second 
degré.  Examinons  la  forme  de  la  courbe  entre  les  points 
Â  et  B.  Pour  cela,  je  pose 

et  je  substitue  dans  l'équation  (6).  On  trouve 

—  I  2  (aX  -h  ^f*')(V-f-fA*-4-2>ficosO) 

(?)  \  4Mn*^^        ,r^  xl 

/   ^        t    X,      /iab  sin^B^ 
^  ^^  lang'V      • 


(  '75  ) 
Si  Von  fait  varier  X  de  i  à  zéro  etfxde  téro  a  i ,  le  rayon 
p  décrit  l'angle  AOB^  nous  voyons  que  les  deux  racines  de 
Tëquation  (7)  restent  positives  et  inégales,  car  la  quan- 
tité sous  le  radical  a  pour  expression 

#       *      9  A 

-♦-  —  -    -  •  Vp»(X»-l-2VcosO-f-fA»)(fl*H-è^  — aa^cosO), 

laquelle  est  essentiellement  positive  dans  Thypothèse  où 
je  me  suis  placé.  On  aura  donc  deux  branches  de  courbe 
distinctes  partant  du  point  A  et  allant  se  couper  au 
point  B. 

Même  raisonnement  pour  les  arcs  compris  entreB  et  O, 
O  et  A.  La  courbe  se  compose  de  trois  lunules  qui  consti- 
tuent une  courbe  proprement  dite  du  quatrième  degré 
et  non  Tensemble  de  deux  coniques,  car  il  n'y  a  que 
trois  points  d'intersection. 

^ote.  —  M.  Gambey  nous  a  enroyé  une  solution  de  la  même  question. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1874; 

Par  m.  g.  CHADU. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  mène  par  chacun 
de  ses  sommets  une  droite  gui  partage  le  côté  opposé  en 
deux  segments  respectivement  proportionnels  aux  carrés 
des  côtés  adjacents  : 

1°  Faire  voir  que  les  droites  partant  des  trois  som^» 
mets  concourent  en  un  même  point  M  \ 

^^  Démontrer  que  si  de  ce  point  M  on  abaisse  des 
perpendiculaires  MP,  MQ,  MR  sur  les  côtés  du  triangle 


BD       c> 

AF        b' 

CB       a* 

CD  "~  ^»' 

BF  ""  fl»' 

AE^c» 
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ABC,  les  longueurs  MP,  MQ,  MR  sont  respectwement 
proportionnelles  aux  côtés  du  triangle  ABC,  et  que  le 
point  M  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  PQR 
formé  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires; 

3^  Calculer,  en  Jonction  des  côtés  du  triangle  ABC, 

la  somme  MP  -f-  MQ  -H  MR  ainsi  que  les  côtés  et 
l'aire  du  triangle  PQR. 

I.  —  Soient  a,  &,  c  les  côtés  du  triangle  ABC;  AD, 
BE,  CF  les  droites  satisfaisant  à  Ténoncé. 
On  aura  les  relations 


(0 


En  multipliant  ces  trois  relations  membre  à  membre, 

on  obtient 

BD.AF.CE  __ 

CD.BF.AE""'' 

égalité  qui  montre  que  les  droites  considérées  se  coupent 
en  un  même  point. 

IL  —  Exprimons  que  le  triangle  AM C  est  la  différence 
des  triangles  ADC  et  DMC,  nous  aurons 

(2)  A.MQ  =  DC(A  — MP), 

h  étant  la  hauteur  du  triangle  ABC,  abaissée  du  sommet  A. 
On  aurait  de  même 

(3)  <:.MR  =  BD(A  — MP). 

En  divisant  membre  à  membre  les  équations  (2)  et 
(3)  et  tenant  compte  des  relations  (i),  on  obtient 

^.MQ_  DC_  b^ 
c.MR  ""  BD  ~"  c» 
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ou  bien 

MQ       MR 

—  =  —' 

par  suite 

MP  _  MQ  _  MR 

abc 

Si  l'on  remarque  que 

aMP -4- *MQ -h  cMR  =  aS, 

S  surface  du  triangle  ABC,  on  a 

.  MP  _  MQ  _  MR  _         aS 

'^^  a    "^    b    ■"    c    ""  a»H-6»-f-c»* 

On  a  aiusi 

MP  _  MQ  _  MR 
^   '  sinA       sinB       sinC 

Les  triangles  PMQ,  QMR,  RMP  ont  respectivement 
pour  mesure  la  moitié  des  produits 

MP.MQsinC,     MR.MQsinA,     MP.MRsinB. 

Les  relations  (5)  montrent  que  les  surfaces  de  ces 
trois  triangles  sont  équivalentes;  le  point  M  est  donc  le 
centre  de  gravité  du  triangle  PQR. 

m.  —  Des  équations  (4)  on  déduit  facilement  la  re- 
lation 

MP  4-  MQ  -h  MR  =    ,     \,  ' 

Le  triangle  PQM  donne 

Pq'  =  PM  V  Qm'  -+-  a  PM.QM  cosC» 

En  remplaçant  PM  et  QM  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (4)9  et  remarquant  que 

2û^  cosC  =  n* -h  ^*— c', 

Ann,  de  Mathémat,^  2«  série,  t.  XIV.  (ÀTril  1 875.)  12 


(  Ï78  ) 
on  a 

L*aire  du  triangle  PQR  est  égale  â  trois  fois  l'aire  du 
triangle  PMQ^  en  désignant  par  Si  Paire  du  triangle 
PQR,  on  aura 

_  3MP.MQsinC  _     6S'dr^sinC 

mais  ab  sinC  =:  aS  ;  donc 

12S» 


8.= 


(a"-h  A*-4-tf«)» 


Noie.  —  M.  Jules  LefebTre,  d'Amiens,  nous  a  enToyé  une  solution  de 
la  même  question. 


OMRESPMIDAliGB. 


1.  Extraie  d'une  lettre  de  M.  Genocchi.  —  Dans  le 
numéro  de  février  1875  de  vos  Annales^  p.  63,  je  trouve 
un  article  du  P.  Pépin ^  sur  une  question  que  j^avais 
déjà  résolue,  c'est-à-dire  sur  la  résolution  en  nombres 
rationnels  des  équations 

X*  -h  ^*  ^  I  =  «',    sc^  —  jr^  —  I  =  «*, 

Il  cite  une  solution  très-particulière  et  incomplète 
donnée  dans  le  tome  IX,  p.  116(1'*  série);  mais  il  ne  con- 
naissait pas,  sans  doute,  ma  solution  qui  est  tout  à  fait 
générale,  et  qui  a  paru  dans  le  même  Recueil,  t.  X, 
p.  8o-85.  Cet  article,  qui  contient  à  la  vérité  quelques 
erreurs  d'impression,  est  résumé  dans  les  dernières 
lignes  (p.  84-85),  et  je  conclus  par  ces  formules 

oup,  7,  r  sont  trois  nombres  rationnels  quelconques. 


(  »79  ) 
Puisque  j*ai  commencé  à  citer  mes  travaux,  j'ajoute- 
rai que  le  Mémoire  de  M.  Picart,  dans  le  tome  XII  des 
Nouyelles  Annales  {ix*^  série) y  p.  418-422,  sur  la  diffé- 
rence n**"**  exprimée  par  la  dérivée  n'***,  m'a  fait  sou- 
venir d'un  article  sur  le  passage  des  différences  aux 
difTérentielles,  inséré  dans  le  tome  Vin,  p.  385-388 
(a"  série). 

2.  Nous  avons  reçu  de  M.  Bourguet  une  lettre  qui 
contient  quelques  observations  critiques,  et  une  nou- 
velle solution  de  la  question  1077,  déjà  résolue  (numéro 
de  janvier,  p.  y  y).  Nous  ferons  prochainement  con- 
naître la  solution  de  M.  Bourguet. 

3.  Extrait  d'aune  lettre  de  M,  Genty.  —  A-t-on  re- 
marqué que  la  question  1127,  résolue  par  M.  Givelet, 
n'est  autre  chose  que  la  question  1071,  dont  M.  Gerono 
a  donné  une  solution  élégante,  ou  plutôt  sa  réciproque 
transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques?  Il  suffit  de 
prendre  Tun  des  foyers  de  la  conique  pour  centre  d'in- 
version. 

4.  Extrait  d^une  lettre  de  M.  Catalan  (Liège,  le 
26  février).  —  Dans  le  dernier  numéro  des  Nous^elles 
Annales,  M.  Bourguet  démontre,  fort  simplement,  une 
proposition  presque  évidente,  mais  qui  n'est  pas  du  tout 
\sL  généralisation  de  la  question  1135.  Eu  effet,  soient 
A^  =  2,  â|  =  a^  a,  =  &  :  le  théorème  de  M.  Bourguet 
devient 

1 . 2 . 3 . . .  (9,  ^  —  ï  )  1 . 2 . 3 .  ..(26  —  1  ) 

—    i-  --■  __^    -^ j — . — 

l.2...(</  —  l)l.2...(^  —  1)1.2.  ..^tf-h^  —  l) 

ou 

fl(«-f-i;(a-4-  2).  .  .(2c—  1)6(6  -hi)(ft  -4-  2).  ..(2^  —  1) 

— i i-i ^ f- — ^ — - — '-^, i =  entier^ 

1 . 2.3. .  .(«2  4-  0  —  i) 

12. 


(  i8o  ) 

D'ailleurs  le  petit  théorème  d'A^thmétique  proposé 
aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  est-il  susceptible 
d'une  généralisation  simple?  Je  l'ignore.  Procédant  par 
induction,  on  pourrait  supposer  que 

{<i -h  1  ) .  .  .  2  a  X  (^  -+-  I  ) •  •  •  2  ^  X  (c -4-  lU  .  .  ac 


i.2.3...(a-hA-hc) 


=  entier; 


mais  cette  hypothèse  est  fausse.  En  effet,  elle  donne,  par 
exemple, 

3.4x4-5.6x3.4 

^-f—tTu =  entier. 

1.2. 3. 4*5. 6. 7 
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de  Liège,  etc.,  et  Paul  Mansio^,  docteur  spécial  en 
Sciences  mathématiques,  professeur  a  l'Université  de 
Gand. 

Les  articles  destinés  à  la  Nouvelle  Correspondance  mathéma- 
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Les  ouvrages  de  Mathématiques  dont  on  enverra  un  ou  deux 
exemplaires  à  la  Rédaction  seront  annoncés  ou  analysés  dans 
le  Journal. 

Dans  un  Avertissement,  les  deux  savants  rédacteurs  de  ce 
journal  préviennent  que  la  Correspondance  s'occupera  princi- 
palement des  parties  de  la  science  mathématique  enseignées  (ou 
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qui  derraient  être  enseignées)  dans  les  étabKssemenls  d*in* 
SI mction  moyenne  et  dans  les  cours  relatifs  à  la  Candidature;  et 
qu'ils  essayeront,  en  particulier,  de  viilgariser  la  connaissance 
des  parties  les  moins  abstraites  de  la  Géométrie  supérieure  et 
de  TAIgèbre  moderne. 

Nous  souhaitons  la  bienvenue  et  bonne  chance  à  la  Noupelle 
Correspondance  mathématique. 

Les  trois  premières  livraisons  ont  paru  :  la  première  en  août 
1874»  la  deuxième  au  mois  de  décembre  suivant  et  la  troisième 
en  mars  1875.  Voici  les  sommaires  de  ces  livraisons  : 

pREMiiEE  LiVRAisoir  (août  1874)*  Jvertissement, —  Problème 
sur  la  circonférence  y  par  M.  P.  Mansion.  —  Sur  quelques  pro^ 
prières  des  fractions  périodiques  (P.  M.)." —    Remarque  sur 

Vintégrale  j      /(i  — 2.a  cos  x -^  a^)  dx ;  par  M.  £•  Gatalait. 

—  Sur  un  nouveau  mode  de  génération  des  coniques,  dû  à  M.  A, 
Transon  (P.  M.).  —  Démonstration  d*un  théorème  de  Uouçilh ; 
par  M.  P.  Mansiov.  —  Extraits  analytiques  :  I.  Sur  les  bissec^ 
trices  d'un  triangle.  II,  III,  IV.  Sur  le  cercle.  V.  Sur  le  théorème 
de  Dandelin.  —  Bibliographie  :  L  Éléments  de  Géométrie  tri- 
linéaire  y  par  Cmibi^k  (P.  Mansion).  II.  Les  Mathématiques  en 
Belgique  en  1872,  par  P.  Mansion.  —  Questions  proposées  (i  à 6). 
Deuxième  livraison   (décembre  1874)'  —  ^ur   l'intégrale 

Jf*T^  /         sin*x         \" 
( .  )    d^;  par  M.  Ch.  Hermite.  —  lYote 
^    \i  —  2a  cos  xa^J 

les  a.res  instantanés  glissants  et  les  axes  centraux^  dans  un  corps 
solide  en  mouvement j  par  M.  J.-M.  de  Tilly.  —  Questions  de 
maximum  et  de  minimum  ;  par  M.  J.  Neubero.  —  Concours 
d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  {^ATViy  1873),  solution 
de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires ^  par  M.  J.  Nbu- 
berg.  —  Sur  certaines  courbes  quarrables  algébriquement;  par 
M.  P.  Mansion.  —  Sur  la  théorie  des  transformations  biration- 
nelles  planes  en  général  ;  par  M.  P.  Mansion.  —  Ei traits  ana- 
lytiques :  V,  Sur  les  paraboles  cubiques.  VI.  Sur  une  quartique 
unrcursale.  —  Solutions  de  questions  proposées  dans  la  iVo«- 
vrlle  Correspondance  (Questions   i,   3,   4)>  par  MM.  P.  S.  et 


sur 
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L.  Yaii  dxh  Bmomcm.  ^  QMsdons  proposées  (7  à  oB).  —  Cor- 
respoodance;  par  MM.  Yar  Pott  et  CkTàUj»,  —  Bibliographie  : 
Cours  d'Jnafyse  à  l* École  Polytechnique,  par  H.  Cb.  Hkemitc 

(P.  M.). 

Taoisiâmv    UTftAisoir   (mars   1875).     —    Sur    l'imégrmîe 

I :  1    dx;  par  M.  J.-L.-W.  Glaishee,  M. 

^     \i — aacosx  +  av 

A.  P.  R.  A.  S«  —  Équation  focale  des  coniques^  en  coordonnées 
tangeniielles ;  par  M.  J.  Nsuasao.  —  Extraits  analytiques  : 
Vin.  Sur  les  fractions  décimales  périodiques.  IX.  Racine  cubi-^ 
que  d'une  expression  imaginaire,  X.  Sur  les  dépeloppées  des 
courbes  planes.  XI.  Les  cubiques  unicursales  sont  des  cissoïdes. 
XII.  Construction  des  racines  réelles  d*une  équation  du  quU' 
triême  ou  du  troisième  degré  au  moyen  d^une  parabole  fixe. 
Trisection  de  l'angle,  XIII.  Sur  les  polygones  réguliers^  —  So- 
lutions des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Correspond 
dance  (questions  a,  i3,  i4»  i5,  16,  17,  28);  par  MM.  Vandeit 
Broech,  MiouLFus,  DsaoussBAn,  Charlibb,  Paulbt.  —  Ques- 
tions proposées  (28  à  87).  —  Bibliographie  :  IV.  Essai  sur  une 
maniète  de  représenter  les  quantités  imaginaires  dans  les  con-' 
structions  géométriques  y  par  P.  Aegamd.  -(P.  M.) —  V.  Bullettino 
di  bibliografia  e  di  storia  délie  Scienze  matematiche  e  fisiche, 
de  M.  BoifcoMPAGivi  (P.  M.]. 

Principes  de  la  théorie  des  déterminants ^  d*après  Baltzer  et 
Salmon;  par  P.  Mahston. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  H37 

(Toir  »*  série,  t.  XUf,  p.  207  ); 

Par  m.  MORET-BLANC. 


Deux  hjrperboloïde^  gauches  H|,  H,  ont  une  géné^ 
ratrice  commune  L.  Par  tout  point  m  de  h  passent 
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une  génératrice  Li  de  Ht  et  une  génératrice  La  de  Hf 

Comment  "varie  l'angle  Li,  Ls  quand  m  parcourt  L? 

(Dewulf.) 

On  sait  qu^il  existe  sur  la  génératrice  L  deux  points 
où  les  hyperboloïdes  H|,  H^  ont  le  même  plan  tangent. 
Je  prends  Tun  de  ces  points  pour  origine,  la  génératrice  L 
pour  axe  des  z  et  le  plan  tangent  commun  pour  plan 
des  xz. 

Les  équations  des  deux  hyperboloïdes  seront  de  la 
forme 

(H,)     x(ax  -h  bjr  -^  et)  -^jr(ey  -^fz  -+-  ^)  =  o, 
(H,)     x[a\x  H-  h^y  -f-  c»«)  -^jr[e^x  -h/,»  4-  ^0  =  o. 

Coupons  le  premier  par  le  plan  y  =  mx  :  la  projection 
de  Tintersection  sur  le  plan  des  xz  sera 

j:=:o,     (a -4- ^/w  4- ^m')jf -f-(c4-//w)«  4- ^«i  =  o, 
La  seconde  génératrice  Li  est  k  la  distance  de  l'origine 

«.  = ^-^,     d'où     m  =•—  -jr—- — 

Les  cosinus  des  angles  que  cette  génératrice  fait  avec  les 
axes  sont  proportionnels  à 


ou  à 

a  -{-  bm  -\-  em* 
I,     m     et — p 

cz,           a(/z, -^gY—  bez,\Jzy H- ^)  4- ee^z\ 

i> 

f^x-^g                            cgifii-^g) 

ou  enfin  à 

cS{f^i'^g)j  — <?'^»i.  {aP'-bcf-^ec')z\-^(:^afg-'bcg)z,'\'ag^. 

Les  cosinus  des  angles  que  la  génératrice  Lt  fait  avec 
les  axes  sont  de  même  proportionnels  à 

(a./\  —  ^,c,y;  -h  ff.cj  ) aj  -f-  (  laj^g,  —  hy^ Ctg,)z,  4-  «,^f . 


(  i8S  ) 
Posant,  pour  abréger, 

^gif^i  -♦-  ^)  =  A,     —  c^gzt  =  B, 

(<S/^—  hcf-^-  ec")  z]  4-  {^afg  —  bcg)z,-^ag^  =  C^ 

Cigt(ftZi  -h  gi)  =  A„     —  c]  g,z,  =  B„ 

[af]^  h.cj,-^  e,c\)z\'^  {-laxfxgx—  b,c,g,)z,'^  a,g\  =  C,, 

on  aura 

AA,  -+-  BB,  4-  ce, 


cotL,,  L,  = 


v^A'4-  B»-f-  c»  Va;  -+-  bj  4-  c; 


Question  1139 

(TOir  1*  férld,  t.  Xm,  p.  aoS);  * 

Par  m.  h.  QUET, 

Élève  du  lycée  de  Bordeaux  (classe  de  M.  de  Lagranval). 

Par  un  point  A,  extérieur  à  une  parabole^  on  mène 
deux  tangentes  à  la  courbe  et  aux  points  de  contact 
des  normales  qui  se  coupent  en  un  point  B\  quel  doit 
être  le  lieu  des  points  A  pour  que  celui  des  points  B  soit  : 
I®  une  droite;  a®  un  cercle  ayant  pour  centre  le  sommet 
de  la  parabole?  (AimaowsKi.) 

Je  prends  pour  axes  l'axe  de  la  parabole  et  sa  tangente 
au  sommet;  son  équation  sera 

(i)  y^'=apx. 

Soient  aelb  les  coordonnées  du  point  A,  et  a,  |3  celles 
du  point  B;  l'équation  de  CD,  polaire  de  A,  sera 

(a)  bjr  —  px  —  ap-=zo, 

D*un  autre  côté,  l'équation  de  Thyperbole  passant  par 
les  pieds  des  normales  menées  du  point  B  est 

(^)  *r  ^-r(/'  —  a)  — />p  =  o. 

Les  équations  qui  fournissent  les  ordonnées  des  points 


(i86) 

d'intersection  de  la  droite  (a)  avec  les  courbes  (i)  et  (3) 
sont 

(4)  ^»— 267-+-2flpr=o, 

(5)       r'-(''^-"y-^')7-^  =  o. 

Ces  deux  équations  devant  donner  les  mêmes  valeurs 
pour  j^,  nous  aurons,  en  identifiant, 

(  2ab  =  —  /?p. 

1 .  Si  maintenant  nous  voulons  que  le  lieu  du  point  B 
soit  une  droite,  a  et  P  doivent  satisfaire  à  la  condition 

(7)  p^ca-^-d. 

En  éliminant  a  et  (3  entre  les  relations  (6)  et  (7),  nous 
aurons  une  relation  entre  a  et  i  qui  sera  Téquatlon  du 
lieu  des  points  A.  Portant  dans  (7)  les  valeurs  de  a  et 
de  ^  tirées  des  relations  (6),  il  vient,  en  remplaçant  a 
et  b  par  les  coordonnées  courantes  x,j^, 

ou 

(8)  ^ey^-h^xf  —  cpx -^p(pe -^d)=ro. 

Le  lieu  des  points  A  est  donc  une  hyperbole  ayant  une 
de  ses  asymptotes  parallèle  à  Taxe  des  x,  et  l'autre  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  droite  sur  laquelle  se 
meut  le  point  B. 

Si  Ton  voulait  que  le  lieu  des  points  B  fût  une  parallèle 
à  Taxe  de  la  parabole,  il  faudrait  faire  0=0  dans  l'équa- 
tion (8),  et  l'équation  du  lieu  deviendrait 

pd 
équation  d'une    hyperbole   équilatère  rapportée  à  ses 
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asymptotes.  Si  le  lieu  du  point  B  est  Taxe  de  la  parabole, 

on  ac=:o,  d=o^  et  Téquation  xy  r=z — ^  se  rédui- 
sant à  xy  =  o  montre  que  le  point  A  doit  être  sur  l'axe 
de  la  parabole,  ou  sur  la  tangente  au  sommet  de  cette 
courbe. 

Proposons-nons  de  trouver  ce  que  deviendrait  le  Heu 
des  points  A,  si  le  point  B  était  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  droite  parallèle  à  Taxe  desjr. 

Je  remarque  que,  pour  avoir  Téquation  du  lieu,  il 
suffit  d'éliminer  «  et  |3  entre  les  relations  (6),  et  la  rela- 
tion a  =  d\  Remplaçant  a  par  sa  valeur  dans  la  première 
des  équations  (6),  il  vient 

10»=  ap  -^-pd' -^ p^ 

ou,  en  remplaçant  a  el  b  par  les  coordonnées  courantes 
xetj^, 

(9)  j«=^[x-.(;,-rf')]- 

Le  lieu  est  donc  une  parabole  dont  le  paramètre  est  le 
quart  du  paramètre  de  la  parabole  proposée,  et  qui  a 
même  axe.  Si  donc  le  sommet  de  cette  seconde  parabole 
a  une  abscisse  positive,  elle  sera  tout  entière  comprise 
dans  l'intérieur  de  la  parabole  proposée,  et  nous  ne  pour- 
rons mener  par  les  points  A  que  des  tangentes  imagi-> 
naires,  et,  par  suite,  nous  aurons  des  normales  imaginaires 
correspondantes  qui  se  couperont  en  des  points  réels  dont 
le  lien  sera  la  droite  x=d'.  Cherchons  la  condition  pour 
que  le  lieu  des  points  A  soit  tel  qu'on  puisse  mener  des 
tangentes  réelles  à  la  courbe  proposée.  Si  nous  faisons. 
jr  =  o  dans  l'équation  (9)9  il  reste 

x^=:zp  —  d\ 

On  voit  donc  que,  tant  que  d'  sera  négatif,  le  sommet  de 
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la  courbe  (9)  sera  intérieur  à  la  parabole  proposée,  et 
DOU8  n'aurons  que  des  normales  imaginaires  ]  si  d'  est 
positif  et  <CPi  il  en  sera  de  même;  mais  si  d'^p^  le 
sommet  de  la  parabole  (9)  est  extérieur  à  la  première 
parabole,  et  le  lieu  des  points  A  d*où  Ton  pourra  mener 
des  tangentes  réelles  sera  la  partie  de  la  courbe  (9)  exté* 
rieure  à  la  première. 

2.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  doit 
être  un  cercle  ayant  pour  centre  le  sommet  de  la  para- 
bole. 

Dans  ce  cas,  pour  trouver  le  lieu  des  points  A,  il  faut 
éliminer  a  et  (3  entre  les  équations  (6)  et  celle  d'un  cercle 
ayant  son  centre  à  l'origine,  c'est-à*dire  entre  les  équa- 
tions 

2  ô*  =  a/?  H-  a/?  —  />% 

Portant  dans  la  dernière  les  valeurs  de  a  et  j3,  tirées  des 
deux  premières,  il  vient 

P'  P' 

ou,  en  faisant  a  et  b  coordonnées  courantes. 

Dans  ce  cas,  le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré, 
que  l'on  sait  construire. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambey;  Joseph 
Leclorcq,  élève  au  lycée  d'Amiens;  A.  Tourettes;  Brocard^  Moret-Blanc; 
B.  Launoy,  maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille;  P.  S.,  à  Cherbourg; 
H.  Lez;  A.  Pellissier;  deRufz  de  Lavison^  élève  du  lycée  Louis-le-Grand 
(classe  de  M.  Painvin);  E.  Kruschwitz,  à  Berlin. 
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Question  1150 

(Tolr  a*  •érid,  t.  XIII,  p.  191); 

Par  m.  ASTOR, 

ProfesMur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Aogouléme. 

Trouuer  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d*un  point  fixe  aux  hyperboles  équilatères  tan- 
gentes aux  trois  côtés  d^un  triangle  donné. 

(A.  RO0SSET.) 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  donné. 
L*éqiiation  générale  des  coniques  tangentes  aux  trois 
côtés  est 

V^â-t-  ^bS-i-^cy  =:o 

ou 

I /(«>  ^»  7)  =  «'«'+ ^'^-4- «»7" 

(  — 2bcSy  —  2cayct  —  ixaba9=zo* 

La  condition  pour  que  cette  équation  (i)  représente  une 
hyperbole  équilatère  s'écrit  aisément  ;  elle  est  la  suivante  : 

(2)  ii*-H  ^»-+-c»^-  abccosk  4-  2c«cosB4-  2ii^co8G=:o. 

Soient  afj  ^,  y  les  coordonnées  du  point  donné ^  Téqua- 
tion  de  sa  polaire  par  rapport  à  (i)  peut  s'écrire 

(3)  «'/:+»'/?+ 7'/; =0. 

Entre  les  trois  équations  homogènes  (i),  (2),  (3)  il  s'agit 
d'éliminer  a,  b,  c.  Or  Téquation  (i)  peut  s'écrire 

(4)  «/;4-^>î+7/;=oî 

(3)  et  (4)  donnent 

A        _      /i        __      fx 
p7'  —  7^'        7a'  —  av'  ■"  a^'  —  Ja'  * 

que  l'on  peut  écrire 

fl(^^-+-  ry  —  atL) 6(c7  -h«a —  b^) c[aaL-\'b^  —  C7) 

J7'  —  7  J'  ~  7a'  —  a7'  ^  «5'  —  Ja' 
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On  tire  de  ces  équations  les  valeurs  proportionnelles  de 
a,  b^  c,  par  une  élimination  facile  qui  consiste  à  rem- 
placer ces  deux  équations  par  des  équations  du  premier 
degré  en  a,  ^9^9  elles  s'obtiennent  aisément  en  multi- 
pliant les  deux  termes  du  premier  rapport  par  a,  ceux  du 
deuxième  par  (3,  ceux  du  troisième  par  7,  retranchant 
terme  i  terme  les  numérateurs  et  dénominateurs  de  deux 
des  nouveaux  rapports  et  égalant  au  troisième  sous  sa 
forme  primitive.  On  a  ainsi 

abc 

il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  a^  &,  c  par  ces  valeurs  qui 
leur  sont  proportionnelles  dans  (a  ),  et  Ton  a  pour  Féqua- 
tion  du  lieu 

aï(^y--7^)«+  ^>(ya'—  a7')*-+-  7'(aJ'—  ^a')* 
+  2«p(^7' —  7J')»(7«' —  a7')»cosC 
H-  a7a(a7' —  7a')* (ad'  —  da')*cosB 
4-  2d7(7a'—  a7')»(ad'  —  da')»cosA  =  o. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  sixième  degré 
dont  les  trois  sommets  du  triangle  sont  des  points  doubles 
et  le  point  donné  un  point  quadruple. 

On  pouvait  prévoir  que  la  courbe  est  du  sixième  ordre 
et  a  le  point  donné  pour  point  quadruple. 

En  ejBfet  la  condition  pour  qu'une  droite 

la  -f-  «1^4*  «7  =  o 

soit  tangente  à  la  courbe  est  (Salmon) 

abc 

-r  H h  -  =  o. 

l        m        n 

Cette  équation  avec  Téquatiou  (2)  monlix;  qu'il  existe 
deux  hyperboles  équilatères  tangentes  aux  trois  côtés  et 
à  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  donné.  Sur 
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tooie  droite  issue  du  point  donné  se  trouvent  donc  deux 
points  du  lieu,  et  le  point  lui-même  est  un  point  quadru- 
ple du  lieu,  car  on  peut  mener  quatre  hyperboles  pas- 
sant par  le  point  donné.  Les  quatre  tangentes  en  ce  point 
sont  les  tangentes  à  ces  quatre  hyperboles.  Le  Heu  est 
doDC  du  sixième  ordre,  puisqu'une  droite  issue  du  point 
donné  le  coupe  en  six  points. 

On  peut  aisément  trouver  le  lieu  par  rapport  aux  pa- 
raboles tangentes  aux  trois  c6tés,  en  remplaçant  Téqua- 
tion  (  a)  par  la  suivante  : 

abc 


smA       sidB       sidC 

qui  exprime  que  la  droite  de  l'infini 

sin Aa  +  sinBp  4- siDG7  =  o 
est  tangente  à  la  conique.  Le  lieu  a  pour  équation 

tt(^y^^«7        Sjja'-^X'/y        yjaS'^doify  _ 
smA  smB  smC 

Cest  une  courbe  du  troisième  ordre  passant  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  ayant  le  point  donné  pour  point 
double. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Bourguet;  Moret^ 
Blanc;  Gambey;  Genty;  Ch.  Contet. 


RECTIFICATIONS. 


Tome  XIII,  2*  série,  page  56g,  ligne  2  :  au  lieu  de  élevé  à 
la  puissance  égale  à  la  quantité  de  chiffres  du  nombre,  par 
cette  même  puissance  de  1  o,  Usez  :  élevé  à  la  puissance  égale  à  la 
quantité  de  chiffres  du  nombre,  diminué  du  double  du  nombre^ 
par  cette  même  puissance  de  10. 

Page  570,  ligne  3,  en  remontant  :  à  la  suite  de  Ténoncé  de  la 
loi  VII,  il  faut  lire  :  Écrivant  les  restes  sous  les  chiffres  de  la 
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période,  le  premier  reste  soui  le  premier  chiffre  de  la  période^ 
le  second  reste  sods  le  second  chiffre  de  la  période  y  et  ainsi  de 
suite,  on  obtient  deux  lignes  horisontales  renfermant  chacune 
autant  de  nombres  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période.  Si  Ton 
additionne  les  nombres  correspondants  de  ces  deux  lignes  et  que 
Ton  partage  la  ligne  horizontale  des  sommes  en  deux  parties 
égales,  on  constate  la  propriété  suivante. 


QUESTIONS. 

4165.  La  différence  des  carrés  des  distances  de  deux 
points  de  l'axe  d'une  parabole,  paiement  distants  du 
foyer,  à  une  tangente  quelconque,  est  constante. 

(H.  Brogabd.) 

1166.  Trouver,  à  Tintérieur  d'un  triangle  reciiligne 
ABC,  un  point  O  tel  que  les  angles  OAB,  OBC,  OC  A 
soient  égaux.  (H.  BEOCÀan.) 

1167.  Démontrer  la  formule 

(L.  BOURGUET.) 

1168.  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  l'équa- 
tion 

jr*  -h  x*  -h  x'  -f-  X  -h  I  =  ^'. 

1169.  On  donne  sur  un  même  plan  deux  circon- 
férences inégales  :  décrire  une  parabole  doublement  tan- 
gente à  chacune  d'elles,  et  trouver  la  valeur  du  para- 
mètre de  la  parabole  en  fonction  des  rayons  et  de  la 
distance  des  centres  des  deux  circonférences  données. 
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PROPRIÉTÉS  DE  LA  STR«PB§ÏDE. 

léaoBSIrati^i  f  u  théorève  h  Pneelet.  —  Propriétés  it  igires 

auliagnatiqies  ; 

Pàe  m.  L.  MALEYX. 

(Suite  d'un  article  précédent.) 


Quelques  jours  avant  la  mort  de  mou  regretté  col- 
lègue et  aznl  Gros,  qui  avait  suivi  avec  intérêt  mon 
travail  sur  la  strophoïde,  il  voulut  bien  me  communi- 
quer le  théorème  suivant,  que  je  me  fais  un  devoir  de 
rapporter,  ici,  ainsi  que  la  démonstration  qu'il  xnen 
donna  : 

Si  Von  donne  dans  une  conique  deux  tangentes  et 
une  directrice t  le  lieu  géométrique  du  foyer  correspon- 
dant est  une  strophoïdc  dont  te  point  double  est  au 
point  de  concours  des  deux  tangentes  ;  les  points  de 
rencontre  de  ces  tangentes  et  de  la  directiice  en  sont 
deux  points  correspondants. 

Soient  SA,  SAi  les  deux  tangentes  coupant  la  direc- 
trice aux  points  A  et  Ai,  F  le  foyer  d'une  des  coniques 
répondant  à  l'énoncé,  C,  C]  les  points  de  contact  avec 
les  tangentes  SA,  SAi  ;  on  sait  que  les  droites  FA,  FAi 
sont  respectivement  perpendiculaires  sur  les  droites  FC, 
FQ.  La  droite  SF  qui  fait  des  angles  égaux  avec  FC, 
FCi  fait  aussi  des  angles  égaux  avec  les  dioites  FA, 
FAi,  perpendiculaires  à  FC  et  FCi.  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

Nous  avons  montré  dans  notre  article  précédent  que  la 
transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  stro- 
pboïde,  en  prenant  le  point  double  pour  pôle,  est  une 

Anu.  de  Mathémat,,  a*  série,  t.  XIV.  (Mai  1876.)  1 3 


('94) 

hyperbole  éqoiUtère  passant  par  le  pôle,  point  transformé 
de  celui  qui  est  &  l'infini;  réciproquement,  si  Ton  trans- 
forme une  hyperbole  équiiatère par  rayons  vecteurs  réci* 
proqoes,  en  prenant  pour  pôle  un  point  quiconque  de 
la  courbe,  la  transformée  est  une  strophoïde. 

Soit  O  (Jig.  i)  le  pôle  de   transformation  pris  sur 


H 


la  courbe.  Considérons  sur  cette  ligne  deux  points 
fixes  A,  B,  diamétralement  opposés,  et  un  point  M  va- 
riable sur  la  courbe.  Les  deux  cordes  supplémentaires 
MA,  MB  sont  également  inclinées  sur  les  asymptotes,  et 
il  en  est  de  même  de  OA,  OB*,  donc  OAM,  somme  des 
angles  MFX,  OEX,  est  égal  à  OBM,  somme  des  angles 
MHXi,  OGXi.  Scdent  actuellement  a,  (3,  fx  les  points 
transformés  de  A,  B,  M,  respectivement;  le  point  fi sera 
à  rintersection  des  deux*  cercles  transformés  des  droites 
AM,  BM^  ces  cercles  passeront  respectivement  par  les 
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points  0,a^  O,  jS,  et  couperont  les  droites  Ootj  O  |3  sous 
des  angles  égaux,  puisqu'ils  sont  transformés  de  deux 
droites  jouissant  de  cette  propriété;  le  point  fi  décrira 
donc  une  strophoïde  dont  le  point  double  sera  en  O,  et 
dont  les  points  a^  ^  seront  deux  points  correspondants. 

n  résulte  de  là  que  deux  points  quelconques  diamé* 
tralement  opposés  dans  Thyperbole  ont  pour  transfor-- 
mes  deux  points  correspondants  de  la  strophoïde. 

La  direction  de  l'asymptote  de  la  strophoïde  est  celle 
de  la  tangente  &  Thyperbole  en  O;  le  fojer  de  la  stro- 
phoïde étant  le  point  correspondant  de  celui  qui  est  à 
l'infini)  on  déduit  de  la  proposition  précédente  qu'il  est 
le  point  transformé  de  celui  qui  dans  l'hyperbole  est  dia* 
mélralement  opposé  à  O. 

Les  tangentes  au  point  double  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole,  et  l'on  voit  qu'elles  sont  éga- 
lement inclinées  sur  la  direction  asymptotique  et  le 
rayon  qui  va  du  point  double  au  foyer. 

Deux  strophoïdes  sont  évidemment  semblables  quand 
les  rayons  allant  de  leurs  points  doubles  à  leurs  foyers 
font  respectivement  des  augles  égaux  avec  leurs  direc- 
tions asymptotiques;  elles  ont  alors^  pour  ainsi  dire, 
la  même  figure.  Si  nous  faisons  mouvoir  le  point  O  sur 
tonte  rétendue  de  la  moitié  de  l'une  des  branches  de 
l'hyperbole,  l'angle  de  la  direction  asymptotique  de  la 
strophoïde  transformée  avec  le  rayon  qui  va  du  point 
double  an  foyer  passera  par  tous  les  états  de  grandeur  de 
zéro  à  un  droit;  la  strophoïde  transformée  prendra  donc 
tontes  les  figures  qu'elle  peut  avoir. 

Quand  le  point  O  sera  en  un  des  sommets  de  Thypeiv 
bole,  la  strophoïde  sera  rectangulaire.  Si  le  point  O 
s'éloigne  indéfiniment,  et  qu'on  accepte  une  puissance 
variable  de  transformation  telle  que  le  foyer  reste  à  une 
distance  constante  du  point  double,  la  transformée  finale 

i3. 
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se   composera  d^une  circonférence  de  cercle  et  d'une 
droite  passant  par  son  centre,  comme  on  s'en  rend  faci- 
lement compte  an  moyen  du  cercle  de  constmction,  si 
l'asymptote  se  rapproche  indéfiniment  du  foyer. 

Le  diamètre  AB  de  l'hyperbole  se  transforme  en  une 
circonférence  passant  par  le  point  double  de  la  stro- 
phoïdeet  deux  points  correspondants;  le  cercle  passe  en 
outre  par  le  point  fixe  transformé  du  centre  de  l'hyper- 
bole, et  diamétralement  opposé  au  point  double  de  la 
strophoïde  dans  le  cercle  de  construction  ;  le  diamètre 
AB  de  l'hyperbole  coupant  cette  courbe  en  deux  points 
et  sous  des  angles  égaux,  le  cercle  transformé,  passant  par 
le  point  double  de  la  strophoïde  et  deux  points  corres- 
pondants, y  coupe  cette  courbe  sons  des  angles  égaux. 

Nous  avons  démontré  précédemment  que  la  stro- 
phoïde se  transforme  en  elle-même  par  rayons  Tecteun 
réciproques,  en  prenant  pour  pôles  les  deux  points  cor- 
respondants principaux,  et  en  une  strophoïde  égale  quand 
le  pôle  est  au  foyer;  nous  allons  maintenant  établir  que, 
si  Ton  transforme  une  strophoïde  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques en  prenant  pour  pôU  un  point  quelconque  de  la 
courbe,  la  transformée  est  encore  une  strophoïde.  Soient 
O  (Jig'  s)  le  point  double  d*ùne  strophoïde  A,  B,  deux 
de  ses  points  correspondants  supposés  fixes,  P  un  troi- 
sième point  fixe  de  la  courbe  pris  pour  pôle,  et  M  un 
point  variable  sur  cette  ligne.  Le  point  M  peut  être  con- 
sidéré comme  le  point  de  rencontre  de  deux  cercles  pas- 
sant respectivement  par  O  et  A,  O  et  B,  et  coupant  les 
droites  OA,  OB  sous  un  même  angle  variable.  Pour  sim- 
plifier la  figure,  prenons  pour  puissance  de  transfor- 
mation le  carré  de  la  distance  PO;  pour  une  autre  puis- 
sance on  obtiendrait  une  figure  semblable. 

Soient  (X,  |3,  ia  les  points  transformés  de  A,  B,  M; 
les  droites  OA,  OB  auront  respectivement  pour  trans- 
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formées  les  cercles  OPa,  0P|3;1[es  cercles  OMA,  0MB 
seront  transformés  suivant  les  cercles  Ofia^  0(i^  et  cou** 
peront  les  cercles  OPa,  OP/3  sons  des  angles  égaux.  Le 
lieu  da  point  fx,  transformé  de  M,  esi  donc  décrit  par 


rinlersectioii  de  deux  cercles  variables,  passant  respec- 
tivement par  O  et  a,  O  et  P,  et  coupant  en  a  et  J3  les 
cercles  fixes  OPa,  OP^  sous  des  angles  égaux;  du  reste, 
le  pôle  P  étant  une  des  positions  du  point  M,  le  lieu  du 
point  II  aura  un  point  à  Tinfini  et  un  point  double  en  O. 
Pour  établir  que  le  lieu  du  point  fA  est  une  strophoïde,  il 
$nffit  de  faire  voir  que,  si  on  le  transforme  par  rayons 
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vecteurs  réciproques  en  prenant  le  p6le  en  O,  la  irans^- 
formée  est  une  hyperbole  équilatère  passant  par  le 
point  O,  d*apri8  le  diéorème  précédent. 

Or  il  est  évident  qu'il  en  est  ainsi,  car  les  quatre  cer- 
cles OPa,  0P|3,  OjiAa,  Ojui/3  se  transformeront  en  quatre 
droites  dont  les  deux  premières  sont  fixes;  les  deux  se- 
condes couperont  respectivement  les  deux  premières  aux 
points  transformés  de  a  et  de  j3,  et  feront  avec  elles  des 
angles  égaux;  elles  feront  alors  avec  la  droite,  unissant 
les  points  transformés  de  a  et  de  P,  deux  angles  ayant 
une  différence  constante  :  la  transformée  sera  donc  une 
hyperbole  équilatère  passant  par  O,  puisque  le  lieu  de  fi 
a  un  point  k  l'infini. 

Dans  la  transformation  que  nous  venons  de  faire  d'une 
strophoïde  en  une  autre,  les  points  transformés  de  deux 
points  correspondants  sont  des  points  correspondants  de 
la  transformée. 

Soient  {Jig*  3)  O  le  point  double  d'une  strophoïde; 
A,  B  deux  de  ses  points  correspondants;  M,  N  deux 
autres  points  correspondants;  transformons-la  en  pre- 

nant  B  pour  pôle  et  BO  pour  puissance  ;  soient  fx,  v  les 
points  transformés  de  M,  N. 

L'une  des  tangentes  au  point  double  O  est  OX,  bissec- 
trice commune  des  angles  BOA,  MON;  la  tangente  cor- 
respondant à  la  transformée  en  O  est  OÇ,  faisant  l'angle 
BOÇ  =  BOX.  Pour  vérifier  [la  proposition,  il  suffit  de 
montrer  l'égalité  des  angles  jxO^,  vO^.  Or 

p05=B0fx— BOÇ  =  BMO —  BOX, 
vOÇ  =  vOB  -t- BOÇ  =  BNO  H- BOX; 


mais 


car 


BMO  —  BOX  =  BNO  -4-  BOX, 


BMO— ONB=:aBOX, 
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paitqne  dans  le  quadrilatère  SMTN 

««.•^       ^N.—*^              M -+- N 
BMO  —  ONB  =  % 


S-f-T 


et  Ton  sait  que,  dans  un  quadrilatère,  Tangle  des  bissec- 
trices des  aD{;les  formés  par  deux  côtés  opposés  est  la 
demi-somme  des  deux  angles  opposés  du  quadrilatère. 


Nous  avons  vu  que  la  tangente  à  la  première  strophoïde 
en  6  est  la  droite  symétrique  par  rapport  à  BO  de  la 
droite  BÂ  qui  joint  B  à  son  correspondant^  soit  BX  cette 
tangente,  ce  sera  la  direction  asymptotiqne  de  la  stro- 
phoïde tranrformée  :  le  point  transformé  de  B  étant  k 
Finfini,  le  foyer  de  la  seconde  strophoïde  sera  le  trans- 
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formé  a  de  son  correspondant  A.  Cest,- comme  nous 
Tavons  vu,  l'angle  des  droites  0(X,  6X  qui  caractérise  la 
forme  ou  figure  de  la  strophoïde  transformée  :  évaluons 
cet  angle. 

En  menant  par  a  uneparallèle  à  BX,  on  voit  que  Tangle 
cherché,  que  nous  désignerons  par  co,  est  égal  à 

0»  =  OaB  —  (a  —  XBa)  =  BOA  —  (2  —  3OBA) 

=  2  ~  (OBA  -f-  OAB)  —  (2  —  2OBA), 

»  =  OBA  —  OAB. 
Or  dans  le  triangle  BOA,  dont  OX  est  bissectrice, 

OBA  4-  BXO  =  OAB  -*-  a  —  BXO, 

d'où 

OBA  —  OAB  =  2(1  —BXO)  ; 

donc 

«=:2(i  — BXO). 

Projetant  le  point  O  sur  AB,  par  la  perpendiculaire  OZ, 
Z  sera  un  point  de  la  strophoïde,  et  nous  aurons 

w  =  2Z0X. 

On  voit  parla  que  la  forme  de  la  strophoïde  transformée 
reste  la  même  si  nous  prenons  successivement  pour 
pôles  de  transformation  deux  points,  correspondants; 
nous  en  avons  une  vérification  dans  la  transformation 
en  prenant  pour  pôles  les  deux  points  correspondants 
principaux. 

La  forme  de  la  transformée  est  déGnie  par  Fangle  ZOX  ; 
chaque  droite  passant  par  le  point  double  O,  ne  rencon- 
trant la  courbe  qu'en  un  autre  point,  il  suffira  de  faire 
varier  ZOX  de  zéro  à  deux  droits,  pour  avoir  toutes  les 
transformées;  chaque  position  de  OZ  dans  cet  intervalle 
fournira  deux  points  correspondants,  réels  ou  imagi- 
naires, donnant  la  même  forme.  Si  ZOX  varie  de  zéro  à 
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deux  droits,  (avariera  de  zéro  à  quatre  droits,  et  l'angle 
aiga  caractérisant  la  forme  de  la  transformée  passera 
quatre  fois  par  le  même  état  de  grandeur  :  il  existe  donc 
en  général  huit  points  d'une  strophoïde  pour  lesquels  elle 
se  transforme  en  une  strophoïde  de  même  forme.  Ces 
huit  points  peuvent  se  construire  avec  la  règle  et  le  com- 
pas, pour  une  forme  donnée  définie  par  une  valeur  de  &>} 
il  suffira  pour  cela  de  faire  ZOX  ^al  à  Tune  des  valeurs 

-) y  — I — »  TT 9  de  déterminer  le  point  Z  situ4 

2    2  2     2  2  2  '^ 

sur  chacun  de  ces  rayons,  d'élever  en  chaque  point,  tel 
que  Z,  une  perpendiculaire  à  OZ,  et  de  déterminer  les 
points  communs  de  cette  droite  et  de  la  strophoïde,  ce 
qu'on  sait  faire.  On  voit  facilement,  d'après  cette  con- 
struction, que  quatre  seulement  des  huit  points  dont  on 
vient  de  parler  sont  réels,  et  que  ces  quatre  points  eiis- 
teot  toujours.  En  effet,  pour  que  la  perpendiculaire 
menée  à  l'extrémité  du  rayon  OZ  rencontre  la  strophoïde 
en  deux  autres  points  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
rayon  OZ  soit  moins  long  que  le  rayon  dirigé  du  point  O 
vers  le  point  correspondant  de  Z,  ce  qui  n'a  lieu  que  si 
le  point  Z  est  situé  sur  la  boucle  de  la  strophoïde. 

On  retrouve  ainsi  les  trois  points  pour  lesquels  nous 
avons  vu  que  la  strophoïde  se  transformait  en  elle-même 
on  en  une  strophoïde  égale,  et  un  quatrième  point  cor- 
respondant du  foyer  qui  est  à  l'infini. 

Il  n'y  a  que  deux  points  pour  lesquels  la  strophoïde 
se  transforme  en  une  strophoïde  rectangulaire;  dans  ce 
cas  le  nombre  des  solutions  devient  deux  fois  moindre, 

^•^  »        ir        » 

parce  que  -  = • 

*         2  2  2 

Il  résulte  des  considérations  précédentes  que  Thyper- 
We  équilatère  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques d'une  strophoïde  peut  être  considérée  comme  une 
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slropholde  dont  le  point  double  est  à  l'infini.  On  voit 
du  reste  directement  qu'il  en  est  ainsi,  puisque  les  an* 
gles  des  deux  cordes  supplémentaires  issues  des  extré- 
mités d'un  diamètre  fixe  admettent  pour  bissectrices  des 
parallèles  aux  asymptotes.  De  plus,  i  toute  manière 
d'engendrer  une  byperbole  équilatère  par  intersection 
de  lignes  ou  par  enveloppe  correspond  une  manière  ana- 
logue d'engendrer  une  stropbofde. 

Considérons  une  suite  de  coniques  ayant  pour  foyers 
communs  F  et  Fi  {fig*  A)\  ^oit  ABAiBi  l'une  déciles. 


Fiiî.  4. 
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menons-lui  la  tangente  PC  du  point  fixe  P;  quand  la 
couique  variera,  le  point  C  décrira  une  strophoïde.  For- 
mons la  figure  polaire  réciproque  en  pi^enant  pour  centre 
du  cercle  directeur  le  foyer  F,  la  courbe  polaire  réci- 
proque de  ABAiBi  sera  le  cercle  XX|  transformé  par 
rayons  vecteurs  réciproques  du  lieu  du  point  K,  projec- 
tion du  foyer  F  sur  la  tangente  PC  (tliéorème  III,  corol- 
laire I  de  notre  précédent  article)  ;  le  pdie  de  la  droite 
PC  sera  à  l'intersection  N  du  cercle  XXi  et  de  la  polaire 
TVKx  du  point  P.  La  polaire  du  point  C  est  la  tangente  NM 


mn.  cercle  Xkf  menée  en  N;  si  R  est  le  rayon  du  cercle 

directeur,  FM  X  FC  =  R*,  et  le  lieu  du  point  M,  trans* 

formé  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  strophoïde 

décrite  par  le  point  C  et  passant  par  le  pôle  F,  est  une 

strophoïde.  Les  cercles,  tels  que  XXi,  sont  transformés 

par  rayons  yecteurs  réciproques  d'une  série  de  cercles 

concentriques,  ils  ont  même  axe  radical  avec  le  point  F 

qui  est  le  transformé  de  celui  dont  le  rayon  est  infini  ; 

en  effet  ces  cercles  transformés  coupent  or  thogonalement 

les  cercles,  transformés  de  deux  diamètres  quelconques 

descercles  concentriques,  et  l'on  sait  que  tous  les  cercles 

qui  en  coupent  prthogonalement  deux  autres  ont  pour 

axe  radical  commun  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles 

fixes. 

n  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  considère  une 
suite  de  cercles  ayant  un  même  axe  radical  avec  un  point, 
qu'on  projette  ce  point  sur  les  tangentes  aux  cercles  de 
la  suite,  menées  &  leurs  points  communs  avec  une  droite 
fixe,  le  lieu  de  ces  projections  sera  une  strophoïde. 

Le  théorème  I  de  notre  précédent  article  prend,  par 
suite  des  conséquences  que  nous  en  avons  déduites,  un 
degré  de  généralité  plus  grand.  On  peut  encore  le  démon- 
trer généralement  et  directement  de  la  manière  suivante. 

Soient  C,  Cl  {^g.  5)  deux  cercles  quelconques  ne  se 
coupant  pas,  O,  Oi  les  deux  points  ayant  avec  eux  même 
axe  radical  GH  ;  coupons-les  par  la  sécante  ABDE,  me- 
nons les  tangentes  BP,  DQ,  PEQ,  les  points  P  et  Q 
appartiennent  à  un  cercle  ayant  même  axe  radical  avec 
les  deux  premiers,  et  les  segments  PE,  EQ  sont  vus 
des  points  O  et  O^  sous  un  même  angle.  En  effet,  les  deux 
triangles  QDE,  PBE  ont  l'angle  D  ==  B,  et  les  angles  en  £ 
supplémentaires^  il  en  résulte  la  proportion 

QE       PE 
QD"^PB* 
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Donc  les  points  P  et  Q  appartiennent  i  un  cercle  C|  ayant 
même  aie  radical  avec  les  deux  premiers. 

Prolongeons  PQ  jusqu^i  sa  rencontre  avec  GH  en  K, 


et  du  point  R  comme  centre  décrivons  le  cercle  ortho- 
gonal ayant  KE  ponr  rayon;  il  passe  par  les  deux  points 
O  et  Oi  ;  le  cercle  qu'on  vient  de  constmire  étant  ortho- 
gonal aux  cercles  C,  Ci,  C|,  on  a 

KPxKQ  =  Ki  . 

Les  points  E  et  Ei  sont  donc  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  P  et  Q*,  si  maintenant  on  construit  les 
rayons  OEi,  OP,  OE,  OQ,  le  premier  et  le  troisième 
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étaot  rectangulaires,  puisque  TangleEiOE  est  inscrit 
dans  un  demi-cercle,  OE]  et  OE  sont  les  bissectrices  des 
angles  formes  par  OP  et  OQ.  La  même  démonstration 
s'applique  évidemment  au  point  Of 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  déduire  la  démons- 
tration du  théorème  analogue  au  théorème  IV  de  notre 
précédent  article. 

Une  partie  des  considérations  précédentes,  jointes  à 
quelques  lemmes  simples,  nous  ont  conduit  à  une  dé- 
monstration d*un  théorème  remarquable,  dû  à  Poncelet, 
et  dont  il  a  aussi  donné  une  démonstration  géométrique. 
Nous  allons  exposer  ici  notre  solution,  à  cause  des  rap- 
ports qu'elle  présente  avec  les  principes  dont  nous  ve« 
nous  de  faire  usage. 

Lemme  1. — Soit  {fig.  6)  APM  une  courbe  tangente  à 
la  droite  OÂT  en  A;  faisons  l'angle  arbitraire  TOP  dont 


le  second  c6té  coupe  la  courbe  en  P,  décrivons  du 
point  O  comme  centre  avec  OA  pour  rayon  l'arc  AB, 
et  construisons  la  corde  AB  de  cet  arc  \  nous  allons  mon- 

PB 

trer  que  le  rapport  —  croit  indéfiniment  quand  Tangle 

TOP  tend  vers  zéro. 


N 
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En  eiSet,  prenons  sar  AB  la  longueur  fixe  AC  =  /, 
puis  par  le  point  C  menons  CD  parallèle  à  OP  et  limitée 

en  D  à  la  corde  AP;  on  ^  XS^^  "F*  Or,  quand  TOP 

tendra  vers  zéro,  APD  prendra  la  direction  de  la  tan- 
gente  AT-,  ABC  deviendra  perpendiculaire  à  OT,  et  CD 
parallèle  à  OT croîtra  au  delà  de  toute  limite:  donc  il 

en  sera  de  même  du  rapport  —  et  de  son  égal  —  • 

Lemme  II. — Soit  {Jig.  7)  APM  une  courbe  normale 
à  la  droite  OAT  en  A;  faisons  Tangle  arbitraire  TOP 


H'  .« 


dont  le  second  côté  rencontre  la  courbe  en  P*,  décrivons 
du  point  O  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  Tare 
AB,  et  construisons  la  corde  AB  de  cet  arc  ^  nous  allons 

montrer  que  le  rapport  —  tend  vers  zéro  en  même  temps 

que  Tangle  TOP.  En  effet,  prenons  sur  AB  la  longueur 

fixe  AG  =  /;  puis  par  le  point  C,  menons  CD  parallèle 

PB        CD 
à  OP  et  limitée  à  la  corde  AP  en  D5  on  a  —^  =  -7--  Or 

AB  i 

quand  TlOV  tendra  vers  zéro,  AD  et  AC  devenant  res- 
pectivement tangentes  à  la  courbe  APM  et  à  Tare  AB  se 
confondront  suivant  AX  perpendiculaire  à  AT,  CD  pa- 
rallèle à  OT  deviendra  nulle  :  il  en  sera  de  même  do 

CD  PB 

rapport  —  et  de  son  égal  —  • 
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Lemm»  III.  —  U  n'existe  aucune  coBrbe  tangente  k 
toates  les  droites  iafiniment  voisines  issues  du  mèma 
point  et  comprises  dans  un  angle  donné. 

En  e0et,  s'il  existait  une  telle  coorbe  ÂMN. . .  A, 
{fig.  8)>  totis  ses  points  n'étant  pas  àl'iafitii,  onpoor- 
rait  toojonrs  prendre  dans  l'intérieur  de  l'angle  consi- 
déra deux  dixntes  OT,  OTi,  se  conpuit  en  son  sommet 


et  faisant  nn  angle  assez  petit,  qnotqne  fini,  pour  que 
ions  les  rayons  dirigés  du  point  O  vers  les  points  de  la 
courbe  et  compris  dans  l'angle  TOT,  soient  finis  et 
croissent  quand  le  rajon  s'écarte  de  la  position  OT 
pour  se  rapprocher  de  la  position  OTi.  IKvbons  l'angle 
TOT,  en  n  parties  égales,  les  rajons  de  divisions  seraient 
tous  tangents  k  la  courbe  en  leurs  points  A,  M,  N,  P, .. . ,  A, 
communs  avec  cette  ligne.  Du  point  O  comme  centre 
avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  OA,  0M,ON,.. ., 
décrivons  les  arcs  AG,  Mv,  Nn,,,.,  et  construisons  leurs 

cordes  :  les  rapports  — jS" '  — i-n-  '    r"^  >  ■  ■  ■  > 

'  '^^  corde  A  [Ji     corde  M  v      corde  M  «r 

croîtraient  chacun  au  delà  de  toute  limite  avec  n,  d'après 
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le  lemme  I,  et  il  devrait  en  être  de  même  du  rapport 
formé  en  les  ajoutant  terme  à  terme,  qui  est  compris 
entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand;  mais  ce  dernier  rap- 

A   f 

port  est  plus  petit  que  le  rapport  — *  qui  a  même 

numérateur  et  un  dénominateur  plus  petit,  et  qui  est 
fini.  Donc  Texistenoe  delà  courbe  est  incompatible  avec 
Thypothèse. 

Corollaire,  —  La  seule  ligne  passant  par  un  point 
extérieur  au  centre  d'un  système  de  cercles  concen- 
triques infiniment  voisins,  et  qui  les  coupe  tous  ortbo- 
gonalement,  est  la  ligne  droite  qui  unit  ce  point  au 
centre. 

Lemnie  IV.  —  Si  toutes  les  normales  i  une  courbe 
passent  par  un  point  fixe,  cette  courbe  est  un  cercle  donl 
le  point  fixe  est  le  centre. 

Soit  (fig*  8)  une  courbe  AMN...  Ai,  dont  toutes  les 
normales  se  coupent  au  point  O^  on  établira  que  cette 
courbe  est  un  cercle  dont  le  centre  est  en  O,  en  faisant 
Toir  que  ces  normales  ne  peuvent  être  inégales.  Suppo- 
sons que  la  courbe  AA|  admette  des  normales  inégales; 
il  faudra  qu'en  parcourant  Tare  AAi  les  normales  ail- 
lent en  croissant  ou  en  décroissant  pendant  un  certain 
temps;  admettons  qu'en  parcourant  l'arc  A  Ai,  qui  peut 
être  très-petit,  mais  fini,  les  normales  aillent  constam- 
ment en  augmentant. 

Divisons  Tangle  AOAi  en  n  parties  égales  par  les  nor- 
males OM,  ON,  OP, ...  ;  du  point  O  comme  centre  dé- 
crivons les  arcs  de  cercle  Afx,  Mv,  Nir,  • . .  et  construi- 
sons leurs  cordes  ;  décrivons  encore  du  même  centre  Tare 
AiGi  limité  aux  côtés  de  l'angle  AOAj.    D'après    le 

,  TT  1  Mtt  Nv  Vn 

lemme  U,  les  rapports — .    ,    >  — .   ,,  »  — .  , ,    y» 

'^'^         corde  A  [A    corde  M  v     corde  Wir 

doivent  tous  tendre  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfi- 
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niment  :  il  doit  en  être  de  même  du  rapport  formé  en 
les  ajoatanl  terme  à  terme,  qui  edt  compris  entre  le  plus 
petit  et  le  plus  grand  ;  mais  ce  dernier  rapport  est  supé- 
rieur au  rapport ?-— -  qui  a  même  numérateur  et  un 

'^^       arcAiGi 

dénominateur  plus  grand,  et  qui,  d'après  l'hypothèse» 
n'est  pas  nul^  donc  les  normales  ne  peuvent  être  iné- 
gales, et  le  lemme  est  démontré. 

Corollaire.  —  La  seule  ligne  passant  par  un  point 
donné  et  coupant  orthogonalement  un  système  de  droites 
infiniment  voisines  issues  d'un  point  est  une  circonfé- 
rence ayant  ce  point  pour  centre. 

Le  théorème  de  Poncelet,  que  nous  avons  en  vue 
de  démontrer,  consiste  en  ce  qui  suit  : 

Si  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle  et  que  deux 
de  ses  côtés  restent  constamment  tangents  à  deux  cer^ 
clés  ayant  avec  le  premier  un  même  axe  radical^  le 
troisième  côté  reste  aussi  constamment  tangent  à  un 
cercle  ayant  avec  les  précédents  même  axe  radical» 

Soient  O,  (y,  C  trois  cercles  ayant  un  même  axe  ra- 
dical (fig*  9)9  ABC  un  triangle  inscrit  dans  le  cercle  (y'y 
et  dont  les  côtés  BC,  BA  sont  respectivement  tangents 
aux  cercles  O  et  O  en  P  et  Q  :  cherchons  d'abord 
une  propriété  du  point  décrivant  de  l'enveloppe  du 
côté  AC.  Pour  cela,  considérons  le  triangle  dans  une 
position  voisine  AiBiCi  :  soient  Pi,  Qt  ses  points  de 
contact  avec  les  cercles  O,  CV^  H,  I,  L  les  points  de 
rencontre  de  deux  positions  du  même  côté^  quand  Ai 
viendra  se  confondre  avec  A,  les  points  I  et  H  se  con- 
fondront avec  P  et  Q  respectivement,  et  le  point  L 
tendra  vers  une  limite  X,  qui  est  le  point  décrivant 
de  Tenveloppe  cherchée.  De  la  similitude  des  triau- 
gles   AAiH,  BBiHî  BBJ,   CCJ;  CCiL,   AA,L   on 

jânn.  de  Mathémat.^  t.  XIV,  a«  série.  (Mai  1875.)  l4 


(  »«•) 


dédttit 


AA, 
BB, 

AH 
""flBi 

BB, 

BI 

ce, 

=  C.I' 

ce, 

CL 

AA, 

""A|L 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membre  et  ramenant 
à  la  forme  entière,  on  a 

AHXBIXCL=HB|XC,IXA|L. 

Supposons  maintenant  que  A  i  vienne  se  confondre  avec  A  ; 


il  en  sera  de  même  de  Bi  avec  B,  C|  avec  C,  et  Ton 

aura 

AQ  X  BP  X  C X  =  a;  X  CP  X  BQ  ; 


(»»«  ) 

mais  qvanil  trois  cercles  ont  im  mèoie  axé  radical,  i& 
d'an  point  pris  sur  l'un  d^eux  on  mène  des  tangentei 
aux  deux  autres,  elles  sont  dans  un  rapport  constant; 
donc,  si  du  point  C  nous  menons  CR  tugait  au 
cercle  (V,  nous  aurons 

œ_BQ 
CP  ~BP* 

on 

CRXBP  =  CPXBQ; 

par  comparaison  de  cette  égalité  avec  la  précédente, 

on  conclut 

AX_AQ 

Donc,  si  Ton  construisait  un  quatrième  cercle  ayant 
même  axe  radical  aTCc  les  trois  premiers  et  tangent  à  la 
droite  AC,  son  point  de  contact  serait  au  point  X; 
puisque  ce  point  de  contact  doit  diviser  AG  en  segments 
proportionnels  à  AQ  et  CR. 

Considérons  maintenant  la  fi  g.  lo  :  soient  O,  (V,  O^ 
trois  cercles  ayant  pour  axe  radical  AAi  ;  I,  Ii  les  deux 
points  ayant  avec  eux  même  axe  radical;  tous  les  cercles 
passant  par  I  et  It  coupent  orthogonalement  les  cercles  O, 
(y,  (y  et  tous  ceux  qui  ont  avec  eux  même  axe  ra- 
dical AA|.  Nous  désignerons  tous  les  cercles  ayant  même 
axe  radical  que  O  et  O'  par  la  dénomination  des  cercles 
de  la  suite  (I),  et  ceux  qui  les  coupent  orthogonale- 
ment par  cercles  de  la  suite  (R). 

Inscrivons  le  triangle  PQR  dans  le  cercle  O*,  de  ma- 
nière que  deux  de  ses  côtés  soient  tangents  aux  cercles  O 
et  (y,  le  troisième  QR  sera  tangent  à  son  enveloppe  et  à 
un  cercle  de  la  suite  I  en  X,  el  il  en  résulte  qu*en  ce  point 
l'enveloppe  de  QR  sera  orthogonale  au  cercle  de  la 
suite  (R)  qui  y  passe.  L'enveloppe  de  la  droite  QR  sera 

14. 


(tu) 

jbnc  aiîe  trajeetoif  e  ovtlngMialetfemDeroleade  la  5irite{R). 
D0  même,  61  noas^nsid^itnis  les  trois  cercles  C,  C\  C 
de  la  svîte  (R),  que  tioas  iiiscriviotis  danv  le  cerele  C^  le 
fliailgle  PiQfRi,  dont  deuit  c6téB  sorti  tangeâts  aux  cer* 
clés  G  et  C\  nous  verrons  de  la  même  luanîère  que  Ten* 
▼eloppe  du  côté  QtRi  est  une  trajectoire  orthogonale 
des  cercles  de  la  suite  (I). 


Si  maintenant  nous  transformons  ia  figurepar  irayona 
Tedfenrs^  réciproques  en  prenant  le  pôle  en  I,  les  oer* 
des  de  la  suite  (R)  se  transformeront  en  uu  système 
de  droites  rayonnant  autour  du  point  transformé  de  Ij, 
et  les  cercles  de  la  suite  (I)  se  transformeront  en  cercles 
concentriques  ayant  pour  centre  le  même  point  trans-» 
formé   de  If  La   transformée   de  l'enveloppe    de   la 


(»i3) 

droite  QR  lera  une  €oUrbe>  donc  toutea  lei  noraiales  conr 
coarront  au  point  transformé  de  If^  cette  cotiil>e  sera 
donc  une  circonférence  ayant  le  point  transformé  de  Ii 
pour  centre  (lemme  IV),  donc  Tenveloppe  de  QR  est  un 
descercles  de  la'snite  (I).  La  transformée  de  Tenveloppe 
de  la  droite  QiRi  sera  une  trajectoire  orthogonale  des 
cercles  transformés  de  la  suite  (I)  qui  sont  concentriques^ 
ce  sera  donc  un  diamètre  de  ces  cercles  (leameOI, 
corollaire).  Donc  Tenveloppe  deQiRi  est  un  des  cercles 
delà  suite  (R). 

Reprenons  notre  sujet,  et  établissons  quelque» 
Utéorètnes  généraux  sur  les  figares  qui  ont  la  propriélé 
de  se  reproduire  par  rayona  vecteurs  réciproques. 

Théorème  L — Si  Ton  transforme  par  rayons  vecteurs 
réciproques  une  figure  assujettie  à  la  seule  condition 
d^étre  symétrique  par  rapport  à  un  plan  y  la  trans^ 
formée  aura  la  propriété  de  se  transformer  en  elïe^ 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques  ;  le  pôle  de  la 
seconde  transformation  est  le  point  transformé  du  symé^ 
trique  du  pèle  de  la  première^  par  rapport  au  plan  de 
symétrie  de  la  figure  considérée;  la  puissance  de  la  se^ 
conde  transformation  est  positive.  Si  là  figure  consi*- 
dérée  est  plane,  il  suffit  qu^ elle  ait  un  axe  de  symétrie; 
car  le  plan  perpendiculaire  au  sien  conduit  suivant 
Vaxe  sera  pour  elle  un  plan  de  symétiie. 

Pour  le  montrer,  considérons  les  deux  points  Â,  Âi 
(fis-  '  0»  symétriques  par  rapport  au  plan  P  et  appar- 
tenant à  une  figure  jouissant  de  la  même  propriété. 
Transformons  cette  figure  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques en  prenant  le  point  O  pour  pôle.  Soit  0}  le  point 
symétrique  de  O  par  rapport  au  plan  P;  les  points  Â,  Âj 
sont  situés  sur  une  circonférence  ayant  OOi  pour  dia«> 
mètre;  la  droite  AÂ^  se  transformera  en  une  circonfé- 
rence tangente  à  OOi  en  O*,  le  cercle  OAi  AOi  se  trans- 
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formera  en  une  droite  passant  par  le  point  fixe  tù,  trans* 
formé  deO|  ;  les  points  transformes  de  A  et  Ai  seront 
les  intersections  a,  a^  d'une  droite  passant  en  tù  avec 
nn  oercle  tangent  a  (ùO  en  O  ;  on  aura  donc 

égalité  qui  établit  la  proposition. 

.  Remarque  /.  —  Si  le  pèle  O  venait  se  placer  dans  le 
plan  P,  le  point  ai  s'éloignerait  à  Tinfinl;  une  figure 
ayant  un  plan  de  symétrie  peut  donc  être  eonsidérée 
comme  se  transformant  en  elle-même  par  rayons  Vjec- 
leurs  réciproques^  le  pèle  étant  à  Tinfini  sur  une  perpen- 
diculaire ait  plan  de  symétrie  et  la  puissance  de  trans- 
formation étant  infinie. 

Remarque  II.  —  Si  une  figure  admet  plusieurs  plana 
de  symétrie,  une  figure  transformée  de  celle-là  par 
rayons  vecteurs  réciproques  se  transformera  en  elle- 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques  par  rapport  i 
autant  de  points. 

Si  les  plans  de  symétrie  de  la  première  figure  se  cou- 
pent en  un  même  point,  les  symétriques  du  pèle  de  trans- 
formation O  par  rapport  à  ces  plans  seront  sur  une 
sphère  passant  par  le  point  O  et  ayant  pour  centre  le 
point  commun  des  plans  de  symétrie;  donc  leurs  trans- 
formés, qui  sont  les  pèles  de  la  seconde  transformation, 
seront  dans  un  même  plan  transformé  de  la  sphère. 

Si  les  plans  de  symétrie  de  la  première  figure  se  cou- 
pent suivant  une  droite,  les  pèles  de  la  seconde  trans- 
formation sont  en  ligne  droite*,  ainsi,  comme  exemple, 
la  surface  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
d'une  surface  de  révolution  se  transforme  en  elle-même 
par  rapport  à  tous  les  points  d'une  droite  perpendicu- 
laire au  plan  méridien  passant  par  le  pèle  de  la  première 
transformation. 
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Théosjuib  II.  —  Si  une  figure  se  truurferme  en  elle^ 
même  par  rayons  'lecteurs  réciproques  suivant  unepuis^ 
sance  positiue^  on  peut  la  transformer  par  rayons  vec* 
teurs  réciproques  en  une  seconde  figure  ayant  tel  plan 
qu'on  "voudra  pour  plan  de  sjmétrie* 

Soient  a,   a^  [fig.  ii)  deux  points  correspondants 

Fig.ll. 


d'une  telle  figure,  o)  le  p6le  de  transformation,  A*  la 
puissance^  on  a 

Soit  encore  P  un  plan  quelconque  :  abaissons  du  point  tù 
une  perpendiculaire  a)N  sur  ce  plan,  prenons  sur  elle 
«»0  =  A,  puis  déterminons  le  point  Oj  symétrique  de  O 
par  rapport  au  plan,  enfin  transformons  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  en  prenant  le  point  O  pour  p6le  et 
pour  puissance  le  produit  cdO  X  OOi* 

Les  deux  points  a,  a^  sont  sur  la  droite  cooai  et  sur 


une  circcnféreiice  tangente  a  Ou  en  O;  la  droite  uoai 
se  transforme  en  nne  circonférence  ayant  pour  diamètre 
00|  ei  son  centre  en  N;  la  circonférence  Oaat  se  trans* 
formera  en  une  corde  parallèle  à  OOt  de  la  circonférence 
précédente,  et  dont  en  conséquence  le  milieu  sera  dans 
le  plan  P^  les  points  A,  Ai,  respectivement  transformés 
de  a,  au  seront  symétriques  par  rapport  au  plan  P. 

Remarque.  —  Si  une  figure  se  transforme  en  elle- 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  suivant  des 
puissances  positives  par  rapport  à  plusieurs  pôles,  si  de 
plus  les  sphères  décrites  de  ces  p6les  comme  centre,  avec 
des  rayons  respectivement  égaux  aux  racines  carrées  des 
puissances  correspondantes,  se  coupent  en  un  même 
point,  en  prenant  ce  point  pour  pôle  la  figure  se  trans- 
formera par  rayons  vecteurs  réciproques  en  une  autre 
admettant  autant  de  plans  de  symétrie  quHl  y  a  de  sphères 
passant  par  le  point.  Nous  avons  une  application  de  cette 
remarque  dans  la  transformation  de  la  strophoïde  en  hy- 
perbole équilatère.  La  strophoïde  se  transformerait  en- 
core, d'après  la  même  remarque,  en  une  courbe  sphérique 
admettant  deux  plans  de  symétrie,  si  Ton  prenait  pour 
pèle  un  point  quelconque  de  la  circonférence  de  petit 
cercle  commun  aux  deux  sphères  ayant  pour  centres  les 
points  correspondants  principaux  et  passant  par  le  point 
double.  (A  continuer,) 

FOYERS  ET  DIRECTRICES  DBS  SURFACES  DD  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  h.  LEMONNIER, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


1.  Soit  ffiXjj^  z)  Tensemble  des  termes  du  second 
degré  dans  l'équation  générale  du  second  degré 

/(*»  r>  «)  =  A«»  -4-. . .  H-  D  =  o. 


(  ai7  ) 

Si  les  coordonnées  sont  rectangniaires  et  que  S  soit 
nne  racine  de  Tëquadon  ordinaire  dite  en  S,  on  sait  que 
Ton  a  deux  plans  cycliques  par  Téquation 

f  —  S(x*-4-.r»-4-«')  =  o. 

Posons 

•  —  S(:p'  -f- /»  -t-  z»)  =  «p, 

a  et  p  désignant  ainsi  deux  fonctions  du  premier  degré. 
Deux  plans  cycliques  quelconques  respectivement  pa- 
rallèles aux  plans  a  et  ^  ayant  pour  équations  a  +  2p  =  o, 
P  -+-  ay  =  o,  Téquation 

/{^»  r»  «)  —  («  -^  V)(P  ■+•  2^ ) 

=  f  (  J^»  Xj  »)  -^  aC«-f-  2  G  y  -f-  aCs  -f-  D— y 
-hS(x'-+-y'-l-z')  —  2/?p  —  a^a  —  l^pq 
=  S(ar^  -+-  r*  -*-  *')  -+-  aCx  -+-  aC'j  4-  iQfz 

-h  D  —  2/>(i  —  27a  —  ^pq'=^  o 

sera  celle  d'une  sphère  passant  par  les  deux  sections 
cycliques  relatives  à  ces  plans. 

Si  la  sphère  est  de  rayon  nul,  son  centre  sera  un  foyer 
de  la  surface  ;  alors  on  a  pour  ce  centre 

87  -+■  C  —  p^^  —  qJ^  =  o, 

sz-HC^-./>p;-y«;=o, 

Cx-k-C'y-^-  C'a  -I-  D  —  /?p  ~  q^^p^^  ^  ça',  —  [^pq  =  o. 

L'élimination  de  p  et  de  ^  entre  ces  quatre  équations 
mène  à  deux  équations  pour  le  lieu  des  foyers  qui  cor- 
respondent à  la  valeur  de  S  considérée. 
Les  trois  premières  équations  donnent  d'abord 

sr-4-c'   p;  «; 


sz+c^  p;   «; 


==  o. 


(»«•) 


ou 


(0 


s 


*  f,  «; 

c    p-x 

r  p;  «; 

-4- 

c   p; 

-  p;  «; 

c  p; 

=  o. 


C^est  Téquatioa  d*un  plan  qui  passe  par  lé  centre  de  la 
surface,  pui8qn*il  passe  à  l'origine  quand  elle  est  en  ce 
centre,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  à  rintersection 
des  plans  a  et  |3.  C'est,  en  conséquence,  le  plan  principal 
perpendiculaire  à  la  direction  que  détermine  S,  en  sup- 
posant S  différent  de  zéro. 

Considérons  d'autre  part  les  équations 

On  peut  d'abord  en  tirer 

Sx  +  C  p;  «; 

Ss  -f.  C'  p; 


=  Oi 


ou 


S^H-C  <.  p; 

s«-hC''  a;       p; 

Or,  par  les  équations 

pp^H-^a;=:Sa-+-C", 


— 4^ 


=o. 


on  obtient 


p; 
p*. 
p; 
p; 


p  = 

Sj:  -H  c        «^ 

Ss  -h  c   «; 

î  — 

Px    s*  +  c 
p;    s* + c 

w 


(  a«») 


d'où 


W 


Sx  -4-  C      a' 


Sz-hC     a. 


p;  Sa:+c 

• 

P*         «X 

p;  sz-hc 

• 

K   «'* 

pais  il  en  résulte 


Cx4-C>H-C"*H-D 

Sx  -f-  C       a^ 
S»  -4-  C"     al 


a-ha^ 
Sot 
Sz 


PI. 

p; 
p-i-p; 


=  o 


d'où 


S*  +  C  a]^  p^ 

s.+c  «;      .      p; 

c'r+D  — s(*»+»')  x*y-^»*',  rp;.+ap'/ 

S«-f-C     «^       s«  +  c     PI, 

S«  -H  c     a. 


+  4 


Sx 
8* 


C 

C   p; 


:=  O. 


On  a  ainsi  une  équation  du  second  d^ré  ou  une  identité. 

Par  le  changement  de  a?  en  ^  ou  de  z  en^,  on  aurait 
deux  autres  équations  analogues.  L'une  déciles  au  moins, 
jointe  à  l'équation  du  plan  signalé,  détermine  une  co- 
nique comme  lieu  de  foyers  répondant  à  la  valeur  de  S. 

jipplication  à  V ellipsoïde.  —  Soit 


y' 


f{x,y^z)z=i  -  -f.-^  +  -  — ,  r=o,     fl>^>£r. 


Prenons  S  ^^  -r*»  nous  aurons 

0' 


tk  — _j«  i-_  _i .«_ f z. —  __—__—  «» .  j?î- 


(  «•<>  ) 


d'où 


Jb^—c^  Sla^—  b^ 

OC  ab 


P  = 
par  suite 


A» 


J        Oy—O,       «,_ ^^         ,        -,   —  w, 


P^    = 


ab 


'  p;=o,  p;= 


,    v*^ 


6c 


»      PI  =0. 


«S  P* 

L^équation  (i)  devient 
et  l'équation  (a) 


V^«»—  kf^sjb^'-c' 


ab^c 


—  a 


y/à'^b^yjb^—c^ 
ab*c 


3r  =  o, 

X 


z 


ab  ab 

y/b^  —  c*       s/b^'-c^ 


—  1  — 


6c 
o 


sjà'-^b^ 
ab 

X  ija*  b* 
b^           ab 

z 

sjb'  —  c' 
bc 

z  v^6'  — r> 
b*           bc 

=  0 


ou 


^[ai^b'){b^^c')/        a:»-4-»*\      i»— c'x»       a»— t^z»_ 

__  j *  ^  '  _i_  X   —'  —  «*  —  ^  o 


1,1  —  ^î         6=  —  C» 


=x  I. 


(  •»•  ) 

On  a  ainsi  pour  focale  dans  le  plan  xz^  vu  qu^on  sup- 
pose a^b'^c^  une  hyperbole  syant  pour  sommets  réels 
les  foyers  de  l'ellipse  du  plan  xy^  et  pour  foyers  ceux  de 
TeUipse  du  plan  xz. 

Les  deux  autres  focales,  en  déduisant  de  là  leurs  équa- 
tions par  permutation  tournante,  ont  pour  équations. 
Tune 


«  =  o, 


r* 


b^^c' 


d'-^c^ 


=  1 


Tautre 


x  =  o, 


^.=.. 


* 

Si  Ton  considère  un  point  (Xi  Zt)  sur  la  focale  qui  a 
pour  équation,  avec  /  =  o, 


»         « 


a»  —  ^?       6^  —  c' 


on  a,  pour  les  valeurs  dep  et  de  g  correspondantes, 


^<j» -*  é>*  y' **  —  c'      _ 


ab*c 


P  = 


fi 
•^> 

fi 
b^ 


V«'—  b^ 


ûb 


bc 


/ 


2   ^  I.  —    O 


ii 


V'  6»  —  t» 


^c 


(  •»») 

d'oà 

pour  les  plans  d^in  tersection  de  Tellipsoïde  et  de  la  sphère* 
foyer  (Xi,  o,  jS|)«  L'intersection  de  ces  plans  est  donc 
donnée  par 

fl*  —  b*  b* — c* 

d*où 


a^Xt 

a*-f-°' 

X  —  ar, 

»-».. 

*i 

«.      ' 

ll>  —  ^a  ^2-^C' 

c*est  la  direetrice  correspondant  au  foyer  {xi^  o,  z^).  Le 
plan  du  foyer  et  de  la  directrice  est  normal  à  la  focale  et 
coupe  la  surface  suivant  une  conique  qui  a  le  point 
{Xfj  o,  Zi)  fOVLrfojrer  et  la  droite  pour  directrice  cor- 
respondante. 

Je  m'arrête,  n'ayant  pas  à  dérelopper  ici  toute  la  théo- 
rie des  foyers  dans  les  surfaces  du  second  degré. 


MLDTiON  DE  U  ODISTION  DE  GiOMÉTBlS  AHALYTIIBI 
PIOPtSiB  AU  C«1IC«IIRS  D  AMISSION  A  L'ÉCOLE  NOUIALB 
SUPÉRIEURE  (ANNÉE  1874); 

Pae  m.  h.  JACOB, 

ÉlèTO  en  Mathémitiqaef  spéciales  au  lysëe  de  Dijon. 


i^  Par  les  trois  sommets  d^un  triangle  rectangle  on 
fait  passer  des  paraboles;  on  mène  à  ces  paraboles  des 


(*«8) 
tangentes  parallèles  à  l'hypoténuse  du  triangle  donné  : 
on  demande  le  lieu  des  points  de  contact. 

où  Le  lieu  cherché  est  une  conique  gui  coupe  chacune 
des  paraboles  en  quatre  points  :  on  demande  le  lieu 
décrit  par  le  centre  de  grauiié  du  triangle  formé  par  les 
sécantes  communes  qui  ne  passent  pas  par  Vorigine. 

1^  Soient  AOB  le  triangle  rectangle  donné*,  C  le  mi- 
lieu de  rhjpotënnse  AB;  et  OA  =  a,  OB  =  6  les  côtés 
de  Tangle  droit. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  droites  OAt  OB. 
Les  points  A  et  B  auront,  respectivement,  pour  coor- 
données, a:  =  a,j^  =  o  et  jp:=  o,j^£=  i.  L'équation  g^é- 
néreUe  des  paraboles  qui  passent  par  les  trois  sommets 
O*  A,  B  du  triangle  OAB  sera 

(i)  A'^(jr —  ^)H-  2Aary-f- Jf(«  — fl)  =  o, 

OÙ  A  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

Le  point  de  contact  d*une  tangente  parallèle  A  AB 
menée  à  Tune  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AOB 
se  UrouTe  sur  le  diamètre  de  cette  courbe,  qui  passe  par 

le  milieu  C  de  AB,  dont  les  coordonnées  sont  0?=  -, 

a' 

jr=  "'Fjo, outre  ce  diamètre  a  pour  coefficient  angulaire 
—  -J'y  son  équation  est  donc 


-^=-i('-i) 


OU 


(2)  31)^--^=:—  -(20?  — tf); 

par  conséquent,  les  coordonnées  du  point  de  contact 
d'une  tangente  parallèle  à  AB  devront  satisfaire  à  la 
fois  aux  équations  (t)  et  (a).  Il  s'ensuit  que,  pour  obtenir 


(  »»4} 

l'éqaatîon  du  lieu  de  ce  point  de  contact,  il  suffit  d^éli^ 
miner  le  coefficient  variable  À.  entre  les  équations  (  I  )  et  (2) . 

T  )  S  et,  en  sub- 
stituant cette  valeur  k  Â,  dans  Téquation  (1),  on  a 

En  transportant  les  aices  de  coordonnées  au  point  G, 
Téquation  précédente  devient  d'abord 

et  se  réduit  & 

{ax  -H  bx)(J^xjr  -f-  a^  H-  ^or)  =  o, 
équation  qui  se  décompose  en  les  deux  suivantes  : 
oy  -^bv  r=zo     et    ^xy  -h  ajr  -h  bx  =zo, 

La  première  représente  la  droite  ÂB,  qui  peut  être 
considérée  comme  faisant  partie  du  lieu  cbercbé,  lorsque 
Tune  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AOB  se 
compose  du  système  de  la  droite  AB  et  de  la  droite 
menée  par  le  point  O,  parallèlement  à  AB. 

L*équation  4^^  +  ^X  -+-  ia;  =  o  représente  une  hy- 
perbole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées,  c'est-à-dire  aux  droites  OA,  OB. 
Cette  hyperbole  passe  par  les  points  G  et  O;  elle  a  pour 
tangentes  en  ces  points  la  droite  AB  et  la  parallèle  à  AB 
menée  par  le  point  O;  son  centre  est  au  milieu  de  la 
droite  OC  (*). 

(*)  Lorsqu'on  mène  à  une  parabole  circonscrite  à  un  triangle  quel-* 
conque  AOB  une  tangente  parallèle  à  l'un  des  trois  côtés  AB  du  triangle, 
le  diamètre  de  la  parabole,  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  la  tan- 


(  aaS  ) 
a°  Pour  détenainer  le  lien  décrit  par  le  cenlre  de  gra- 
vita d'un  triangle  dont  les  tommeu  soient  trois  poinu 
autres  que  O  et  communs  à  l'hyperbole  dont  l'équation 
est4xJr~^.aJr^bx  =  0€tk  l'une  des  paraboles  circon- 
scrites au  triangle  AOB,  nous  transporterons  les  axes  de 
coordonnées  au  centre  de  cette  hyperbole,  qui  a  pour 
coordonnées,  par  rapport  aux  axes  passant  par  le  point  C, 
a  b 

Au  moyen  de  celle  transformation,  l'équation 
se  réduit  k 

(3)  4arjr=         , 

4 

et  l'équation  (i)  des  paraboles  circonscrites  au  triangle 
AOB  devient  ^ 

(^jj  AM4/-H*}(4r-3^) 

I        4-  2  A(4:c  -+.  a) (4^  +  ô)  +  (4*  H-  fl)  4^_  3^)-,  O^ 

Les  ordonnées  des  quatre  points  d'intersection  de  Thy- 
perbole  et  de  l'une  quelconque  des  paraboles  reprcsen- 

gente  et  par  le  milieu  C  du  côté  AB,  rencontre  toujours  les  deux  autres 
cAtés  OA,  OB  dn  triangle,  suffisamment  prolongés,  en  deux  pointe  équi- 
dîsUDts  du  point  de  contact  de  la  tangente.  De  cette  proposition,  qu'il 
est  facile  de  démontrer,  résulte  que  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  aux  différentes  paraboles  circonscrites  au  triangle  AOB. 
parallèlement  au  côté  AB,  est  le  même  que  le  lieu  des  milieux  des  droite 
menées  du  point  C  et  limitées  à  la  rencontre  des  côtés  OA  OB  indéfi 
oiment  prolongés  dans  les  deux  sans.  Or  ce  dernier  lieu  géom^étrique 
est,  comme  on  sait,  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  côtés  OA,  OB,  qui  a  pour  centre  le  milieu  de  la  droite  OC  et  passe 
par  les  points  O  et  C;  donc  cette  hyperbole  est  le  lieu  des  pointe  de 
conuct  de.  tangentes  parallèles  à  AB  menées  aux  paraboles  circonscrites 
aa  triangle  AOB.  Quand  l'angle  AOB  est  droit,  l'hyperbole  est  équilatèr«. 

Ann.  de  Mathémat.,  a»  série,  t.  XIV.  (Mal  1 875.)  î  5 


(    226   ) 

teos  par  Téquation  (4)  sont  les  racines  de  Téquation  ré- 
sultant de  réiimination  de  x  entre  les  équations  (3)  et  (4)- 
En  écartant  la  solution  4jr  +  &  =  o,  qui  donne  1  or- 
donnée du  point  O,  l'élimination  de  x  conduit  à 

(5)  64Ay— i6(3A'^— >Aa)7>-+-4a(2Aô  — 3a)rH-tf'^=o. 

Les  racines  j',  y\  y^"  de  cette  dernière  équation  sont 
les  ordonnées  des  trois  sommets  du  triangle  formé  par  les 
sécantes  communes  à  l'hyperbole  et  à  la  parabole,  et  qui 
ne  passent  pas  par  le  point  O.  La  somme  de  ces  trois 

racines  est,  d'après  une  relation  connue, j- •  On 

aura  donc,  en  désignant  par  j^  l'ordonnée  du  centre  de 
gravité  du  triangle, 

(^)  ^^=— p — 

L'abscisse  de  ce  centre  de  gravité  s'obtient  par  un  calcul 
semblable.  En  éliminant  /  entre  les  équations  (3)  et  (4) 
et  supprimant  la  solution  (4x  +  a)  =  o,  qui  donne 
l'abscisse  du  point  O,  on  trouve 

(  64x»— i6(3tf  —  2A^)a:» 
^"^^  ^         ■   4A{2fl*  — 3A6»)^-HA»a*»=o. 


La  somme  a! -\- od' -\- xl"  des  trois  racines  de  l'équa- 
tion (7)  est  égale  à y (*)•,  par  conséquent,  si  x 

(*)  La  valeur  àe  x^ -\- x" -h  01^  se  déduit  simplement  des  équations  (3) 
et  (6%  car  l'équation  (3)  donne  *' H- ^ -h  a:*' = -^ (  A  H- -5  "*"  3;  )  ^ 

réquaUon  (5)  j,H-p;  -^ pa^^ -^ -^  d'où 

^  m  m        f^         4(3tf  —  QAB)  3<»  — lA* 

,       (G.) 


(  a^7  ) 
désigne  Tabscisse  du  centre  de  gravité,  on  a 

fQ\  Q  3/»— 2A6 

(8)  3x  = 

Pour  obtenir  maintenant  Téquation  du  lieu  cherché, 
il  suffit  d'éliminer  le  paramètre  variable  A  entre  les  équa- 
tions (6)  et  (8)  :  on  trouve  ainsi 

en  transportant  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à 
eux-mêmes  au  point  C,  cette  équation  se  réduit  k 
i6xy  —  a£  =  o  ^  on  voit  qu'elle  représente  une  hyper- 
bole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
droites  OA,  OB,  et  qui  a  pour  centre  le  point  C* 

Noie.  —  La  même  question  a  été  rétolne  par  M.  A.  Toorrettes. 


::;S3 


QUESTION  D  EXAMEN 

(voir  a*  série,  t.  XIII.  p.  576); 

Pae  m.  a.  allaretti, 

Étudiant  en  Mathématiques  k  Florence. 

En  désignant  par  m  une  quantité  positwe,  la  substt- 

, —  donne  le  re- 
0    >og« 
sukat 

Jo    ^Og«        Jo    ^«^g'^ 

on  a  de  mémey  par  le  changement  de  m  en  n^ 


Jo    log»       Jo 


dx; 


lOgJT 

en  sorte  que  Von  serait  conduit  à  conclure  que  la  valeur 

(  — j I  est  nulle. 

i5. 


(  ^^s  ) 

Or  cette  conclusion  est  inadmissible,  car  on  sait,  à 
n^en  pas  douter,  que  Von  a 

En  quoi  consiste  le  paralogisme  ?     (S.  Realis.) 

II  est  facile,  ce  meaemble,  de  répondre  à  cette  question. 

Dans  les  équations 

Jo    ^og«       Jo    "<^S-«^ 


[      — —  ns    I      '  aXf 


logr 

les  deux  premiers  membres  ne  peuvent  être  supposés 
égaux,  z  n'étant  pas  une  variable  indépendante,  mais 
une  fonction  de  x,  qui  est  x^  dans  la  première  équation, 
et  une  fonction  différente  dex  {z  z=  x")  dans  la  seconde, 
en  admettant  l'inégalité  des  exposants  m  et  /i. 

Sans  cette  considération  relative  k  la  variable  indé- 
pendante, on  pourrait  arriver  à  une  foule  de  conclusions 
du  genre  de  celle  qui  est  rapportée  par  M.  Realis. 

Si,  par  exemple,  dans  l'intégrale  f  dzj  on  pose 
z  =  aXj  il  vient 


o  ♦vo 


ax. 


On  a  de  même,  pour  je  =  6  jf, 


0 

On  en  conclurait 


o  i/o 


( 


b  —  a)  j    dx  =  o,     d'où     6  —  a  =  o. 


(  aag  ) 
c'e8t-à->dire  que  deux  nombres  quelconques  bel  a  seraient 
toujours  égaux  entre  eux. 

Jfoe^.  —  Bflf .  de  VIrieu  et  Moret-Blanc  trouTODt  que  le  paralogiBme 
dont  il  s'agit  consiste  à  admettre,  sans  restriction,  réçalité  oo  s=:  oo  . 

GOHCODRS  B  ADMISSION  A  LlCOLB  CENTRALE  (ANNtE  1874). 

PREMIÈRE  SESSION. 
Compositions  du  7  et  du  8  juillet  1874. 


Géométrie  analytique. 

Etant  donnés  dans  un  plan  deux  points  fixes  F  et  A  : 

i^  Former  Téquation  générale  des  courbes  du  second 
degré  qui,  situées  dans  ce  plan,  ont  un  foyer  en  F  et  un 
sommet  de  Taxe  focal  en  A  \ 

2^  Détermioer  quel  est  le  genre  de  la  courbe  repré- 
sentée par  cette  équation  générale  selon  la  grandeur  du 
paramètre  variable  qu'elle  renferme  ; 

3^  Disposer  de  ce  paramètre  variable  de  façon  que  la 
courbe  du  second  degré  passe  par  un  point  donné  P,  et 
discuter  le  nombre  et  le  genre  des  solutions  obtenues 
t     selon  la  position  du  point  P  dans  le  plan. 


CORRBSPONBANGB. 


1.  Extrait  d\ine  lettre  de  M,  Moret-Blanc.  —  Les 
lois  relatives  aux  fractions  périodiques,  énoncées  dans  le 
numéro  de  décembre,  t.  XIII,  p.  669-574,  donnent  lieu 
^  quelques  observations  assez  importantes  : 

i^  Dans  la  loi  I,  il  n'est  pas  nécessaire  que  le  déno- 
minateur soit  un  nombre  premier:  il  suffit  qu'il  ne  soit 


(  a3o) 
divisible  ni  par  a  ni  par  5,  ou,  en  d'autres  termes,  qne  la 
fraction  décimale  soit  périodique  simple. 

En  effet,  soient  A  un  nombre  impair  non  divisible 
par  5y  a  ]e  nombre  entier  formé  par  une  période  de  la 

fraction  décimale  équivalente  à  — *,  le  nombre  analogue 

A. 

pour  la  fraction  complémentaire sera  (A  —  i)û; 

A. 

soit  n\e  nombre  des  chiffres  de  chaque  période. 

A  et  a  étant  diviseurs  de  lo" —  i  sont  des  nombres 
impairs  non  divisibles  par  5,  et  par  conséquent  termi- 
nés par  Fun  des  chiffres  i ,  3,  7,  9. 

Les  fractions  -  et  — ^ —  étant  complémentaires,  on  a 

a  -h  {A  —  i)a=z  Aa=  10"  —  i. 

Ainsi  le  produit  Aa  est  terminé  par  un  9;  par  suite, 
si  le  dernier  chiffre  à  droite  de  A  est  i,  3,  7,  9,  le  der- 
nier chiffre  à  droite  de  a  sera  9,  3,7,  i . 

a^  Dans  les  lois  II  et  III,  au  contraire,  et  dans  les 
quatre  suivantes  qui  en  sont  des  corollaires,  il  faut  que  A 
soit  un  nombre  premier,  ou  du  moins  qu'il  soit  premier 
avec  10"  —  I,  2  71  étant  le  nombre  des  chiffres  de  la  pé- 
riode. 

Exemple  :  -^  =  o,o3o3o3 .... 

La  période  est  o3  ;  la  somme  des  chiffres  est  3,  et  non 
pas  9,  et  la  somme  des  restes  est  1 1  et  non  33. 

3^  Je  ne  saisis  pas  le  sens  de  la  loi  VIII  ]  le  commen- 
cement de  la  phrase  parait  omis  ('*')• 

4°  Dans  la  loi  IX,  il  n'est  pas  nécessaire  que  le  divi- 
seur terminé  par  9  soit  un  nombre  premier.  Toutes  les 
fois  que  le  dividende  partiel  est  terminé  par  zéro  et  le 
diviseur  par  9,  le  reste  est  terminé  par  le  chiffre  du 


(^)  Cette  omission  •  été  depuis  réparée.  P^olr  t.  XIY,  p.  191  et  19a. 


(a3i  ) 

qaotient.  En  effet  soit  a  ce  chiffre  ;  le  reste  est  de  la 
forme  lom  — 9^  =  io(m  — a)  -f-  a  :  le  dernier  chiffre 
est  donc  a. 

5**  La  loi  X  est  évidemment  inexacte.  Soil  --  =:=  N  -h  -  : 

A  A 

c'est  la  fraction  --  et  non  son  complément  qu'il  faut 

.  A, 

ajouter  au  nombre  entier  N.  Cela  est  tellement  évident 
que  l'énoncé  même  en  devient  superflu. 

Ces  observations  m'ont  paru  nécessaires  pour  rétablir 
la  complète  exactitude  des  lois  énoncées.  Je  ne  sais  si  la 
première  de  ces  lois  avait  déjà  été  remarquée. 

2.  M.  Lez  et  M.  E.  Barisien,  élève  k  l'École  Poly- 
technique, nous  ont  communiqué  une  rectification  des 
calculs  (*)  qui  ont  fait  conclure  à  tort,  à  l'auteur  de  la 
solution  (t.  Xn,  a®  série,  p.  4S  1-4^3),  que  la  proposi- 
tion (1006)  n'était  pas  rigoureusement  exacte. 

L'exactitude  de  cette  proposition  a  déjà  été  constatée 
par  M.  Bourguet  (t.  XIII,  p.  538),  au  moyen  d*une 
analyse  différente  de  celle  de  MM.  Lez  et  Barisien. 

3.  Extrait  dune  Lettre  de  M.  Poujade.  —  Dans 
le  numéro  d'octobre  dernier  des  Nouvelles  Annales, 
M.  Fouret  réclame  contre  une  rectification  qui  a  été 
faite  à  l'énoncé  donné  par  lui  à  la  question  1109,  et  à  ma 
solution  que  vous  avez  insérée.  Il  me  semble  qu'il  a  tort. 

Lorsqu^on  cherche  à  construire  une  parabole,  connais- 
sant une  tangente,  son  point  de  contact  et  deux  autres 
points  de  la  courbe,  on  trouve,  quand  le  problème  est 
possible,  deux  solutions  et  deux  points  où  le  diamètre 


(*)  Tome  XII,  page  ^hiy  l'angle  BOM  ou  ^  a  été  confondu  avec  le 
complément  de  Pangle  excentrique  correspondant  au  point  M,  et  de  là 
les  égalités  inexactes  x  =  a  sinf ,  ^  =  ^cosf . 


(  aîa  ) 

du  point  de  contact  rencontre  la  corde  des  deux  poinu 
donnés.  L'un  est  entre  ces  deux  points  et  Tautre  se 
trouve  sur  le  prolongement  de  la  corde  au  delà  de  son 
intersection  avec  la  tangente.  Une  corde  de  la  parabole 
peut  couper  un  diamètre  au  dehors  de  la  courbe  5  c'est 
pour  n'y  avoir  pas  songé  que  j'avais  conclu  à  l'exactitude 
de  renoncé,  et  M.  Fouret  semble  tomber  dans  la  même 
erreur. 

Soient  AB  la  corde,  CT  la  tangente,  C  son  point  de 
contact,  I  le  point  où  elle  est  coupée  par  la  corde, 
enfin  CD  le  diamètre  rencontrant  la  corde  en  D.  Il  est 
aisé  de  voir  que  ID  ==  lA .  IB  -,  la  longueur  ID  portée  de 
l'autre  côté  de  I  en  lU  détermine  un  second  diamètre  CU 
et  une  parabole  réelle  répondant  aux  conditions. 

4.  Mômes  observations  de  M.  Bourguet  au  sujet  de 
la  question  H09. 


PDBLIGATIONS  RÉGENTES. 


Questions  de  Géométrie  élémentaire.  Méthodes  et  solu- 
tions, ai^ec  un  exposé  des  principales  théories  et  de 
nombreux  exercices  proposés.  Ouvrage  destiné  aux 
élèves  des  Lycées,  depuis  la  classe  de  troisième  jusqu'à 
celle  de  Mathématiques  spéciales  inclusivement,  par 
M.  Desboves,  agrégé,  docteur  es  Sciences,  professeur 
au  lycée  Fontanes,  à  Paris;  a*  édition,  entièrement 
refondue  et  augmentée.  Paris,  librairie  Ch.  Dela- 
grave,  rue  des  Écoles,  58  (iSjS). 

Traité  de  Géométrie  élémentaire^  par  Eugène  Rovché, 
professeur  à  l'École  Centrale,  répétiteur  à  l'École  Po- 
lytechnique, et  Ch.  de  Comberoussb,  professeur  à 
l'École   Centrale   et  au  Collège  Chaptal.  Conforme 
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aux  programmes  officiels,  renfermant  un  très-grand 
nombre  d'exercices  et  plusieurs  appendices  consacrés 
à  l'exposition  des  principales  méthodes  de  la  Géomé- 
trie moderne  ;  3^  édition,  revue  et  augmentée.  Paris, 
Gauthier-Yillars,  imprimeur-libraire  de  l'École  Po- 
lytechnique, du  Bureau  des  Longitudes,  successeur 
de  Mallet-Bachelier,  quai  des  Augustins,  55.  In-8, 
xxxYi-890  pages,  avec  611  figures  dans  le  texte  et 
io85  questions  proposées;  1874*  —  Prix  :  la  fr. 

Géométrie  Hugodomoïdale,  anheUénùjue^  mais  philo  ' 
sophique  et  architectonique.  —  La  question  de  VE- 
quidomoïde  et  des  Cristalloïdes  géométriques,  par  le 
comte  Léopold  Hxjgo.  Paris,  en  vente  chez  tous  les 
libraires  (1875), 

Cette  nouvelle  production  du  comte  Léopold  Hugo  surpasse 
peut-être,  en  originalitéy  tout  ce  qui  est  déjà  sorti  de  la  plume 
du  même  auteur. 

La  Géométrie  Hugodomoïdale  commence  par  cette  épigraphe  : 

Devise  antiarchimédienne  :  VéqvUdomouie  pu  bien  ;  le  re- 
beUe  gagne  du  terrain!.,.  Suppression  delà  sphère! 

Et  se  termine  ainsi  : 

L'École  Hugodomoïdale  est  vraiment  l'école  romantique  de 
la  Géométrie,  école  toujours  victorieuse  des  cniTis  archimé^ 
diennes  !  Five  V Antisphère  !  Evviva  l'Equidomoide  anteriore 
e  superiore!  Si,  per  Bacco  !  Eçviva  l'Equidomoide  ! 

De  pareils  accès  de  gaieté  pourraient  causer  quelque  inquié- 
tude aux  amis  de  l'auteur,  s'il  n'avait  pas,  lui-même,  pris  le 
soin  d'en  faire  connaître  le  motif  réel  dans  un  Avertissement 
où  se  trouvent  les  lignes  suivantes  : 

«  ...  Je  me  suis  vu  forcé  d'accentuer  au  plus  haut  degré  l'o* 
riginalité  de  la  forme  dans  mes  productions  successives,  afin  de 
fixer,  au  moins  en  gros,  ma  petite  théorie  dans  la  mémoire  des 
lecteurs.  C'est  ce  que  je  continuerai  à  faire  dans  l'avenir,  pour 
tenter  d'abréger  quelque  peu  le  noviciat  que  doit  traverser 
toute  nouveauté  hardie*  » 
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Nouveaux  théorèmes  de  Géométrie  supérieure,  par 
Edouaed  Luc48^  agrégé  de  l'Université,  Membre  de  la 
Société  mathématique  de  France  et  de  la  Société  d*Ë^ 
mulation  de  TAUier.  Moulins,  imprimerie  de  C.  Des- 
rosiers (1875). 

Essai  sur  les  fonctions  hyperboliques,  par  C.-A,  Lii- 
sAivT,  capitaine  du  Génie,  ancien  élève  de  TÉcole  Po- 
lytechnique. (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  X, 
2** cahier).  Paris, Gauthier-VillarS)  imprimeur-libraire 
du  Bureau  des  Longitudes,  de  TÉcole  Polytechnique, 
successeur  de  Mallet-Bachelier,  quai  des  Âugus- 
tins,  55.  Grand  in-8,  100  pages,  avec  figures  dans  le 
texte;  1874*  Prix  :  3  fr.  5o  c. 
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Intorno  alla  vita  ed  ai  lauori  di  monsignore  D,  Bar- 
naha  Tortolini;  cenni  del  prof.  Vinceuzo  Dioro  ,  Se- 
crelariodeirAccademiapontifîcia  de'Nuovi  Lincei(*). 

Tel  est  le  titre  d'un  discours  académique,  contenant  Téloge 
de  ril lustre  défunt  et  le  catalogue  complet  de  ses  travaux 
scientifiques.  Ce  catalogue  et  les  Notices  qui  s'y  rapportent 
ont  été  communiqués  par  M.  D.  B.  Boncompagni  à  Tauteur 
du  discours. 

Un  premier  article  nécrologique  sur  le  professeur  D.  Bar- 
naba  Tortolini  se  trouve  dans  le  journal  intitulé  :  VOsservatore 
Romano,  officiale  per  gli  atti  délia  federazione  piana  délie  Sth 
cieta  cattoliche,  Annoxiv,  nom.  194,  Giovedi,  27  Agosto  18^4* 

(*)  Estratto  dagli  ^tti  delV  jéccademia  Pontificia  de*  Nnovi  Lincei; 
anno  XXVIII,  sesûone  1*  del  30  dicembre  1874*  Roma,  tipografia  délie 
Sdanie  matematicbe  e  fisicbe,  m  Lata,  ii<*  an  A  (1876). 
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SOUITIORS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOOmiES  ANNALES. 


Question  38 

(Tolr  i'*  série,  1. 1,  p.  347); 

Par  M.  H.  BROCAKD. 

Parmi  les  m  quantités  aj,  a,,  «sv»  ^mj  H  y  « 
n  quantités  négativ^es.  Combien  y  a~t^il  de  termes  né- 
gatifs  dans  le  développement  ^  (aj  -+-  a,  + . . .  4-  o«)'*, 
H  étant  un  nombre  entier  positif  ? 

Il  est  évident  que  l'on  ne  changera  rien  au  développe- 
ment en  réunissant  les  n  termes  négatifs  et  les  (m  —  n) 
ou  p  termes  positifs*  Désignons  par  N  et  P  les  deux 
groupes  ainsi  obtenus;  nous  aurons 

(P  —  N)i*  =  Pi*  —  C^NPi*-»  +  C^N»P»^» 

—  C;N»Pï^» -+■ . . .  -f-(— i)»*CîîN**, 

et  le  nombre  des  termes  négatifs  du  développement  sera 
la  somme  des  nombres  de  termes  des  produits  de  la 
forme  Tî**+*P*"'**~*.  Or,  dans  le  développement  de  la 
puissance  n  d'un  polynôme  de  a  lettres,  chacun  des 
termes  peut  être  considéré,  à  un  facteur  près,  comme 
une  des  combinaisons  avec  répétition,  tz  à  n,  des  a  lettres 
qui  composent  ce  polynôme.  Ainsi  le  nombre  des  termes 
de  son  développement  est  exprimé  par 

a{a  'hl)(a-\-a).  .  ,{a-h  n—i) 
1.2.3. . ,n 

Le  nombre  des  termes  de  N**+*  est  donc 

/i(;î  --h  i)(/H-  2).  . .(«  -h  2^) 


1 .2.3.  .  .(2^  -t- 1) 


î 
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et  celui  de  P»"-**-»  est 

/>(/>  -4-l)(^H-  2)...(/>-f-fA  —  2^  —  2) 

'  '  '  "-  • 

1.2.3.  .  .(f*  —  2k  —  l) 

Ainsi  le  nombre  des  tenues  cherches  a  pour  expression 

2/i(-4-i)(W'f-2)...(/i4-2il);?(/>-f-l)(/>-h2)...(/?H-fii— 2X-— 2) 
1.2.3.  ..(2^-f-l)l.2.3...(fA  —  2^  —  l) 

On  s'arrêtera  évidemment  à  la  première  valeur  de  A,  qui 
rendrait  cette  expression  négative. 


Question  900  (*) 

(voir  a*  série,  t.  VIII,  p.  4&); 


Par  m.  L.  BOURGUET. 


Une  ellipse  donnée  se  meut  à  l'intérieur  d'aune  para- 
bole jixe  donnée,  de  manière  à  toucher  cette  parabole 
en  deux  points.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de 
V ellipse  mobile  et  V enveloppe  de  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  points  de  contact.  (Dauplat.) 

Soit  S  Tordonnée  du  milieu  de  la  corde  des  contacts  ; 
rapportons  la  parabole  à  la  tangente  parallèle  à  cette 
corde  et  à  son  diamètre.  Soit 

X  —  ai  =:  O 

Téquation  de  la  corde,  l'équation  de  la  parabole  sera 

(l)  y^=:^- or- 

P 

Soit  X  l'abscisse  du  centre  de  l'ellipse  \  les  coordon- 
nées des  points  de  contact  devront  satisfaire  à  la  relation 

(*)  Des  fautes  de  calcul  se  sont  glissées  dans  la  solution  de  la  ques- 
tion 900,  insérée  tome  XHI,  pages  4  25-43 1. 
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De  plus,  on  a 

(x-«o{x -h  «,)  =  «'% 

ou 

(3)  X^-aî=:a'». 

Si,  entre  les  équations  (a)  et  (3),  nous  éliminons  «i, 
nous  aurons 

D'autre  part,  on  a 

np  np 

Portant  cette  valeur  dans  (4))  il  vient 

(5)  pi^h"—  ph'^{p  H-  2a)(/?' -h 6»)  ^-  (û»-h  6>)  (/>»-h  «»/=  o; 

mais  le  théorème  d'Apollonius  donne 

a^  b^  =  a'^b'^    /    ■       et    û»  4-  *>=«'»  -H  *'% 
d'où 

(6)  />^^'<  — /)*{a»-f-  *»)ô"-r  fl*ft*(y?*-+-  6»)  =  o. 

Éliminons  V  entre  les  équations  (5)  et  (6),  nous  au- 
rons 

I    [p[a^^b^)^(p^^^){p^^V)] 

(7)  I  X[/?(fl'-+-**)''— (/?4-2a)a«6'] 

Telle  est  Téquation  de  la  Courbe.  On  voit  qu'elle  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  de  la  parabole  et  qu'elle 
coupe  chaque  diamètre  de  la  parabole  en  deux  points 
réels  ou  imaginaires.  La  génération  même  de  cette  courbe 
et  une  discussion  très-simple  de  l'équation  (7)  font  voir 
qu'elle  se  'compose  d'une  boucle  et  non  de  branches  in- 
fimes. 


(  238  ) 
Entre  (3)  et  (4)  éliminons  X,  il  vient 

s. 

(a  et  6  sont  ici  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  des 
contacts.) 

De  cette  équation,  on  tire 

^^^      \  rf=(6»-2/?a)--(fl»-i-6»)(/>>-h6')'r=io. 

Éliminant  V^  entre  cette  dernière  équation  et  Téqua- 
tioD  (6),  on  a 

(9)     I      X  |fl»^'[(/?'-h6»)qi(6»— 2A«»)]H-(fl'H-^Vl 

Telle  est  Téquation  de  la  polaire  réciproque  de  Ten- 
veloppe  de  la  corde  des  contacts. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Questions  1161  et  1162 

(  toir  a*  série,  t.  XIV «  p.  96  )  ; 

Par  mm.  H.  GARRETA  et  L.  GOULIN, 

ÉlèTes  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Corneille,  à  Rouen 

(classe  de  M.  Vincent). 

1161.  Si  d^un  point  M  pris  sur  une  branche  d'hjr- 
perbole  on  mène  une  tangente  MT  au  cercle  bitan- 
gent  à  la  courbe  selon  son  axe  transverse,  et  si,  du 
même  point  M,  on  mène  une  parallèle  à  V asymptote 
jusqiià  son  point  d^ intersection  Q  ai^ec  Vaoce  trans- 
i^erse  de  l* hyperbole,  le  triangle  MPQ  est  isoscèle. 

(L.-A.  Levât.) 

Soient  x'^  j*  les  coordonnées  du  point  M;  F  hyper- 
bole étant  rapportée  à  ses  axes»  le  carré  de  la  tangente 
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Ji  ^i 


MT  est  égal  à  x'*  -h  y'"  —  a%  ou,  parce  que  — — "^  =  i , 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  MP  l'ordonnée  j^'  du 
point  M,  le  triangle  rectangle  MQP  donne 

MQ  =  '^ 


sin'MQP       sin'MQP 
Mais,  la  droite  MQ  étant  parallèle  à  une  asymptote, 

sin  MPO  =  dz    ,  ;  donc 

MQ    =jr'.J^___j=:MT». 

G.    Q.    F.    D. 

116^2.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  Vaxe 
transverse  KM  et  un  point  TA  de  la  courbe. 

(L.-A.  Levât.) 

La  construction  se  déduit  de  la  propriété  précédente. 
Il  suffit  de  déterminer  les  asymptotes. 

Pour  cela,  sur  ÂÂ'  comme  diamètre  je  décris  une  cir- 
conférence, à  laquelle  je  mène  une  tangente  MT  du 
point  M,  et,  avec  MT  pour  rayon,  je  décris  du  point  M, 
comme  centre,  une  circonférence  qui  coupe  la  droite  AA' 
en  des  points  Q,  Q'.  En  menant  par  le  milieu  de  AA' 
des  parallèles  aux  droites  MQ,  MQ',  on  aura  les  asym- 
ptotes de  l'hyperbole.  On  est  ainsi  ramené  à  un  problème 
connu. 

Note,  —  Les  mêmes  questions  ont  été  résolues  par  MM.  Auguste  Morel  ; 
Jscob,  élôve  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon  (classe  de 
H.  Marguet);  B.  Launoy;  F.  Pitois  et  Richard,  élèves  du  collège  d'An- 
necy; H.  Lemeile,  h  Poitiers;  Moret-Blanc;  Lez;  Brocard;  Gambey; 
Desportes,  élève  de  première  année  de  la  classe  de  Mathématiques  -spé- 
ciales du  lycée  d'Angers  (classe  de  M.  Bouché);  Edmond  de  Zeomare; 
Denoyelle  et  Georges  Vandaine,  élèves  à  Tinstitution  Sainte-Geneviève; 
Moreau;  Etienne  Gatil,  étudiant  à  TCniversité  de  Turin;  Chadu;  Guil- 
laume Suppan,  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique  à  Budapest. 
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QUESTIONS. 

1 170.  Démontrer  que,  dans  les  formules  relatives  à  la 
résolution  des  triangles  reciilignes,  il  est  permis  de  rem- 
placer les  côtés  a^  b,c^  respectivement  par 

acosAoosaA. .  .casa'*~*A, 
^cosficosaB. .  .cos2"~'B, 
ccosGcosaC. .  .cosa'^'Gi 

et  les  angles  A,  B,  C  par 

/>ir±:a"A,     ^7rdz2»B,     rirrba^C, 

où  n  désigne  un  nombre  entier  et  positif  quelconque, 
et  p%  Çi  r  des  nombres  entiers  dont  les  valeurs  et  les 
signes  ne  sont  pas  arbitraires. 
On  a,  par  exemple, 

[{a COSA...COS2"-'  A)' H-  (i cosB...cos2'^«B)*1 
—  (c  cosC. .  .co&a— 'O»  J 

2(flCosA...cosa'*~'Aj  (e^cosB..  .cos2'^*B) 

(J.-W.-L.  Glâishek.) 

1171.  Soient  M,  A,  B  trois  points  d'une  circonfé- 
rence \  trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  para- 
boles tangentes  en  A,  B  aux  droites  MA,  MB,  lorsque  1^ 
point  M  se  déplace  sur  la  circonférence. 

(Làisant.) 

1172.  Soient  a,  i,  c  les  côtés)  S  la  surface  d'un 
triangle  ABC;  R  Je  rayon  du  oerde  circonscrit  â  ce 
triangle;  2p'  le  périmètre  .du  triangle  de  périmètre 
minimum  inscrit  dans  le  triangle  ABC  : 

1^  Construire  le  iriangle  ABC  «oanaissant  a/?'  et  Jfis 
angles  A,  B,  C; 

a°  Démontrer  la  formule  S  ^=^p^. 

(C.  CflAnu). 


(  Ml  ) 

PROPRIÉTÉS  DE  LA  STROPHOÏDE. 

NHistnliM  f  u  théorèae  de  Poicelet  —  Propriétés  de  Bgvres 

aBallâgmatiqies  -, 

Pae  m.  L.  MALETX. 

(Suite  d'an  article  précédent,  voir  môme  tome,  p.  19^.) 


THÉOftèicE  III.  —  Si  une  figure  se  transforme  en  elle- 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  un 
pôle  et  une  puissance  convenables,  en  la  transformant 
par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  un  pôle  et 
une  puissance  quelconques,  on  formera  une  nouvelle 
figure  jouissant  de  la  même  propriété. 

Soient  (fig.  12)  A,  6,  C,  Ai,  Bi,  Ci  six  points  d'une 
figure  se  transformant  en  elle-même  par  rayons  vecteurs 


Fi<J  IZ 


réciproques  par  rapport  au  pôle  O,  ces  points  se  corres* 
pondant  deux  à  deux,  de  sorte  qu'on  ait 

P  ==  OA  X  OA,  ==  OB  X  OB,  =  OC  X  OC,. 
Ann.  de  Mathémat,,  1*  série,  t.  XIV.  (Juin  187.5.)  1 6 


•  -  rf  •  -    rf  • 
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Considérons  les  quatre  points  A,  Ai,  B,  Bi  comme 
Gxes,  C,  Cl  comme  variables  sur  la  figare  et  non  situés 
dans  le  plan  AOB;  les  six  points  A,  B,  C,  Ai,  Bo  Ci 
sont  situés  sur  une  même  sphère.  Transformons  la  figure 
par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  un  pôle  et  une 
puissance  quelconques,  désignons  par  a,  6y  c,  ai,  &i,  Ci 
les  points  transformés  respectifs  de  A,  B,  C,  Ai,  Bi,  Ci  ^ 
les  six  points  a,  &,  c,  a^  &i,  Ci  sont  situés  sur  une 
même  sphère  transformée  de  celle  qui  passe  par  A,  B,  C, 
Al,  Bi,  Ci^  les  quatre  points  a,  ^i,  6,  b^  sont  situés  sur 
l'interseciion  du  cette  sphère  avec  celle  qui  est  transformée 
du  plan  AOB,  donc  dans  un  même  plan:  on  démontrerait  de 
même  que  les  deux  systèmes  de  quatre  points  (a,  ^i,  c,  Ci), 
(&,  &i,  c,  Cl)  sont  chacun  situés  dans  un  plan;  donc  les 
droites  a^i,  bb^  cci,  étant  intersections  de  trois  plans 
se  coupant  deux  à  deux,  vont  concourir  au  même  point, 
et  si  Ton  désigne  ce  point  d'intersection  des  droites  fixes 
a^i,  bbx  par  co,  nous  aurons 

ce  qui  établit  la  proposition  pour  tous  les  points  delà 
figure  non  situés  dans  le  plan  AOB. 

Observons  toutefois  que  les  points  A,  Ai,  B,  Bi  peu- 
vent être  introduits  fictivement  dans  la  figure,  et  qu'on 
peut  en  disposer  de  manière  que  le  plan  AOB  ne  con- 
tienne qu'un  nombre  limité  de  rayons  issus  du  point  G 
et  dirigés  vers  les  points  de  la  figure.  Il  n'y  aurait  donc 
exception  que  pour  un  nombre  limité  de  points,  ce  qui 
est  inadmissible*,  et  encore  pourrait-on  lever  la  difficulté 
relative  à  ces  points  en  faisant  varier  le  rayon  OBBi  ^^ 
en  conservant  le  rayon  OAAi*  Donc  le  théorème  est  gé- 
néral. 

Remarque,  —  II  résulte  du  théorème  précédent  que 
toute  figure  plane   se  transformant  en  elle-ntênie  par 
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rayons  Yecteurs  réciproques  sera  iransforméu  par  rayons 
Yectears  réciproques  en  prenant  le  pôle  hors'de  son  plan 
en  intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône. 

Le  sommet  de  ce  cône  est  facile  à  déterminer  :  en  ciTet, 
soient  (fig^  i3)  A,  Ai  deux  points  correspondants  d'une 


t 


figure  plane  se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques en  prenant  le  pôle  O  de  sorte  que  OA  X  OAi  =  P^ 
transformons-la  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  pre- 
nant le  pôle  0)  hors  de  son  plan  et  la  puissance?;;  fai- 
sons  passer  un  plan  par  co  et  AAi.  La  droite  OAAi  se 
transformera  en  la  circonférence  coa^t,  la  circonfé- 
rence 07  AAi  en  la  droite  aa^  coupant  Oco  en  a.  Or  on  a 
OS  X  Oco  =  OA  X  OAi  =  P,  d'où  Ton  conclut  que  le 
point  S  est  fixe;  de  plus  coS  X  wo^  =  wa  X  wA  =  ir  : 
donc  le  point  a  est  fixe,  et  c'est  le  sommet  du  cône. 

Si  l'on  transforme  par  rayons  vecteurs  réciproques  une 
figure  plane  ayant  un  plan  de  symétrie,  et  en  prenant 
le  pôle  hors  de  son  plan,  il  résulte  du  théorème  I  qu'elle 
se  transformera  en  intersection  d*une  sphère  et  d'un  cône 
dont  le  sommet  sera  le  transformé  du  point  symétrique 
du  pôle  de  la  première  transformation  par  rapport  au  plan 
de  symétrie.  Le  sommet  de  ce  cône  sera  donc  situé  dans  le 
pian  tangent  à  la  sphère  transformée  du  plan  de  la  courbe 

i6. 
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et  au  pôle  de  transformation  o).  Réciproquement  l'in- 
tersection d'une  sphère  et  d'un  cône  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  le  pôle  sur  la 
sphère,  deviendra  une  ligne  plane  se  reproduisant  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 

Examinons  maintenant  quelques  conséquences  de  ces 
propositions.  Si  Ton  transforme  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques une  courbe  du  second  degré,  en  prenant  pour 
pôle  un  point  non  situé  sur  ses  axes,  mais  situé  dans.soii 
plan,  on  obtiendra  une  transformée  se  reproduisant  par 
une  transformation  analogue  en  prenant  un  pôle  et  une 
puissance  convenables.  Il  existera  deux  pôles  de  repro- 
duction quand  la  courbe  initiale  sera  une  ellipse  ou  une 
hyperbole,  un  seul  quand  ce  sera  une  parabole.  Les  deux 
pôles  de  reproduction  sont  situés  sur  deux  rayons  rectan- 
gulaires issus  du  pôle  de  la  première  transformation. 

Si  le  pôle  de  la  première  transformation  est  situé  sur 
Tun  des  axes  de  la  courbe,  l'un  des  pôles  de  reproduction 
s'éloigne  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  a 
Taxe  sur  lequel  on  a  pris  le  premier  pôle.  Nous  en  avons 
un  exemple  dans  le  limaçon  de  Pascal  obtenu  en  transfor- 
mant une  courbe  du  second  degré  par  rayons  vecteurs 
réciproques  en  prenant  un  foyer  pour  pôle;  le  pôle  de 
reproduction  est  alors  le  point  transformé  du  second 
foyer;  dans  la  parabole,  ce  point  vient  coïncider  avec  le 
pôle  de  transformation  primitif  et  la  puissance  de  repro- 
duction est  nulle. 

Si  nous  admettons  que  la  courbe  polaire  réciproque 
d^une  courbe  du  second  degré  par  rapport  à  un  cercle 
soit  une  courbe  du  second  degré,  il  en  résulte,  en  se  fon- 
dant sur  le  théorème  III  de  notre  précédent  article,  que 
toute  podaire  d'une  courbe  du  second  degré  est  transfor- 
mée par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  coui*be  du 
second  degré;  donc  toute  podaire  d'une  courbe  du  second 
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degré  peut  se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réciproques 
pour  un  ou  deux  pôles  convenablement  choisis. 

Si  maintenant  nous  transformons  par  rayons  vecteurs 
réciproques  une  courbe  du  second  degré  en  prenant  le 
pôle  hors  de  son  plan,  elle  deviendra  intersection  de  la 
sphère  transformée  de  son  plan  et  de  deux  ou  d^un  cône, 
suivant  qu'elle  aura  deux  ou  un  seul  plan  de  symétrie. 
Nous  avons  vu  comment  étaient  placés  les  sommets  de 
ces  cônes,  d'après  la  remarque  sur  les  théorèmes  III  et  I. 
On  conçoit  que  chacun  de  ces  cônes  doit  être  du  second 
degré.  En  effet,  leur  directrice  est  bien  une  courbe  du 
quatrième  degré,  intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône 
du  second  degré  ;  mais,  comme  chaque  génératrice  de  Tun 
des  cônes  considérés  coupe  la  directrice  en  deux  points, 
un  plan  passant  par  son  sommet  ne  peut  contenir  plus 
de  deux  génératrices. 

De  là  on  déduit  que,  si  Ton  transforme  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône 
du  second  degré  ayant  son  sommet  sur  la  sphère,  en  pre- 
nant pour  pôle  un  point  de  la  surface  de  la  sphère,  la 
transformée  sera  plane,  admettra  un  point  double  réel, 
point  transformé  du  sommet  du  cône;  son  degré  ne  sur- 
passera pas  quatre,  elle  sera  de  degré  impair  ou  pair  sui- 
vant que  le  pôle  sera  sur  la  courbe  sphérique  ou  en 
dehors,  puisque  dans  le  premier  cas  elle  n'aura  qu'une 
direction  asymptotique;  elle  aura,  du  reste,  la  propriété 
de  se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réciproques,  puisque 
la  courbe  sphérique  qui  lui  a  donné  naissance  peut  elle- 
même  être  considérée  comme  transformée  d'une  courbe 
du  second  degré. 

Les  points  de  la  transformée  d'une  courbe  du  second  de- 
gré peu  vent,  comme  ceux  de  la  strophoïde,  être  considérés 
comme  correspondants  deux  à  deux;  deux  points  corres- 
pondants seront  les  transformés  de  deux  points  dianié- 


(  ^46  ) 
tralement  opposes  de  la  conique;  ils  sont  toujours  situés 
sur  un  cercle  passant  par  le  pôle  et  le  point  transformé 
du  centre;  ce  cercle  coupe  la  transformée  aux  deux  points 
correspondants  sous  des  angles  égaux. 

Théorème  IV.  —  Deux  surf  aces  polaires  réciproques 
par  rapport  à  une  sphère  sont  chacune  transformées 
par  rayons  vecteurs  réciproques  d^une  podaire  de 
Vautre,  le  pôle  de  transformation  étant  le  centre  de  la 
sphère  directrice  et  la  puissance  de  transformation  le 
carré  de  son  rayon. 

Soient  une  surface  quelconques  [fig*  14)9  R  son  plan 
tangent  en  A  ;  si  du  point  fixe  O  nous  abaissons  une  per- 


pendiculaire sur  ce  plan,  le  lieu  du  point  P,  pied  de  cette 
perpendiculaire,  quand  on  fera  varier  Â,  sera  une  po- 
daire de  la  surface  S.  Je  dis  maintenant  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  podaire  en  P  Test  également  à  la  sphère 
ayant  OÂ  pour  diamètre.  En  effet  unissons  AP,  pre- 
nons le  point  T  voisin  de  A  sur  AP,  comme  sommet  d^un 
cône  circonscrit  à  la  surface  S  suivant  la  courbe  Ai  M  A  ; 
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les  projections  du  point  O  sur  tous  les  plans  tangents  k 
ce  cône  appartiendront  à  la  surface  podaire  et  à  la  sphère 
ayant  OT  pour  diamètre^  ces  points  seront  situés  sur  la 
petite  courbe  sphérique  PGH.  Faisons  passer  par  OP 
deux  plans  fixes  OPG,  OPH,  coupant  la  courbe  PGH  en 
G  et  en  H.  Si  le  point  T  se  rapproche  indéfiniment  de  A, 
les  droites  PG,  PH  deviendront,  à  la  limite,  tangentes  â 
la  surface  podaire  et  à  la  sphère  ayant  OÂ  pour  dia- 
mètre. Si  maintenant  nous  considérons  le  point  O  comme 
centre  d'une  sphère  directrice  dont  le  rayon  soit  R,  le 
pôle  du  plan  tangent  en  Â  par  rapport  à  cette  sphère  se 
trouve  sur  OP  et  en  un  point  Q,  tel  que 

OP  X  OQ  =  R». 

Donc  le  lieu  du  pôle  du  plan  tangent  à  la  surface  S 
satisfait  à  la  condition  de  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  conforme  à  Ténoncé.  Le  plan  tangent 
au  lieu  du  point  Q  en  Q  peut  être  considéré  comme  trans- 
formé par  rayons  vecteurs  réciproques,  suivant  la  puis- 
sance R'  de  la  sphère  ayant  OA  pour  diamètre;  c'est 
donc  le  plan  perpendiculaire  à  OA  mené  par  le  point  Q, 

et  l'on  a 

OS,  X  OA  =  R^ 

A  est  donc  le  pôle  du  plan  tangent  au  lieu  du  point  Q  en 
Q^  et  le  lieu  de  Si,  qui  est  une  podaire  du  lieu  du  point 
Q,  est  transformé  par  rayons  vecteurs  réciproques  du  lieu 
du  point  A,  suivant  la  puissance  R*. 

Nous  terminerons  là  cette  étude  géométrique,  et  nous 
allons  passer  à  quelques  considérations  analytiques  qui 
y  sont  liées. 

Soient  :r,  ^  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point, 
x'jjr'  les  coordonnées  du  point  transformé  par  rayons 
vecteurs  récipi*oques,  en  prenant  Torigine  pour  pôle  et  P 
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pour  puissance,  on  a 


*  ~  7  ""  *^*+7"  "~     '^     ' 

d'où  Ton  déduit 

Soit  maintenant  l'équation  d'une  courbe  du  second 
degré 

(2)  Ax^-hBxy-hCx*'hDj  +  E«-f-F  =  o. 

Sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques,  suivant 
la  puissance  P  et  en  prenant  le  pôle  à  l'origine,  aura 
une  équation  formée  en  remplaçant  dans  Tëquation  (a) 
xeiy  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (1).  Cette 
équation  rendue  entière  sera,  en  supprimant  les  accents, 

(3)  F(x>-f-r')*H-(D^-hEa:)(a?«4-r*)-»-A/»-hBxr-f-C4?«=o. 

On  voit  que  celte  courbe  est  du  troisième  ou  du  qua- 
trième degré,  suivant  que  la  conique  (2)  passe  ou  ne 
passe  pas  par  le  pôle  de  transformation.  Quel  que  soit 
son  degré,  elle  admet  toujours  un  point  double  réel  qui 
est  le  pôle  de  transformation  \  ce  point  est  isolé  si  la 
courbe  proposée  est  une  ellipse,  suivi  de  points  réels 
consécutifs  dans  le  cas  contraire;  les  tangentes  en  ce 
point  double  sont  parallèles  aux  directions  asymptotiques 
de  la  courbe  donnée.  Il  résulte  du  tbéorème  l  que  la 
courbe  (3)  doit  se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques pour  un  ou  deux  pôles,  points  transformés  des 
points  symétriques  du  pôle  de  la  première  transforma- 
tion par  rapport  aux  axes  de  la  courbe  [1)  \  les  pôles  de 
reproduction  feront  donc  ou  ne  feront  pas  partie  de  la 
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courbe  (3),  suivant  qu'elle  sera  du  troisième  ou  du  qua- 
trième degré. 

Comme  nous  n^avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  di- 
rection des  axes  de  coordonnées  initiaux,  nous  pouvons 
supposer  Taxe  desj^  parallèle  à  la  polaire  de  l'origine; 
dès  lors  on  aura  D  =  o,  et  Téquation  (  3)  se  réduira  à 

(4)  F(x»4-r')'"»-E*(^"-+-r')-t- A^«4-B*^-hC«'=o. 

Rapportant  cette  courbe  à  un  système  de  coordonnées 
polaires,  en  prenant  pour  pèle  Torigine  et  pour  axe  po- 
laire Taxe  de  x,  Tcquation  devient 

(5)  Fp'*-4-Epcos«  -h  Asin'w  -h  BsÎDft>cosa»  -I-  Ccos*w  =  o. 

Supposons  d'abord  F  =:  o,  c'est-à-dire  le  pôle  de  trans- 
formation sur  la  courbe,  Téquation  (5)  se  réduit  à 

Epcos»4- A  +  coSft>[Bsin&i  -|-(C  —  A)cosm]  =  o 
ou 

(6)  P=—  ;; -rBsin»-|-(C  — A)cos«l. 

On  voit  sous  cette  forme  que  notre  transformée  peut 
se  construire  comme  la  strophoïde,  qui  n'en  est  qu'un 
cas  particulier,  en  augmentant  les  rayons  vecteurs  d'une 
droite  6xe,  qui  est  asymptote  de  la  courbe,  de  ceux  d'un 
cercle  qui  passe  par  le  pôle.  Il  est  facile,  quand  la  droite 
et  le  cercle  ont  été  construits,  de  déterminer  les  points 
du  lieu  dont  la  distance  à  l'asymptote  est  maximum  ou 
minimum  :  c'est  généralement  en  ces  points  que  la  tan* 
gente  est  parallèle  à  l'asymptote,  et  ce  sont  eux  qui  sont 
les  pôles  de  reproduction  delà  courbe*,  ils  sont  situés  sur 
deux  rayons  rectangulaires  issus  du  pôle  de  transforma- 
tion et  dirigés  vers  les  extrémités  du  diamètre  du  cercle 
perpendiculaire  à  la  direction  asymptotique. 
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Supposons  maintenant  F^o  :  on  voit,  d'après  Téqua- 
tion  (5) 

Fp'  -+-  Ep  cos»  -h  A  sin'w  +  B  sIda»  cos«  -+-  C  cos*»  =  o, 

que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  par  la 
courbe  sur  les  rayons  issus  du  pôle  est  une  circonférence 
de  cercle;  ce  fait  pouvait  être  géométriquement  prévu,  la 
circonférence  étant  la  transformée  de  la  polaire  de  To- 
rigine. 

Cherchons  actuellement  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu'une  courbe  plane  de  degré  p  puisse 
se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Dési- 
gnons en  général  par  F*(ay)  un  polynôme  homogène  de 
degré  k  en  xetj"^  considérons  une  courbe  de  degré  p, 
rapportons-la  â  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires 
se  coupant  en  un  point  de  la  courbe  du  degré  de  multi- 
plicité p  —  ^,  p  —  g  pouvant  être  nul  ;  l'équation  de 
cette  courbe  pourra  s'écrire 

(i)     Fp(^r)-hF^,{x7)4.F^.,(xr)-h...-4-F^(xr)=o. 

Formons  Téquatiou  de  sa  transformée  suivant  la  puis- 
sance P,  et,  en  prenant  le  pôle  à  Torigine,  nous  aurons, 
d'après  des  formules  établies, 

I       -f-P(ar»-f /•)»-•  Fp-^,(^) -h. ..-+-PirFp(jrr)r=o, 

Pour  que  l'équation  (i)  représente  une  courbe  se  repro- 
duisant par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  le 
pôle  à  r origine,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'en  choi- 
sissant convenablement  P  Féquation  (2)  puisse  repré^ 
senter  le  lieu  de  l'équalion  (i).  Or  pour  cela  il  faut  que 
le  premier  membre  de  l'équation  (a)  soit  le  produit  du 
premier  membre  de  l'équation  (i)  par  un  polynôme  de 
degré  f ,  puisque  le  degré  de  l'équation  (a)  est  {p  -f-  9). 
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De  plus  le  facteur  introduit  doit  être  homogène;  car  le 
degré  des  termes  de  degré  le  plus' faible  de  Téquaiion  (a) 
doit  être  la  somme  des  degrés  des  termes  de  degré  le  plus 
faible  de  Téquation  (i)  et  du  facteur  introduit,  ce  qui 
exige  que  ce  degré  soit  q.  Ainsi  le  premier  membre  de 
Téquation  (a)  doit  être  le  produit  du  premier  membre 
de  l'équation  (i)  par  un  polynôme  homogène  à  coeffi- 
cients réels  de  degré  q  ;  si  nous  admettons  qu'il  n  existe 
aucun  facteur  commun  aux  polynômes 

les  polynômes 

(^-Hr'>F^(xr),    (4?>-hr«)î-«F„-,.(xr),...,   F^(xr) 


admettant  un  facteur  commun  de  degré  q^  ce  facteur  ne 

pourra  se  composer  que  de  facteurs  du  premier  degré  de 

x'-h/*5  ei,  comme  il  est  à  coefficients  réels,  il  devra  être 

une  puissance  entière  de  x*  -f-j^',  ce  qui  exige  que  q  soit 

î 
pair  et  que  le  facteur  soit  X(a:*-+-j^")".  D'après  cela, 

pour  que  l'équation  (i)  représente  une  courbe  se  repro- 
duisant par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  pôle  étant  a 
Torigine,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse  trouver  des 
valeurs  de  X  et  de  P  satisfaisant  aux  égalités 

Mx»-f-7')'F^».(xr)  =  P(^"-H  r')*-F^_^.(^), 


Ces  conditions  se  réduisent  aux  suivantes  : 
i^  Que  le  groupe  des  termes  de  degré  le  plus  élevé  soit 
divisible  par  le  groupe  de  termes  de  degré  le  moins  élevé,  et 


c|ue  le  quotient  soit  à  une  constante  près  une  puissance  de 
(j:"-f-j^*),  ce  qui  exige  que  la  différence  de  leurs  degrés 
soit  un  nombre  pair  et  que  Texposant  de  (a:"  -4-J^")  soit 
la  moitié  de  ce  nombre;  si  cette  première  condition  est 
remplie,  la  première  égalité  détermine  la  valeur  de  X,  et, 
en  multipliant  la  première  et  la  dernière,  on  en  déduira 

P:P  =  X^. 

a®  Que  si  Ton  prend  deux  groupes  de  termes  séparé- 
ment homogènes,  et  dont  la  somme  des  degrés  soit  égale 
à  la  somme  des  degrés  des  termes  extrêmes,  celui  de 
degré  le  plus  élevé  soit  divisible  par  celui  de  degré 
moindre;  que  le  quotient  soit  à  une  constante  près  une 
puissance  de  [x^-i-j*)  dont  l'exposant  est  la  demi-dif- 
férence de  leurs  degrés;  quant  à  la  constante,  si  Ton 
représente  par  S  Texcès  du  degré  de  Téquation  sur  le 
degré  du  dividende,  elle  sera 

P*        i*-,        «-2 
-=X.      =P    ^ 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  on  voit  que  la 
forme  générale  de  Téquation  d'une  courbe  du  troisième 
degré  se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
suivant  la  puissance  P  et  lorsque  Torigine  est  le  pôle  de 
reproduction,  est 

(3)        («*-h7')F.(*r)-HPF.(ayr)-hPF,(xr)==o. 

On  voit  encore  que  celle  d'une  courbe  du  quatrième, 
prise  dans  les  mêmes  conditions,  est  de  Tune  des  deux 
formes 

(4)      (^^-f-rMF'l-^r)  -^  pFs(*/)  h-  PF,(xr)  =  o, 

(5)(x»4-r')'+P(^'-+-r')F.(^r)-+-FF,(x/)4-P»F.(x7)4-P=:o. 
D*après  ce  que  nous  avons  vu  sur  la  transformation 
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d^une  courbe  du  second  degré  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  degré, 
représentées  par  les  équations  (3)  et  (5),  sont  les  seules 
qui  puissent  provenir  d^une  courbe  du  second  degré,  et 
encore,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'elles  admettent 
un  point  double  réel.  Il  est  facile  de  constater  que  cette 
condition  est  suffisante;  en  effet,  si  une  courbe  repré- 
sentée par  une  des  équations  (3)  ou  (5)  admet  un  point 
double  réel,  en  y  transportant  Torigine  des  coordonnées 
sans  cbanger  leur  direction,  Téquation  prend  Tune  des 
formes 

(6)  (x»+/«)F.(xr)-hy,(xr)=:o, 

(7)  (**4-/>)'4-  (**-f-^»)y,(^r)  -H  ^.('jr]  =  O. 

Si  nous  transformons  ces  deux  courbes  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  suivant  la  puissance  Ar,  et  en  prenant 
le  p6le  a  Torigine,  les  équations  des  transformées  seront 

(8)  f,(*r)-+-*F.{xr)  =  o, 

(9)  ?t(xy)'h  Affi(xx)  -h  k*=  o, 

ce  qai  démontre  la  proposition. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu,  relativement  a  l'é- 
quation d'une  courbe  qui  se  reproduit  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  que  si  cette  équation  est  du  degré  271  +  ^9 
et  que  le  pôle  de  reproduction  soit  du  degré  de  multipli- 
cité k,  son  équation  en  coordonnées  rectangulaires,  et 
en  prenant  Torigine  au  pôle  de  reproduction,  est  de  la 
forme 

*'  I       -f.  (.r'-+-/»)F*+«.,  (.rjj  -h  F^(xf)  -4- . . .  -*- aFi(jrr)  =  o. 

Voyons  comment  elle  se  modifie  quand  on  déplace  l'ori- 
gine des  coordonnées  en  conservant  leur  direction. 


(  ^H) 

0>ii8idéroD8  la  fonction 

^p(jcy)  étant  une  fonction  entière  de  x  eidey  et  de  de- 
gré p.  Désignons  du  reste  par  <^p{xy)  la  fonction  homo- 
gène de  degré  le  plus  élevé  entrant  dans  ^p{xy)i  on 
pourra  mettre  la  fonction  (  2  )  sous  la  forme 

Or  le  produit 

est  généralement  de  degré  (^  + 1);  si  donc  nous  désignons 
par 

des  fonctions  entières  de  a:  et  de  /  dont  les  degrés  soient 
respectivement  p,  p  +  I9  •  «  •  9  p  +  A»  et  par 

?p(^x)f    9p+t{^r)f"'f   fp-^M 

des  fonctions  homogènes  respectivement  de  mêmes  de- 
grés, nous  pourrons  écrire  la  suite  d'égalités 


ajoutant  ces  égalités,  on  en  déduit 

j  (x'-+-r*)^+p(xr) 
(3)  j     =(x'-hr7?p(^r)-^-('^'+r')*~'?^«(^/)-^--- 


(  255  ) 
G>nsidérons  actuellemeoc  la  fonction 

changeons-y  x  en  (a:-f-a)  et  y  en  (y-hi)'^  elle  deviendra^ 
en  représentant  par 

des  fonctions  entières  de  a:  et  de  ^  dont  le  degré  soit  égal 
à  l'indice, 

-f-  (^*-i-r*)x*+»-i('»r)  ■+-  x^+^i^x)  f 

mais  chaque  terme  du  second  membre  peut  être  trans- 
formé conformément  à  Tégalîté  (3),  et  en  représentant  par 

des  fonctions  homogènes  distinctes  de  xetdejr  dont  le 
degré  commun  soit  A,  et  par 

F*(xv),    F/(xr),...    Fif(xr) 

des  fonctions  entières  de  x  et  de  /  dont  le  degré  soit  aussi 
k^  on  pourra  écrire 


(  256  ) 
Ajouunt  membre  à  membre,  on  aura 

(  (x*  -H  r*  -+-  2a jr  H-  2  ^j  -H  fl*  +  6»)" Fa(*  4-  «,  ^  -f-  5 ) 

Si  actuellement  nous  reprenons  la  courbe  représentée  par 
Téquation  (i),  dont  nous- représenterons  le  premier  mem- 
bre par  4>(x^),  et  que  nous  la  rapportions  k  deux  nou- 
veaux axes  parallèles  aux  premiers,  se  coupant  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  a,  &,  l'équation  (i)  deyiendra^ 
en  transformant  ses  termes  d'après  Tégaliié  (4)9 

|*(jr  -4-11,  J^  -f-  ^) 
-h  ( X' -4-^' )/*+»-•  (arr)  -h  Fi^{xx)  =  o. 

Toute  courbe  plane  de  degré  an  +  A  se  reproduisant  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  et  dont  le  pôle  de  reproduc- 
tion est  du  degré  de  multiplicité  Xr,  a  donc,  en  prenant 
pour  origine  un  point  quelconque  de  son  plan,  la  forme 
de  réqpatiou  (5) ;  /*  [xy),  /i+j  (xy)^ . . . ,  fi^^^  (xj) 
sont  des  fonctions  homogènes  dont  le  degré  est  égal  à 
Tindice;  Fi4^(x^)  est  une  fonction  entière,  non  homo- 
gène de  X  et  de  jr^  et  son  degré  ne  surpasse  pas  Ar  +  n. 

TnÉOEkiCE  V. — La  perspectwede  Vintersection  tVune 
sphère  et  d  \in  cône  de  degré  /i,  sur  un  plan  quelconque 
et  en  prenant  pour  point  de  vue  le  point  de  contact  de 
la  sphère  auec  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  du  ta- 
bleau, est  une  courbe  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  a/i, 
se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  réciproques^ 

En  effet,  si  nous  transformons  la  figure  par  rayons 
vecteurs  réciproques  en  prenant  le  pôle  au  point  de  vue, 
et  une  puissance  telle  que  le  plan  du  tableau  devienne 
transformé  de  la  sphère,  comme  la  courbe  sphérique  se 


(  «57  ) 
reproduit  par  rayons  vecteurs  réciproques,  il  en  sera  de 
même  de  sa  transformée  (théorème  III);  or  cette  trans- 
formée n'est  autre  chose  que  la  perspective  de  la  courbe 
sphérique  sur  le  plan  du  tableau.  En  second  lieu,  la 
courbe  sphérique,  intersection  de  la  sphère  et  d'un  cône 
de  degré  n,  sera  du  degré  an;  le  cône  ayant  pour  sommet 
le  point  de  vue  et  cette  courbe  pour  directrice  sera  éga- 
lement du  degré  a  n  ;  donc  il  en  sera  de  même  de  sa  trace 
sur  le  plan  du  tableau,  ce  qu'on  voulait  démontrer. 

Le  degré  du  cône  et  celui  de  sa  trace  peuvent  s'abaisser 
srlè  point  de  vue  est  un  point  simple  ou  multiple  de  la 
courbe  sphérique. 

TwÊoRÈiiE  YI. —  Toute  courbe  plane  de  degré  a  /t+ k, 
se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  dont 
le  pôle  de  reproduction  est  du  degré  de  multiplicité  k 
[k  pouifant  être  nul) y  peut  être  considérée  comme  la 
perspective  de  Vintersection  d^ une  sphère  et  d*un  cône 
de  degré  n-j-kj  le  point  de  vue  étant  sur  la  surface  de 
la  sphère. 

Rapportons  la  courbe  à  un  système  de  trois  axes  rec- 
tangulaires en  prenant  Torigine  au  point  de  vue,  et  le 
plan  des  xy  parallèle  à  celui  de  la  courbe  ;  les  équations 
de  la  courbe  seront,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précé- 
demment, 

(l)  Z  =  P, 


Transformons-la  par  rayons  vecteurs  réciproques,  sui- 
vant la  puissance  P  et  en  prenant  le  pôle  à  Torigine.  Dé* 
signons  par  j/,  j^,  zf  les  coordonnées  du  point  transformé 
du  point  {Xjjr,  z);  on  a 

or*  ""  7'  ~  ?  ""  x''  -f-y  -f-  «'»  ' 
Ann.  de  Mathéin.,  a«  série,  t.  XIV.  (Juin  187S.)  l^ 
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en  tirant  de  ces  égalités  les  valeurs  de  x^y^  z  et  les  por* 
tant  dans  les  équations  (i)  et  (a),  on  aura  celles  de  la 
transformée,  et,  en  supprimant  les  accents,  cette  trans- 
formée sera  représentée  par 


(3) 


Pz 


X»-f-/»-f-«*  * 


(4) 


/___Pjb__         Pr       \  _ 

L'équation  (3)  représente  la  sphère  transformée  du  plan 
de  la  courbe^  Téquation  (4)9  qui  est  la  seconde  des  équa- 
tions de  la  transformée,  peut  être  remplacée  par  une 
combinaison  d'elle-même  et  de  l'équation  (3).  De  l'équa- 
tion (3)  on  tire 


x'  -h  jr*  -4-  a^        « 


p 


'+^^=«(7-') 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4))  elle  devient, 
après  réductions, 


pSii-»-A 


(?-.)Vi(*r) 


ç^n-¥k—\ 


(5)     /  ' 


-•-*^-'(t?)=»- 


'  {  ^^9  ) 
Celte  équation  est  du  degré  n-h  h]  prise  avec  Téqua* 
don  (3),  elle  représente  la  transformée  cherchée,  qui  est 
en  conséquence  du  degré  a(/i  +  A:);  mais,  comme  la 
courbe  représentée  par  les  équations  (i)  et  (a)  se  repro- 
duit par  rayons  vecteurs  réciproques,  il  en  sera  de  même 
de  sa  transformée^  cette  transformée  sera  donc  située  sur 
un  cène  ayant  pour  directrice  une  courbe  du  degré 
a  (n  +  A),  et,  comme  chaque  génératrice  de  ce  cône  ren» 
contre  sa  directrice  en  deux  points,  son  équation  sera  du 
degré  n  +  A,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé* 

On  déduit  facilement  des  conditions  que  nous  avons 
trouvées,  pour  qu'une  courbe  plane  se  reproduise  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  le  moyen  de  reconnaître  si 
une  cotu*be  donnée  par  son  équation  jouit  de  cette  pro- 
priété. On  reconnaît  aussi  d'après  ces  conditions,  et  ce 
qui  était  facile  à  prévoir,  que  le  système  des  taogentes  en 
un  des  pôles  de  reproduction  se  confond  avec  le  système 
des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  ce  point. 

Plusieurs  des  propositions  que  nous  avons  démontrées 
s'étend.ent  aux  figures  de  l'espace  \  nous  n'en  donnerons 
pas  la  démonstration,  qui  ne  serait  qu'une  reproduction 
de  ce  qui  précède. 


DPMSSIOli  M  U  SOHIB  DBS  POISSANGES  SEHBLABLBS 
NS  BAGUES  D'UHB  ÉQUATION,  BN  PONCTIOR  DBS  GOBP- 
riGIBHTS; 

Pas  m.  PELLET, 

Professeur  au  lycée  d'Angers. 


1.  Soit 

X  =  «"  +  j»!  as"-' -t- ;»i  a*-» + . . . -1- />■  =  o 

l'équation  donnée.  On  sait  qu'en  désignant  par  a,  b 

>7- 


{^6o)      . 
c,. . . ,  Ar,  lies  m  racines  de  cette  équation,  on  a 

X'  I  I  II 


X         X  —  a        j:  —  o  X  —  A*        .r  —  / 

La  fonction  est  dëveloppable  en  une  série  con- 

vergente  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  et 
décroissantes  de  x,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le 
module  est  supérieur  au  module  de  a  ;  on  trouve,  par  la 
division, 

I  \        a        à^ 


X  3C^  Jt* 


Donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune 
des  autres  racines,  et  ajoutant  ensemble  tous  les  résul- 
tats, on  aura 

X' m         *,  f,  Sn 

X         X         x*        or*  x"+* 


Sn  désignant  la  somme  des  puissances  n'^'^'  des  racines 

de  X  =  o. 

X' 
Diaprés  cela,  -^  est  développable  suivant  les  puis- 

sances  entières,  négatives  et  décroissantes  de  or,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  supérieur  au 
plus  grand  des  modules  des  racines  de  X  =  o,  et  j|»  est 

le  coefficient  de  -;^  dans  ce  développement,  ou  de  - 

X  X 

X'  I       . 

dans  le  développement  à^  x^  —  y  suivant  les  puissances 

A, 

positives  et  négatives  de  x. 
2.  Désignons  pary(x)  le  polynôme 


(a6i  ) 
et  par  z  une  indétermiiiëe.  On  a 

pour  z  égal  à  — i. 

On  peut  assigner  un  nombre  positif  tel  que,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  supérieur  à 
ce  nombre,  le  modale  de  f{x)  soit  plus  petit  que  celui 
de  Jc".  Pour  toutes  ces  valeurs  de  x^  z  ayant  un  module 
inférieur  ou  égal  à  i ,  on  aura 


—  z/(x)       af* 


=-L+.^ 


...-.|[^]V... 

Multipliant  les  deux  membres  par  mar^"' —  zf*(x)y  on 

a  dans  le  premier ^r— r — j  et  dans  le  second  une 

*  «" —  z/(x) 

série  dans  laquelle  le  coefficient  de  z^  est  égal  à 


d^où 


je'* il — : =rx* 


af — z/(x)  or" 


dx[^   JT'*    J 

et  5.  est  ^ale  i  la  somme  des  coefficients  de  -  dans  les 

termes   du  second  membre,   lorsqu'on  y   remplace   z 
par  — I. 

3.  Ici  nous  ferons  une  remarque.  On  a 


(  a63  ) 
[/(a:)]'"  est  une  fonction  entière  de  x;  si  Ton  divise 

chaque  terme  par  x"»*'"'*,  on  voit  que  x"!  =^-^  I  est  de 
la  forme 

A  -H  A,«-h  A,x'-I-..  .H- Ai^'-f-.  . . 
B|  Bt  Bf 

le  nombre  des  termes  dans  chaque  ligne  étant  limité,  et 
les  quantités  A  et  B  étant  indépendantes  de  x.  En  pre- 
nant la  dérivée,  on  a 

A,  -f-  a  Aï  JT  -h . . .  -*-  î  A/x'"'  -*-... 
—  ?!  —  '®' 

et  elle  ne  contient  pas  de  terme  en  -•  Il  en  résulte  que 
les  coefficients  de  -  sont  égaux  et  de  signes  contraires 

X 

dans  les  fonctions 

^L\m-\  et  Y-mn^K 

axL  X*  j  L  ^  J 

4.  Gela  posé,  revenons  i  la  formule  (i).  D'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  le  coefficient  de  -  dans  le  second 

membre  de  cette  formule  est  égal  à  celui  de  -  dans  la 
série 

mx—  /(x)  .  ^XfK'TY    _.   . 

x»'  X*  ^^  L   *"    J 


Donc,  en  remplaçant  z  par  —  i ,  on  a 

*«=■  —  A,  -H  Al—  A3-+-.    .H-  {—ifk^  -f-. . ., 
où 
A,=coeff.dei     dan.    ,^.  (;>.*-'-H/>.*-+..-4./>,)^ 
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Ce  coefficient  est  celui  de  x^^-"  dans 

-  (;?»  j-»-»  H- />,  x« -»  4- .  . . -+- A«)'S 

qui  est  ëgai  à 

''v»  r(fA-i-i)  XX.       x« 

p-^r(X,-f-i)r(;,-hi)...r(>«-hi)^'  ^*      ^'^  ' 

où  F  (fji  + 1  )  représente  le  produit  i .  a .  3 . . .  p.  Le  signe  £ 
s^^tend  à  toutes  les  valeurs  entières,  nulles  et  positives 
des  exposants  Xj,  ^s, •..,  ^^  susceptibles  de  vérifier  les 

conditions 

Xi  4-  X>  -*-•••-*->«•  =  f*> 

(m  —  i)>i  -f-(OT  —  2)X,  -4-. .  .4-  »>,,_,  -+->«-!  =  OT(x  —  «. 

Multipliant  par  m  la  première  équation ,  et  retran- 
chant la  seconde,  on  a 

qui  peut  remplacer  Tune  quelconque  des  précédentes. 

On  voit  que  A,i  est  nul  pour  les  valeurs  de  \k  ne  satis- 
faisant pas  aux  inégalités 

n'>  iic.  —• 
—        m 

La  formule  i  laquelle  nous  venons  de  parvenir  a  été 
donnée  par  Waring  dans  ses  Meditationes  algebraicœ, 
sans  démonstration.  La  précédente  nous  parait  plus 
simple  que  celle  exposée  par  M.  Serret  dans  son  Algèbre 
supérieure,  p,  44^* 

S.  Cette  formule  donne  facilement  la  somme  des  puis- 
sances semblables  lorsque  l'exposant  est  négatif  et  entier. 

En  effet,  si  dans  X  =  o  on  change  x  en  -t  l'équation 

obtenue  a  pour  racines  les  inverses  de  racines  de  l'équa- 
tion primitive.  Il  en  résulte  que  5_„  est  donnée  par  la 


formule  précédente,  en  changeanl  respectivement 

P\y      Pu      Pi»'  "9      Pm^if      Pm 

en 

Pm-.\  Pm^i  Pi  t 

9        >•••>        — J        • 

pm  pm  Pm         Pm 

6.  Appliquons  la  formule  à  l'équation  trinôme 


On  a 


mm 

A^  =  coeff.  de  a:^-"     dans     -(/'•«• -H  ç)**» 


ou 

I  .2.3.  . .  f pi  —  l)  ,      ., 

i*a...(iir^  — il).  i.a.d«..[#i  —  \m  —  ijfAj 
et 

fA  étant  compris  entre  —  et y  de  sorte  que  ^«  a  un 

nombre  de  termes  égal  au  plus  grand  nombre  entier 

compris  dans 

n  .        ^ 

I  _l . ,     SI     ncm  —  I. 

m[m  —  i) 
Si  m  =:  a,  il  vient 

Au  =  /i r^- —. ;  ^»»^-ç— I», 

0U|  en  posant  n  —  f*  ==  ^j  d'où  fi=  n  —  X, 

(n  —  X  —  i)(/i  —  X — 2). ..{il  —  2X-I-I)         .   . 

" —Ta—i /^  '  ' 

et 

*,=:(-i)-2(-i)^«i- '—— — î^ 'p^'V, 

1   •    A  ...   A 


(  265  ) 

le  nombre  positif  A  prenant  successivement  les  valeurs  o, 
I,  a,...  jusqu'au  plus  grand  nombre  entier  compris 

dans  -  •  De  sorte  que 


M- 1)^ ^ -rhi -^"'  ^    y 

SUR  U  THÉORIE  DBS  SECTIONS  GONI«IIES; 

Par  m.  Edouard  LUCAS, 

A|p^é  de  lUniTenité,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 

an  lycée  de  Moulins. 


Cette  Note  a  pour  but  de  donner  des  démonstrations 
analytiques  fort  simples  de  plusieurs  théorèmes  connus 
sur  les  sections  coniques;  ces  démonstrations  reposent 
sur  remploi  des  coordonnées  trilinéaires,  mais  on  pour- 
rait aussi  se  servir  concurremment  des  coordonnées  tri- 
ponctuelles. 

Théorèmb  I.  —  Lorsque  deux  triangles  sont  conju^ 
gués  par  rapport  à  une  conique,  les  six  sommets  sont 
situés  sur  une  conique  (^). 

En  prenant,  en  effet,  Tun  des  triangles  pour  triangle 
de  référence,  la  conique  a  pour  équation 

et,  en  désignant  par  Pf(a:;,  j^^*,  Zt)  les  trois  sommets  du 
second,  la  conique  cherchée  a  pour  équation 

— —  -i =  o  ; 


X  y  z 


(*)  Chaslbs,  Traité  des  Sections  coniques,  I"  Partie,  p.  i4oj  Paimyiii, 
Principes  de  Géométrie  analjrtique,  p,  288. 
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car,  si  l'on  exprime  que  le  point  Pi  est  situé  sur  cette 
conique,  on  obtient  la  condition  qui  exprime  que  Pt  0% 
Ps  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  donnée. 

Théobèiie  II.  —  Lorsque  deux  triangles  sont  conju- 
gués par  rapport  à  une  conique,  les  six  côtes  sont  tan- 
gents à  une  même  conique. 

En  prenant  les  mêmes  axes  que  dans  le  théorème  cor- 
rélatif précédent,  et  en  désignant  par 

les  équations  des  trois  côtés  du  second  triangle,  la  conique 
chercliée  a  pour  équation 


(ViZ 

-  =  o; 


car,  en  exprimant  que  la  droite  Di,  par  exemple,  est 
tangente  à  cette  conique,  on  obtient  la  condition  qui 
exprime  que  D,  et  Ds  sont  conjuguées  par  rapport  à  la 
conique  donnée. 

Théoeèue  m.  —  Quand  deux  uiangles  ont  leurs  six 
sommets  situés  sur  une  conique,  ces  points  forment  deux 
systèmes  de  trois  points  conjugués  par  rapport  à  une 
même  conique. 

En  prenant  l'un  des  triangles  pour  triangle  de  réfé- 
rence, la  conique  donnée  a  pour  équation 

h       h'      b" 

-  H H  — =0, 

X       y        z 

et  en  désignant  par  Pi(a:/,  j^,-,  Zi)  les  trois  sommets  du 
second,  la  conique  cherchée  a  pour  équation 

hx^  b'y^  b"z* 

--*- 1 =0; 


XiJîjJ?!  J'xX^X^  ZiZ^Z) 


(>67) 
car,  si  Ton  exprime  que  les  deux  points  Pi  et  P»  sont 
conjugués  par  rapport  à  cette  conique^  on  retrouve  la 
condition  qui  exprime  que  le  point  P^  est  situé  sur  la 
conique  donnée. 

Théorèice  IV.  —  Quand  deux  triangles  sont  circon'- 
scfits  à  une  conique,  leurs  côtés  forment  deux  systèmes 
de  trois  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  co- 
nique. 

En  prenant  pour  axes  les  trois  côtés  du  premier  trian- 
gle, en  désignant  par  D,-,  comme  précédemment,  les  équa- 
tions des  trois  côtés  du  second,  et  par 

l'équation  de  la  conique  donnée,  la  conique  cherchée  a 
pour  équation 

'       -"     H =0. 


«i  M,  «3        p,  l'aC,        w,  Wj  w^ 

Ces  deux  théorèmes  sont  les  deux  réciproques  des  deux 
précédents. 

Théobème  V.  —  Quand  deux  triangles  sont  inscrits 
à  une  conique,  les  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 
conique. 

En  prenant  pour  axes  les  côtés  du  premier  et  en  dési- 
gnant par 

b      b'      b" 

-  H 1 =0 

X       y        z 

l'équation  de  la  conique  donnée  et  par  P,(x«,  /,-,  Zi)  les 
trois  sommets  du  second,  la  droite  Pi  Pi  a  pour  équation 

bx         b'r        b^z 

•    -^H =0, 


puisque,  si  l'on  exprime  que  cette  droite  passe  par  le  point 


(  268  ) 

Pi,  on  retrouYe  la  condition  qui  eiprime  que  Pi  est  situé 
sur  la  conique  donnée.  La  droite  PiP«  représente  une 
tangente  de  la  conique  cherchée  qui  a  pour  équation 


puisque  la  condition  de  contact  exprime  que  le  point  P» 
est  situé  sur  la  conique  donnée. 

Théorème  VI.  —  Quand  deux  triangles  sont  circon" 
scrits  à  une  conique,  leurs  six  sommets  sont  situés  sur 
une  conique  (*). 

En  prenant  pour  axes  les  côtés  du  premier  et  en  dési- 
gnant par 

^bx  ■+-  ^/Vy  -H  V 6**  =  o 

l'équation  de  la  conique  donnée,  et  par  D,(ii,-,  t^j,  iv.)  les 
trois  côtés  du  second,  le  point  d'intersection  de  Di  et  Dt 
a  ses  coordonnées  proportionnelles  k 


b  b'         b 


9 


>         1  y 


puisque^  si  Ton  exprime  que  ce  point  est  sur  la  droite  Di, 
on  retrouve  la  condition  qui  exprime  que  D^  est  tangente 
â  la  conique  donnée.  Le  point  d'intersection  des  droites 
Di  et  Ds  est  situé  sur  la  conique  cherchée 


b^  *"  b"' 

H h 


«1  Ha  U^x        P|  p,  P^y        Wi  tVi  n'a» 

puisque,  si  Ton  exprime  que  ce  point  est  sur  cette  conique, 
on  retrouve  la  condition  de  contact  de  la  droite  Dt  à  la 
conique  donnée. 

THÉoaàME  VIL  —  Si  des  trois  sommets  d^un  triangle 
on  mène  des  tangentes  à  une  conique  quelconque,  leurs 


{*)  CuASLU,  Traité  des  Sections  coniques,  p.  53. 


(a69) 
points  d*inter$ection  avec  les  côtés  opposés  sont  six 
points  situés  sur  une  conique  (^). 

En  prenant  le  triangle  donné  ponr  triangle  de  réfé- 
rence et  en  désignant  par 

S  =  «Jt*  H-  a'y^  -h  fl''»'  H-  2  byz  -h  2  i'w?  H-  2  b" xy  =  o 

Téquation  de  cette  conique,  les  tangentes  menées  du  som- 
met opposé  à  Taxe  des  x  ont  pour  équation 

aS  —  (ax  -+-  b'y  -+-  é's)»  =  o, 

ou,  en  déyeloppant  et  en  désignant  par  A  et  B  les  exprès» 
sions  connues  a'a^' —  J*  et  Vl/' —  ab  et  par  A',  B',  A",  B^ 
les  expressions  analogues, 

AV-f-  A'«»—  2B^z=  o. 

En  multipliant  par  A,  on  voit  immédiatement,  à  cause 
de  la  symétrie,  que  la  conique  cherchée  a  pour  équation 

A'  A^'or»  4-  A' Ar»  -+-  AA'  a»  —  a  AB  /« 

—  2  A'B'  zx  —  2A^B'xr  =  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  déduire  les  diffé- 
rents cas  particuliers,  et  de  démontrer  les  théorèmes  cor^ 
relatifs. 

_--■  ^  --         ^    ^        ^  .  .  --       ■-  -.-  -  .  ^  Lijai    ■_■-    i  ■    I    I    !■ 

niARQlIE  SUR  LA  OVRSTION  1129,  RfiSOLDI  PAGI  83; 

P^a  M.  Édodaed  LUCAS. 


Le  rapport  de  la  hauteur  du  triangle  cherché  à  l'hy- 
poténuse est  -9  ce  qui  donne  un  moyen  fort  simple  de 
construire  ce  triangle  par  homothétie. 


(*}  Cbaslbs,  Traité  des  Sections  coniques,  p.  6a. 


{  ajo  ) 

PROBLÈME. 

TrouTer  U  phs  petite  corde  d'iue  ellipse,  qii  soit  lonale 

à  l'ue  de  ses  oitréntés  \ 

Pak  m.  B.  NIEWENGLOWSKI, 

ProfeiMur  de  Mathématiques  ipécialoi  au  lycée  de  Reims. 


Ce  problème  a  été  traité  par  M.  Ossian  Bonnet  {Nou- 
i^elles  AnnaleSy  t.  II,  i^^  série,  p.  4^i)  et  par  M.  Dea-* 
bove  {Questions  d^uélgèbre^f.  ^7^)'  Voici  une  solution 
qui  n'exige  aucun  artifice  de  calcul. 

Soient 


—  -h -4^  =  1 


a* 


jr  =  w.r  -4-  n 

les  équations  d'une  ellipse  et  d'une  sécante.  En  désignant 
par  /  la  longueur  de  la  corde  déterminée  par  cette  droite, 

on  a 

/»  =  (*'  — x")>(i-f-//i2), 

jf  et  a/'  étant  les  abscisses  des  extrémités  de  la  corde* 
L'équation  qui  donne  a/  et  a/'  étant  de  la  forme 

x* -h  px  -^  q  :=  o, 
on  a 

En  remplaçant  petç  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

Si  maintenant  on  remplace n^  par   ,.,,,>  la  corde 
sera  normale,  et  sa  longueur  sera  donnée  par  l'équation 


P=z^a*b' 


(fl»-|-6»m>)(a*m*-4-ft")« 


(  a7i  ) 
Il  suffit,  poar  étudier  les  variations  de  /*,  de  faire 
croître  m*  de  o  à  +  oo  •  En  posant  m?  =  z,  il  suffit  de 
considérer  la  fonction 

i#  =  (i-h  «)>  (a»  +  b^z)-'  (a«z  +  i»)-% 
dont  la  dérivée  est,  toutes  réductions  faites, 

On  a  donc  deux  cas  à  distinguer  : 

i^  a^ — 2ft'5o     ou     aSb^, 

La  valeur  de  z  étant  toujours  positive,  on  a  constam- 
ment i/  <^  o  ;  donc  la  corde  normale  va  en  décroissant 
depuis  a  a  jusqu'à  ^b\ 

2?  a'^bsJZ. 

2fl' b^ 

La  dérivée  vl  s'annule  pour  z  =  — j-  (valeur  ad- 

missible  puisqu'elle  est  positive),  et  en  s*annulant  passe 
du  négatif  au  positif.  Donc,  le  point  de  contact  setnou- 
vant  sur  l'ellipse,  du  sommet  Â  au  sommet  B,  la  corde 
normale  part  de  la  valeur  2  a,  arrive  a  une  valeur  mi- 

nima  égale  à  3  ^3 j  et  croît  de  nouveau  jus- 
la» -4-6»)' 
qu'à  2&. 

*   ■  ■  ■■    ■     ------   --L  -       -  _  -_  -    »  ■  ■  .  '  "-'rr 

SDR  U  DlTEBlINATiOll  AIUIYTKHIB 
H  GBNTRI  D'ONB  SECTION  PLANE  VUTB  iANS  «NI  SIttFiGI 

M  SECOND  ORBRB; 

Pak  m.  SâLTEL,  i  Fontenay-le-Comte. 


Toute  bonne  méthode  doit  être  directe  et  symétrique. 
Ce  privilège  fait  défaut,  ce  nous  semble,  i  la  méthode 


(  ^7'-»  ) 
enseignée  dans  les  ouvrages  pour  déterminer  analytique- 
ment  le  centre  d^une  section  plane,  faite  dans  une  surface 
du  second  ordre.  La  suivante,  que  nous  proposons,  nous 
parait,  au  contraire,  présenter  ce  double  avantage. 
Soit  la  section  représentée  par  les  équations 

Aa:  -I-  Bj^  -h  C«  4-  >  =  O. 

Toute  droite,  passant  par  l'origine  et  parallèle  au  plan 

Ao?  -h  Bj  -f-  C*  4- 1  =  o, 

est  représentée  par  les  équations 

Aar-f-Bj-f-C«=:  o, 
A'x-hB'j^-i-C'2  =  o, 

A',  6',  C  étant  arbitraires,  ou  bien  par 


—       r       _ 


z 


BC  —  CB'       CA'  —  AC       AB'  —  BA' 

Cela  posé,  si  (x^, j^oî  ^o)  ^^^^  '®^  coordonnées  du  centre 
de  la  section,  on  a 

Ax,  H-  Bro  -H  Cz,  -+-  X  =  o; 
en  outre,  toute  droite 

BC  —  CB'  "■  CA'—  AC  ""  AB'  ~  BA'  ""  ^* 

contenue  dans  le  plan  de  section  et  passant  par  le  centre, 
est  divisée  en  deux  parties  égales  en  ce  point  ^  donc 
Téquation  en  p,  obtenue  en  substituant  dans  Téquation 
de  la  surface,  à  la  place  de  :r,  y,  ;b,  les  valeurs 

jr  =  j:,-hp;BC'— CB'), 

j==jr«4-p(CA'-AC'), 
z  =  2o-+-p(AB'--BA'], 


(  ^73  ) 
devra  avoir  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires; 
or  ]e  coefficient  du  terme  du  premier  degré  de  cette 
équation  est 

[(BC'  -  CB')fx.  -h  (CA'  -  AC')/'7o  -i-  (AB'  -  BA')/'z,)]; 

par  conséquent  on  doit  avoir 

(BC  -  CB'  )fx.  -h  (CA'  —  AC)/y.  -4-  (AB'— BA'jr^o  =  o; 

mais  comme  cette  relation  a  lieu,  quels  que  soient  A', 
B',  C,  on  en  conclura  les  égalités 

C/'/«-B/'z.  =  o, 

CfXo—Afz.zzzO, 

qui  se  réduisent  aux  deux  suivantes  ; 

A    ""     B  C    ' 

Ces  égalités,  joiates  àTéquation  du  plan,  déterminent 
les  coordonnées  du  centre  en  question. 


QUESTIONS  DE  GÈOIÉTRIE  ÉLÉIBNTAIRE, 

PeoposAes  PA&  M.  Gasucia  REY, 
Professeur  à  l'École  du  Génie,  à  Arras. 


Soient  deux  cylindres  de  révolution  de  rayon  r  dont 
les  axes  se  rencontrent,  et  soit  a  la  portion  d'axe  de  Tun 
des  cylindres  interceptée  par  Tautre  cylindre.  On  de- 
mande de  prouver  par  la  Géométrie  élémentaire  que  : 

1^  Le  volume  commun  aux  deux  cylindres  a  pour 
mesure 

(•)  I  «r'i 

Ànn,  d€  Mathémat,^  a*  série,!.  XIV.  (Juin  1875.)  18 


(  ^74  ) 

Q?  La  surface  de  ce  volame  a  pour  mesure 

(2)  6ar; 

3^  Deux  plans  parallèles  aux  axes  interceptent  une 
zone  qui  a  pour  mesure 

Remarque  I.  —  Quand  les  axes  sont  perpendiculaires, 
les  formules  (i)  et  (2)  prennent  les  valeurs  remarquables 

T    **    ^^  • 

Remarque  II.  —  Ces  formules  servent  à  mesurer  les 
voussoirs  et  les  douelles  des  voûtes  en  plein  cintre  et  en 
arc  de  cloître,  droites  ou  biaises  ;  elles  se  trouvent  dans 
quelques  Traités  de  la  coupe  des  pierres,  sans  démonstra- 
tion, ou  démontrées  par  l'Analyse. 


PROPOSITIONS  SUR  LES  NOMBRES-, 

Pae  m.  C.  MOREAU, 

Capitaine  d'Artillerie. 


1.  Connaissant  le  mode  de  décomposition  en  facteurs 
premiers  de  Tentier  n,  trouver  le  nombre  des  racines 
de  la  congruence 

x^^i      (mod.  n], 

%  P  désignant  le  produit  de  tous  les  entiers  inférieurs 
à  un  nombre  n  et  premiers  avec  lui,  indiquer  quels 
sont  les  cas  où  n  divise  P  -I- 1 . 

3.  Soient  a,  &,...,  ^  les  différents  facteurs  premiers 
qui  entrent  dans  la  composition  de  l'entier  /i,  et  m  le 

plus  petit  commun    multiple  des   nombres  — , .j 


(  ^75  ) 
a  —  ly  h  —  !,•••)  k  —  i;  montrer  que  tout   nombre 
premier  avec  n  satisfait  à  la  congmence 

x*E=  I     (mod.  «). 

4.  71  étant  un  entier  positif  quelconque,  démontrer 
Tégalité 

5.  Quels  que  soient  les  entiers  positifs  m,  n,  p,  on  a 

k=n 

2.           ..  »f«  -     l)...f/?  —  /•  -h  l) 
(-'^ rr^x::* — 

X  ('»■+-  ^p){'n  -^  fip  —  i).  .  .(in  -+- A-;?  — -  «  -h  2). 

6.  On  tire  successivement  des  boules  d'une  urne  qui 
en  contient  m,  toutes  différentes,  et  avant  chaque  tirage 
on  remet  dans  l'urne  la  boule  qui  en  a  été  extraite  au 
tirage  précédent.  Quelle  est,  dans  ces  conditions,  la  pro- 
babilité d^ amener  p  fois  de  suite  la  même  boule  avant 
que  pas  une  de  q  boules  désignées  à  Tavance  ne  soit 
sortie? 

En  faisant,  dans  la  formule  trouvée,  m  =  i3,  p=  4« 
f  =  2,  on  aura  la  chance  du  coup  appelé  lansquenet  au 
jeu  qui  porte  ce  nom,  en  supposant  que  l'on  se  serve 
d'un  nombre  infini  de  jeux  de  cartes.  Cette  chance 
est  tJ—^  =  o,oo23  environ. 


OOKSIIONS  PROPOSÉRS  PAR  LE  P.  PEPIN. 


1.   Théorème.  —  Si  l'on  désigne  par  a  et  4  deux 
nombres  entiers  quelconques,  l'un  des  deux  produits 

i8. 


{  ^76  ) 
ab{a*—b*),  (fl*— 2i*)(a*— 4ft«)  est  toujours  divi- 
sible par  7,  savoir  :  le  premier,  si  la  somme  a'+  b*  est 
de  l'une  des  formes  7/,  7/+1,  7/-+-  a,  7/4-4»  ©^  le 
second,  si  cette  somme  est  de  Tune  des  formes  7^+39 
7/-+- 5,  7/-+- 6. 

2.  Théorème.  —  Soient  a  et  &  deux  nombres  entiers 
quelconques  :  Tun  des  deux  produits 

est  toujours  divisible  par  11,  savoir  :  le  premier,  si  la 
somme  a'  +  b^  est  de  Tune  des  formes 

ii/4-(o,  I,  3,4,5,9), 

et  le  second,  si  celte  somme  est  de  l'une  des  formes 

1  W-f  (2,  6,  7,  8,  lo). 

3.  Théorème.  —  Soient  a,  &^  c,. .  •  des  facteurs  pre- 
miers inégaux,  m  =  à^b^c'^. . .  et  <f{n)  la  fonction  nu- 
mérique qui  exprime  combien  dans  la  suite  i,  a,  3,...,/i 
il  y  a  de  nombres  premiers  relativement  à  n.  Cette  fonc- 
tion (f{n)  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  Téquation 
suivante  ; 

Soit,  par  exemple,  m  =  3*5*,  on  a 

3^5*  =  225  =  o(225)  -+-  5y(9)  -+-  3^(25)  -h  i5. 

Legendre  a  démontré  qu'aucun  nombre  triangulaire 
n'est  égal  à  un  cube.  On  peut  énoncer  le  théorème  sui- 
vant plus  général  : 

«  Aucun  nombre  triangulaire  n'est  égal  à  un  cube 


(  ^77  ) 
multiplié  par  une  puissance  entière  quelconque  d'un 
nombre  premier  de  l'une  des  deux  formes  i8/n+5, 
x8m  + 1 19  ni  par  un  cube  multiplié  par  une  puissance 
de  a,  ou  par  le  double  d'un  nombre  premier  i8/n  +  1 1, 
on  encore  par  le  double  du  carré  d'un  nombre  premier 
i8to-h  5.  » 


BIBLIOGRAPHIE. 


L.  Saltel.  —  Considérations  générales  sur  la  déiermi- 
nation,  sans  calcul,  de  V ordre  d^un  lieu  géométrique. 
(Paris,  Gauthier-Villars.  Prix  :  3  fr.) 

Dans  les  exercices  ou  recherches  qui  coDcement  les  matières 
enseignées  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales,  on  a 
continuellement  besoin  de  déterminer  l'ordre  d*un  lieu  géomé- 
trique. Cette  simple  remarque  montre  toute  l'utilité  que  les 
élèves  et  professeurs  pourront  retirer  du  travail  de  M.  Saltel. 


SOLUTIONS  BB  OOISTIONS 
PROPOSÉBS  BANS  LIS  NODTELLBS  ANNALBS. 


Question  1155 

(Toir  a*  «érle,  t.  XIV,  p.  48)  ; 

Paa  m.  LAURAl^S, 
Élève  en  Mathénutlques  spéciales  au  lycée  de  Lyon  (classe  de  M.  Ribout). 

On  donne  la  parabole  semi-cubique 

(1)  x3--3flj'=o. 

D*un  point  quelconque  P  du  plan  on  peut  mener 
trois  tangentes  à  la  courbe  (i).  Désignons  par  (C)  le 
cercle  qui  passe  par  les  trois  points  de  contact;  chercher  : 


(  =»78) 

i^  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle Ca  un 
rayon  constant; 

a®  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  C  est  constamment  sur  la  courbe  (i)  ; 

3®  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  C 
touche  la  courbe  (i). 

Soient  a,  S  les  coordonnées  du  point  P;  les  points  de 
contact  des  tangentes,  menées  du  point  («,6)  à  la  courbe, 
sont  déterminées  par  Téquation  (i),  jointe  à  Téquation 
de  la  courbe  polaire  du  point  P,  par  rapport  à  la  para- 
bole (i),  c'est-à-dire 

En  éliminant  jr  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
une  équation  du  cinquième  degré  en  x,  qui,  suppression 
faite  des  racines  x*  =  o,  provenant  de  ce  que  Torigine 
est  un  point  double  de  la  courbe,  s'écrit 

(3)  x*  — 6ax2-+-9a»x—  I2«6'  =  0  (*). 

Or,  les  coordonnées  des  trois  points  de  contact  satis- 
faisant à  Téqaation  x^  -— 3a^*  2=  o,  si  dans  Téquation  (3) 
on  remplace  x^  par  3aj',  on  aura  Téquation  d^ane 
courbe  passant  par  ces  trois  points  de  contact  5  cette 
équation  est,  en  divisant  par  3, 

(4)  ay^  —  2ax^ -h  3a?x  —  /^aV  =z  o. 

Les  équations  (a)  et  (4)  représentent  deux  coniques, 
passant  par  les  trois  points  de  contact.  Ces  coniques  ont 
leurs  axes  parallèles,  puisque,  dans  chacune  d'elles,  les 

C*^  )  En  Bupposant  <i  >  o,  pour  qu'il  soit  possible  de  mener  par  le 
point  P  trois  tangentes  réelles  à  la  parabole  (i),  il  faut  que  l'équation  (S) 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  positives  :  ce  qui  eÙQe  qu^on  ait  a* —  3  aC'>  0. 

(G.) 


(  ^79  ) 
axes  soïïU  parallèles  aux  axes  des  coordonnées*  On  pent 
donc  faire  passer  un  cercle  par  leurs  points  d'intersec-* 
tion,  et  ce  cercle  sera  précisëment  le  cercle  C,  qui  passe 
par  les  trois  points  de  contact. 

n  s'ensuit  qu'on  obtiendra  Péquation  de  C  en  déter- 
minant X  par  la  condition  que  Téquation 

représente  un  cercle,  ce  qui  donne 

.        4Z  -H  aa 

a — Aa  =  — 2a-4-Aa,     A  =: ? 

«  -+-  a 

d'où  l'on  déduit,  pour  l'équation  du  cercle  C^ 

/*'v       •         ,       3a ,  ,  26.  .  4^'/  \ 

(5)    x'-hr* iiH-a)xH (a -f-aa)r-h -î—  (a-f-a)  =  o. 

^  a  a  ^  a   ^ 

Cherchons  maintenant  les  équations  des  divers  lieux 
géométriques  demandés  : 

1°  Lieu  des  points  pour  lesquels  le  cercle  (C)  a  un 
rayon  constant. 

Le  carré  du  rayon  de  ce  cercle  ayant  pour  expression 

Qa*  .  6*  iP 

4fl'^  '         a' ^  '  a    ^  ' 

celte  équation,  entre  a  et  6,  est  celle  du  lieu,  en  rempla 
çant  a  et  6  par  x  et  7,  et,  résolvant  par  rapport  à  ^',  on 
obtient 

(6)  jr»  3=  x'[4g^R'^9xMfl+x)']  ^ 

équation  du  sixième  degré.  On  voit  immédiatement  que 
les  directions  asymptotiques  de  la  courbe,  représentée 
par  Téquation  (6),  sont  imaginaires^  cette  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x,  comme  on  devait 


^  280  ) 

8^y  attendre.  Sa  foime  dépendra  des  valeurs  relatives  de  R 
et  de  a  (*). 

a^  Lieu  des  points  pour  lesquels  le  cercle  C  a  son 
centre  sur  la  courbe  (1). 

Les  coordonnées  du  centre  de  G  étant 

X  =  —  (tf  -4-  a),     Y  = (û  -f-  2a), 

2fl  ^  a 

écrivons  que  ces  coordonnées  vérifient  Féquation  (l), 
nous  aurons  ainsi 

2T  a*  6' 

-rf—  {a  H-  a)»—  3rt  --  (tf  -+-  2a)»  =  o, 
oû*  a' 

ou 

telle  est  Féquation  du  lieu.  La  courbe  qu'elle  représente 
est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  or.  Pour  toute 
valeur  positive  dex,  l'ordonnée  y  a  deux  valeurs  réelles, 
égales  et  de  signes  contraires.  Pour  des  valeurs  négatives 
de  Xj  on  doit  avoir  x  <C —  ^]  de  sorte  que  si  Ton  prend 
sur  l'axe  des  x,  à  partir  de  l'origine  O,  dans  le  sens  des  x 
négatifs,  une  distance  OA  =  a,  et  qu'on  mène  AA'  pa- 
rallèle à  OY,  entre  OY  et  AA',  il  n'y  aura  aucun  point 
de  la  courbe.  L'origine  et  A  sont  deux  points  de  rebrous- 
sèment,  la  tangente  de  rebroussement  est  Taxe  des  x;  les 
directions  asymptotiques  se  confondent  avec  l'axe  des  jr. 

m 

Note,  —  M.  Laurans  n'a  pas  traité  le  cas  où  le  cercle  C  doit  être  tan- 
gent à  la  parabole  (i). 

(*)  Dans  une  discussion  assez  étendue  de  l'équation  (6),  M.  Laurans 

o  «  Q 

a  distingué  les  trois  cas  R<-^»  R  =  — ,  R>*— -,  et  montré  quelle 

est  dans  chacun  d'eux  la  forme  de  la  courbe.  Nous  regrettons  de  devoir, 
faute  d'espace,  laisser  au  lecteur  à  faire  cette  discussion. 


(a8i  ) 
Question  1155 

(TOir  a*  térle.  t.  HT,  p.  4C); 

Paa  m.  moret-blanc. 

1.  Les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  du  point  P  (X,  Y)  à  la  courbe 

(l)  j:»— 3flj»  =  o 

doirent  satisfaire  à  la  condition 

(a)  X*»— 2flYr  —  0^=0; 

d*où,  en  éliminant  j<^ 

(3)  X»  —  6Xx»  -+-  gX'x  —  i2tfT'=  o, 

équation  qui  détermine  les  abscisses  des  trois  points  de 
contact. 

Soit 

(4)  {  *  —  a )'  -H  (/  —  6)»  —  R'  r=  o 

Téquation  du  cercle  (C),  en  la  combinant  avec  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  pour  éliminer  /*,  on  a 

x»-4-3ûar'— 6fla«-f-3a(a»-|-  6^  — R'\ 

jr  = --_ /, 

oao 


et 

d*où 

(5) 


_(X  4-  <z).r»— 2gaar-4-a(a»-4-6'— R') 


(Y  -f-  6)«*—  3(6X  —  flY)jr«  —  6«aY* 

-f-  3aY(a»  -t-  6»—  R*)  =  o. 


Les  équations  (3)  et  (5)  devant  avoir  les  mêmes  ra- 
cines, il  faut  qu'on  ait 

'^        I       *"       aX       ~  3X^   "■  4Y 


(  >8a  ) 
1**  Des  deux  premières  équations  (6)  on  tire 

X  aa 

ces  valeurs,  substituées  dans  la  troisième,  donnent 

(7  )  9X^(X  -t-  «;»—  4«»R'X» -4-  ^a*Y*=o, 

équation  du  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  le  rayon  du 
cercle  [C)  est  constant  et  égal  à  R. 

tP  Si  Ton  reporte  ces  valeurs  de  a  et  6  dans  Téqua* 
tion  (1),  on  obtient 

(8)  9X*(X  -r-  a;*—  8fl*(2X  -4-  û)»T'=  o, 

équation  du  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  (C)  est  sur  la  courbe  (i). 

3^  Le  cercle  (C)  coupe  la  courbe  (i)  en  six  points  (*), 
dont  les  abscisses  sont  déterminées  par  Féquation 

^^^'         •  i8û»(3a'-f-€>— R»)x»— 36fl'a(a»4-6^  — R')jr 


Cette  équation  admet  les  trois  racines  de  l'équation  (3}; 
son  premier  membre  est  divisible  par  celui  de  Téqua- 
tion  (3),  et  le  quotient 

(10)    je-!-6(X-f-a)x»-f-9(X-f-ûj»jr î-^^^ — ^- =0 

donnera  les  trois  autres  racines. 

Pour  que  le  cercle  (C)  touche  la  courbe  (i),  il  faut  que 
l'une  des  équations  (3)  et  (10)  ait  des  racines  égales,  od 
qu'elles  aient  une  racine  commune. 


{*)  Parmi  ces  six  points,  II  y  en  a  au  plus  quatre  qui  soient  réels. 

(6.) 


(183) 

La  première  condition  donne  X'  —  3  a  Y'  =  o,  en  sup- 
primant la  solution  Y  =  o  qui  donne  bien  pour  x  deux 
valeurs  égales,  mais  non  deux  points  coïncidents. 

Le  lieu  est  la  courbe  proposée  (i),  ce  qu'il  était  facile 
de  prévoir. 

La  seconde  condition  donne 

(il)       X»(X-4-fl)  +  3aY^=o,     ou     (X4-a)=:o. 

En  éliminant  x  entre  les  équations  (3)  et  (lo),  on  ob- 
tient la  troisième  condition 

(12)  9X»(jr-t-fl)(îiX-f-a)'— 2a*T'=:o,  ou  aX-h  <i=o  (*). 

Les  équations  (i),  (11)  et  (12)  représentent  les  lieux 
des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C)  est  tangent  à  la 
courbe  (i)  (**). 

2.  En  appliquant  la  même  méthode  à  la  courbe 
(1)  x'— 3<i7  =  o, 

on  obtient  successivement 

(2)  X^r'—  «Y  —  2ÛJ  =0, 

(3)  2.r'—  Zmx'  H-  3aY  =  o, 

(4)  x^^y^—^oix—-  26r4-a^-H6'— R'=0, 

et  par  Télimination  de^  entre  (i)  et  (4) 


(*)  Lorsque  3X-h-ar=o,  les  équations  (3)  et  (10)  ont  les  mêmes 
racines.  Le  premier  membre  de  l'équation  (9)  est  le  carré  du  premief 
membre  de  Téquation  (3);  il  en  résulte  que  Téquation  (g)  a  trois  racines 
dQubles;  deux  de  ces  racines  sont  imaginaires,  la  troisième  est  réelle. 

(G.) 

(**)  C'est-b-dire  pour  lesquels  Téquation  (9)  a  des  racines  égales; 
resterait  à  considérer  les  valeurs  correspondantes  de  l'ordonnée^,  par- 
ticulièrement dans  le  cas  où  l'on  suppose  aX  -^  a  =  o.  (G.) 


{  ^84  ) 

doni  le  premier  membre  doit  être  divisible  par  celui  de 
Téquation  (3),  ce  qui  donne  les  conditions 

gX*  —  8tf XT  -¥- 16««—  i6tf  ex  =  o, 

(6)       {    l6fla-+-3X»Tr=0, 

i6fl»(a'-f-  6'+  6Y  —  R')  —  gaX'T  -+-  ^a*Y*=o; 


d'où 


3X»Y       ^      qX«— 8flXT-f-i6fl» 
loa  ibâX 


et 

(7)  9X*(X«T»-  i6aXT-4-9X*-h3afl»)  — a56(R»X»— a»)=o, 

équation  du  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C) 
a  un  rayon  constant. 

En  substituant  les  valeurs  de  a  et  6  dans  oc'  —  3a  6  =  o, 
on  a 

(8)  a56«»(9X*—  8a XT  -*-  lôa»)  —  gX'T'  =  o, 

équation  du  Heu  des  points  P  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  (C)  est  sur  la  courbe  (i). 

En  galant  à  zëro  le  quotient  de  (5)  par  (3),  on  trouve 

( lo)       4X jr»  +  eX'r»  «4-  gX^x  -+-  6flXY  —  24a»=  o. 

La  condition  pour  que  Téquation  (3)  ait  deux  racines 
égales  est  X' —  3a Y  =  o,  ou  Y  =  o  5  cette  dernière  so- 
lution est  admissible,  car  Torigine  est  un  point  d4n- 
flexion,  et  Taxe  des  X  est  une  tangente  double. 

La  condition  pour  que  Téquation  (10)  ait  des  racines 
égales  est 

(X*—4ûXY-hi6a=)(iiX*— i2flXYH-48ii')-hi6X*==o. 

En  éliminant  x  entre  les  équations  (3)  et  (10),  on  ob- 
tient la  condition  pour  qu'elles  aient  une  racine  com- 


(  a85  ) 
moDe 

72«X*(XY  — 6a)»— (27X*-hi6flXT  — 32fl») 

(8flX»T»+  9X»T  -  3afl»XT  -f-  Saa»)  =  o. 

Les  deux  dernières  équations,  avec  X'  —  3aY  =  o, 
T  =  o,  représentent  le  lieu  du  point  P  pour  lequel  ]e 
cercle  (C)  touche  la  courbe. 

Note»  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pierre  Mondati  pro* 
fesiear  au  collège  d'Annecy;  B.  Launoy;  Gambey. 


Question  1165 

(voir  a*  ferle,  t.  XIY,  p.  19a); 

Pab  m.  h.  LEMELLE, 

Élève  en  Mathénatiques  spéciales  au  lycée  de  Poitiers. 

La  différence  des  carrés  des  distances  de  deux  points 
de  Vaxe  d'une  parabole^  également  distants  du  foyer ^ 
à  une  tangente  quelconque  est  constante, 

(H.  Brocard.) 

Soient  M  et  M'  deux  points  de  Taxe  d'une  parabole, 
pris  à  la  même  distance  [a)  du  foyer  F^  CD  une  tangente 
quelconque,  et  a  Tangle  qu'elle  fait  avec  Taxe  de  la 
courbe;  MN,  M'N^  FF'  les  perpendiculaires  abaissées 
des  points  M,  M',  F  sur  la  tangente  *,  on  a 

Yr= — - — 5 

et  si  Ton  mène  la  droite  MR  parallèle  à  CD,  et  rencon- 
trant IVrN'  en  un  point  R,  on  aura 

RM'=M'N'— MN. 

Or  le  point  F'  est  sur  la  tangente  AF'  menée  au  som- 
met A  de  la  parabole  \  il  en  résulte  que  j 

FF'=-J?— ;     d'où     M'N'-f-MN=-A.  i 

2ftma  sma 


I 


(  a86  ) 
D^autre  part 

RM'     on     M'N'~BfN  =  MM'8ÎDa=:2asina; 
donc 

(M'N'-h  MN)  (M'N'—  MN)  =  (M'N"—  MIP)  =  2<r/?  =  const. 

C.  Q.  F.  D. 

Note.  —  Là  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Henri  Jacob,  élèTe  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon  ;  Gambey  ;  Launoy  ;  Moreau  ; 
Les;  Chadu;  S.  F.,  de  Cherbourg;  B.  V.  StHstny  et  Y.  SëbesU,  élères 
à  l'École  Polytechnique  bohème,  à  Prague;  A.  Michel;  H.  Garreta; 
Louis  Goulin,  élèves  du  Lycée  de  Rouen  ;  Scordeur,  maître  auxiliaire  au 
Lycée  de  Lille;  A.  Tourrettea;  Vladimir  Hafobe,  à  Odessa;  Yandaine,  de 
l'École  Sainte-Geneviève. 

Question  1166 

(roir  a*  lérie ,  t.  XIY ,  p.  191  )  ; 

Pa&  m.  c.  chadu. 

Trouver  à  V intérieur  d^un  triangle  rectiligne  ABC 
un  point  O  tel,  que  les  angles  OÂB,  OBC,  OCA  soient 
égaux.  (H.  Brogabj).) 

On  voit  immédiatement  que  ce  point  se  trouve  à  Fin- 
tersection  de  trois  segments  capables  des  suppléments 
des  angles  C,  A^  B,  et  décrits  sur  les  côtés  a^b^  c. 

En  décrivant  sur  les  côtés  a,  &,  c  des  segments  capa* 
blés  des  suppléments  des  angles  B,  C,  A,  on  trouverait 
un  second  point  O^  pour  lequel  on  aurait 

0'AC  =  0'CB=:0'BA. 

Considérons  le  point  O,  désignons  par  a  la  valeur 
commune  des  angles  OAB,  OBC,  OCA,  et  calculons 
tanga. 

Les  triangles  AOB,  AOC  donnent  respectivement 

OA         _     r  OA  _     h 

sin(B — a)       sinB       sinc^       sinA' 


(  »87) 
par  suite 

6sînasinB=:csinAsiD(B  —  a), 
tanga(6sinB  -^-csinAcosB)  =  csinAsinB. 

Maltîplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  2a ^ 
et  remplaçons  les  produits 

asinB,     aenaBf     2ac  cosB 

par  leurs  valeurs  respectives 

^sinAy     2  S,     a*-hc*— é». 

Nous  aurons,  en  divisant  de  part  et  d^autre  par  sinÂ, 

tanga(<»*H-  b^ -^  e*}  =z /^S. 

En  tenant  compte  de  la  relation 

i6S»=  2a»^»-f-  26»c»  -f-  ac»fl»—  «*—  6*  —  c«, 

2S  2S 

sma  =  -  =  —  9 

en  posant 

à^b^-\-  b^c^-hc^a^=m^. 

Nous  aurons  donc 

V*.         ^^c       ^^       c'a        ^^        a^b 
0A=: — >     0B  =  — ?     0C= 

m  m  m 

D*où  l'on  déduit  les  deux  formules  suivantes  : 

OÏ*     ôb'     ôc'  _ 

tr.  (AOB)  __  tr.(BOC)  _  tr.fCOA)  _  J^ 
b'c^       ""       c'a'       "*       a'6»      ""  w»' 

On  trouverait  des  formules  analogues  pour  le  point  0^ 
par  exemple, 

0'A=: — ,     0'B  =  — ,     0'C=:— , 
m  M  m 


(  288  ) 
par  suite 

0A_^       J?!2.  — î       OC  __g 
Ô^^c*     0'B"~fl'      0'C""6' 
et 

OA.OB.OC=:0'A.O'B.O'a 

Note,  —  Solutions  de  MM.  Morel;  Lez;  Etienne  Gatti,  étudiant  à  l'Uni» 
Tenité  de  Turin;  Moreau;  F.  S.,  de  Cherbourg;  Gambey;  S.  Kober, 
élère  à  TÉcole  Polytechnique  bohème,  à  Prague;  Jacob,  élè?e  du  Lycée 
de  Dijon;  Tourréttea;  Launoy;  H.  Garreta  et  Louis  Goulin,  élèves  du 
Lycée  de  Rouen;  Vasselin,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  Lycée 
du  Havre  ;  Vladimir  Habbe,  à  Odessa  ;  L.-P.  de  Cuerne,  à  Liège  ;  L.  Michel  ; 
Vandaine,  de  TÉcole  Sainte-Geneviève. 


QUESTIONS. 

1173.  Lorsque  les  médianes  d'un  triangle  inscrit  dans 
une  ellipse  se  coupent  au  centre  de  la  courbe,  le  lieu  du 
point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  est  une 
ellipse  tangente  à  la  développée.  (Poujade.  ) 

1174.  Trouver,  dans  l'intérieur  d'un  triangle  ABC,  un 
point  O  qui  soit  tel  que,  si  de  ce  point  on  abaisse  des 
perpendiculaires  OA^  OB',  OC,  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB 
de  ce  triangle,  Taire  du  triangle  A'B'Csoit  un  maximum. 

(HAaKEMA.) 

1175.  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  l'é- 
quation 

XT  =J'  -h  I. 

1176.  Trouver  les  points  de  l'espace  tels,  qu'une  co- 
nique donnée  se  projette  suivant  un  cercle  ayant  pour 
centre  la  projection  d'un  point  donné  sur  le  plan  de  la 
conique.  (Pellet.) 

1177.  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  l'équa- 
tion 

X»  -h  a:*  +  «^  -h  J?*  =y\ 

(H.  Brocard.) 


(  289) 

SIMPLES  REMAROUES  SVR  LES  RACINES  ENTIÈRES 
BES  ÉQUATIONS  CUBIQUES; 

Pas  m.  s.  REALIS, 

Ingénieur  &  Tarin. 


Etant  donnée  l'éciualion  cubique 

dans  laquelle  P  et  Q  sont  des  coefficients  entiers,   soit 
faît,  pour  abréger, 

R=  aP'-h  Q% 
S=  4P^-27Q^ 
T  =  5oF— 27Q». 

Cela  posé,  les  observations  suivantes  peuvent  fournir 
sur  la  nature  des  racines,  en  tant  que  commensurables  ou 
incommensurables,  des  indications  utiles. 

1 .  On  sait  que,  dans  le  cas  où  les  trois  racines  de  la 
proposée  sont  entières,  la  quantité  — S  est  égale  à  un 
carré. 

On  peut  ajouter  (4)  que,  dans  le  même  cas,  les  quan- 
tités —  R  et  —  T  sont  égalés,  chacune,  à  une  somme  de 

a 

deux  carrés* 

D'après  cela  et  un  théorème  connu,  les  racines  étant 
entières,  tout  nombre  qui  diyise  Tune  quelconque  des 
quantités  — R,  — T,  après  qu'elle  a  été  débarrassée  des 
facteurs  carrés  qu'elle  peut  contenir,  est  une  somme  de 
deux  carrés  premiers  entre  eux  *,  d'où  il  suit  qfue,  s'il  arri* 
vait,  par  exemple,  que  l'une  de  ces  quantités  — R,  —  T, 
ainsi   dégagée,    fût  divisible  par  3   ou  par  tout  autre 
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(  a9<^  ) 
nombre  4'^  +  3,  qui  n*esl  pas  la  somme  de  deux  carrés, 
par  cela  seul  il  y  aurait  lieu  de  conclure  que  la  proposée 
n'a  pas  trois  racines  entières. 

%  Le  nombre  entier  a,  pris  parmi  les  diviseurs  de  Q, 
ne  peut  être  une  racine  de  la  proposée,  si  3â*  +  Pet 
3a*  +  4P  A^  sont  pas  diviseurs  de  S,  et  si  a*+  ^P  et 
—  3a*  +  2p  ne  sont  pas  diviseurs,  respectivement,  de 
R  et  de  T.  C^est  ce  qui  ressort  facilement  des  relations 
qui  vont  suivre,  par  lesquelles  est  exprimée  la  composi- 
tion des  quantités  S,  R,  T. 

3.  Pour  que  la  proposée  ait  toutes  ses-  racines  entières, 

il  est  nécessaire  que,  S  étant  le  produit  de  trois  facteurs 

tels  que 

3û*-*-P,     36«-f.P,     3c»  4- P, 

il  soit  en  même  temps  le  produit  des  trois  facteurs 

3fl»4-4P,    3^»-+- 4P,     3c«  +  4P, 

et  que  Q*  soit  le  produit  des  trois  facteurs 

a\     b\    c\ 

Alors  les  entiers  a,  i,  c,  pris  avec  des  signes  convenables, 
seront  les  racines  dont  il  s*agit. 

En  effet  les  conditions  posées  conduisent  immédiate- 
ment à  une  équation  renfermant  la  proposée,  et  ayant 
pour  racines  les  nombres  a,  b^  c,  pris  avec  les  deux  si- 
gnes. 

On  voit  donc  que,  en  ce  cas,  la  quantité 

S=:3(3Q)>-f-P(2P)% 

ainsi  que  chacun  des  facteurs  appartenant  soit  à  la  pre- 
mière, soit  à  la  deuxième  décomposition,  est  renfermée 

dans  la  formule 

3»»-hP/S 
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où  il  faut  observer  que  P  est  négatif.  On  sait  d'ailleurs 
que  chaque  facteur  3  a*  +  4  P  de  la  deuxième  décompo- 
sition est  égal  à  un  carré  pris  avec  le  signe  négatif  (ce  qui 
fait  quHl  en  est  de  même  pour  le  produit  S). 

4.  Les  conditions  ci-dessus,  que  nous  avons  tirées  de  * 
la  décomposition  de  S  et  de  Q*  en  facteurs,  peuvent  être 
remplacées,  toutes  ou  en  partie,  par  des  conditions  ana- 
logues, relatives  à  la  décomposition  d'autres  quantités. 

On  a,  par  exemple^ 

R=  {a»-f-  aP) (^»-f-  aP)  (c»4-  2P), 

T=(— 3fl^+aP)(— 3^>-f-2P)(— 3c>-f-aP), 

ou  nous  supposons  toujours  que  a,  i,  c  sont  racines  en- 
tières de  la  proposée.  Dans  la  première  égalité,  R  et  ses 
facteurs  sont  compris  dans  la  formule 

dans  la  deuxième,  T  et  ses  facteurs  sont  compris  dans  la 

formule 

—  3z'^-aP/^ 

De  plus  les  égalités 

—  3a»  -t-  aP  =  —  (a 6  +■  c)'  —  (  ac  +  ^)» 

montrent  que  chacun  de  ces  facteurs,  pris  en  signe  con- 
traire, est  la  somme  de  deux  carrés  (ce  qui  fait  que  les 
produits  —  R,  —  T  sont  eux-mêmes  des  sommes  de  deux 
carrés).  On  reconnaîtra  en  outre  que  T  et  ses  trois  fac- 
teurs, pris  en  signes  contraires,  sont  aussi  représentés, 
chacun,  par  une  somme  de  trois  carrés.  * 
Inscrivons  encore  la  relation 

2P»4-a7Q'=(3iî»+-  2P){3ft»-f-  aP)(3ca-f-2P), 

>9- 
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qui  doit  subsister  entre  les  entiers  a,  6,  c,  s^ls  sont  les 
racines  de  la  proposée.  Ici  le  produit  et  les  facteurs  sont 
compris  d*abord  dans  la  formule 

L'égalité 

3/i*-4-  2P  =  (2^  •+-  c)»—  3^» 

nous  fait  voir  ensuite  que  chaque  facteur,  pris  avec  son 
signe,  est  aussi  renfermé  dans  la  formule 

a»— 3/>: 

d'où  Ton  peut  conclure,  par  un  théorème  connu,  que  la 
même  chose  a  lieu  à  l'égard  du  produit. 

5.  Il  n'est  pas  inopportun  de  rappeler  ici,  d'après  les 
éléments,  la  simpliGcation  qui  consiste  h  ramener  d'a- 
bord l'équation  à  n'avoir  que  des  racines  premières  entre 
elles. 

Si  les  racines,  supposées  toules  les  trois  entières,  ont 
des  facteurs  communs,  le  premier  membre  de  l'équation 
est  nécessairement  de  la  forme 

gf   étant   le  plus  grand  commun  diviseur  des  racines. 
Alors,  changeant  x  en  gx^  l'équation  devient 

x^-h  Pa;4-Q  =  o, 

où  les  racines  a^h^c  sont  premières  entre  elles,  et  où  P 
est  un  nombre  impair,  et  Q  un  nombre  pair. 

Il  est  visible,  au  surplus,  que  la  transformation  indi- 
quée peut  être  appliquée  de  façon  à  rendre  les  racines  pre- 
mières entre  elles,  non  pas  d*une  manière  absolue,  mais 
seulement  par  rapport  à  tels  facteurs  premiers  A^,  Xr,,..., 
A„  qu'on  voudra,  de  façon,  dis -je,  à  débarrasser  les  ra- 
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cines  du  plus  gi*and  produit  k^  h^...  AJ^  quelles  ont  en 
facteur  commun  et  où  n'entrent  pas  tous  les  facteurs 
premiers  de  g. 

Cette  simplification  partielle  peut  être  utile  quand  on 
ne  connait  pas  tous  les  facteurs  premiers  des  coefficients, 
et  nous  en  signalerons  bientôt  une  application  impor- 
tante. En  attendant,  on  voit  déjà  qu  il  suffira  que  Q  soit 
impair,  ou  que,  après  avoir  dégagé  les  racines  du  plus 
grand  facteur  2''  qui  leur  est  commun,  P  se  maintienne 
pair,  pour  qu^on  ait  la  certitude  que  toutes  les  racines 
de  la  proposée  ne  sont  pas  entières. 

6.  On  sait  que,  si  une  racine  a  est  entière,  les  deux 
autres  le  sont  ou  ne  le  sont  pas,  selon  que  la  quantité 
—  3a'  —  4P  est  ou  non  égale  à  un  carré,  et  que,  si  cette 
quantité  se  réduit  à  zéro,  les  deux  racines  sont  égales. 
On  sait,  en  outre,  que  lorsque  la  même  quantité  est  un 
carré  avec  le  signe  négatif,  les  deux  racines  en  question 
sont  des  nombres  complexes  entiers ^  c'est-à-dire  qu'elles 

sont   représentées  par  l'expression  a' ±  V  yj — i,  dans 
laquelle  al  et  V  sont  entiers,  auquel  cas  la  racine 

ne  peut  être  qu'un  nombre  pair  [*). 

D'après  cela,  et  vu  que  la  quantité  mentionnée  ne  peut 
pas  devenir  un  carré  si  elle  se  réduit  à  la  forme  3^:  +  2, 
on  sera  assuré  que,  lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles 
et  que  la  valeur  absolue  de  P  est  de  la  forme  3p  +  2, 
deux  racines  ne  peuvent  être  entières.  On  sera  assuré  de 
même,  par  des  considérations  semblables,  que,  lorsqu'une 
seule  racine  est  réelle,  et  que  P  est  un  nombre  négatif 


(*)  Voir,  pour  les  racines  complexes  des  équations,  le  tome  lU  de 
la  1'^  série,  p.  4ii  ^k^  <^t  325. 
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—  {ip  —  a),  OU  un  nombre  positif  3p  +  a,  les  deax 
Autres  racines  ne  sont  pas  exprimées  par  des  nombres 
complexes  entiers.  C'est  aussi  ce  qu^on  peut  voir  en  rai- 
sonnant directement  sur  la  quantité  S. 

U  y  a  lieu  d'ajouter  ici  que,  considérées  par  rapport 
aux  trois  formes 

3«,     3«-*-i,     3s -H  2, 

les  valeurs  absolues  des  coefficients  P,  Q,  an  cas  des 
trois  racines  entières,  ne  peuvent  appartenir  à  la  même 
forme. 

7.  Admettons  que  Téquation  proposée  a  toutes  ses  ra- 
cines entières,  et  supposons  Q  positif,  ce  qui  est  toujours 
permis. 

Ce  qui  précède  nous  conduit  à  remarquer  que  cette 
équation,  étant  transformée  de  manière  à  avoir  ses  ra- 
cines débarrassées  du  plus  grand  facteur  2* .3^  qui  peut 
leur  être  commun,  se  réduira  nécessairement  i  Tune  de 
ces  trois  formes 

1*  X»—  (6/? -h  l)a:-+-67  =0, 

a»*  x^ — (6/>-+-3)aîH- 6ç  •+- 2  =  o, 

3"  a:»  —  (6^  -f-  3)  X  +  67  H-  4  =  O, 

p  eiq  étant  des  entiers  positifs.  C'est  ce  qu'on  peut  véri- 
fier directement,  en  s'appuyant  sur  les  égalités 

qz=  ab  (a  -h  b)y 

considérées  relativement  à  l'équation  transformée.  Ainsi, 
toute  équation  cubique  qui  ne  se  ramène  pas  à  l'une  ou  i 
l'autre  de  ces  formes  ne  saurait  avoir  ses  trois  racines 
entières. 

On  reconnaîtra  de  même  que  la  proposée  ci-dessus  est 
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toujours  réductible  à  Tune  ou  à  Tautre  des  formes 

7?  a:»—  (4/?  4-3)x4-4^  -h2=iO, 

■ 

où  les  racines  n'ont  pas  le  nombre  a  pour  facteur  com- 
mun. 

On  assignerait  semblablement  les  formes  exclusives 
que  comporte  la  même  équation  lorsque,  Payant  ramenée 
â  avoir  ses  racines  premières  entre  elles  par  rapport  aux 
facteurs  premiers  a  et  Ar,  on  distingue  les  coefficients  d'à* 
près  les  formes  linéaires 

aX»,     2^2 +  1»     aXz-h  2, . . .,     2A»-f-2X-  —  i. 

8.  La  remarque  suivante  permet  quelquefois  de  con- 
stater qu'une  équation  donnée  est  irréductible. 

On  sait  que,  lorsque  la  quantité  —  S  est  égale  à  un 
carré,  les  racines  de  la  proposée  sont  réelles,  et  que  deux 
quelconques  d'entre  elles  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  la  troisième  et  des  quantités  connues. 

S*il  arrivait  donc  que  — S  fût  un  carré,  et  que  Tune 
des  indications  précédentes  nous  fît  reconnaître  que 
toutes  les  racines  ne  peuvent  être  entières,  il  s'ensuivrait 
de  nécessité  qu  elles  sont  toutes  incommensurables. 

C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  les  équations  de 
la  forme 

qui  rentrent  dans  celles  considérées  par  M.  Lobatto  dans 
un  Mémoire  inséré  au  tome  IX  de  la  i'*  série  du  Journal 
de  Mathématiques  (*).  Ici,  p  étant  un  entier  de  signe 
quelconque, la  condition  relativeà  — S  est  satisfaite*,  mais 


t*)  ^oir  aussi  V Algèbre  supérieure  de  Vt,  Serret. 
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le  dernier  terme  est  un  nombre  impair;  aucane  radne 
par  conséquent  ne  peut  être  commensurable. 

9.  La  différence  i^  entre  deux  quelconques  des  racines 
a,  i,  c  de  la  proposée  est  donnée,  comme  on  sait,  par 
Téquation  du  sixième  degré 

f^-f-  6Pi^  4-  gP'p'  -*-  S  =  o, 

où  toutes  les  valeurs  de  f^  sont  entières,  si  celles  de  a,  b^ 
c  le  sont  elles-mêmes. 

Cette  équation,  il  importe  de  le  remarquer,  se  décom- 
pose dans  les  deux  suivantes  : 


p•-f-3P•'-f-\^-S  =  o, 
v"-h  SPc»  — V— S  =  o, 

dont  les  racines  sont,  pour  Tune,  les  diflérences 

et  pour  l'autre,  les  mêmes  différences  prises  en  signes 
contraires,  savoir 

—  ç^  =  b  —  a,     — v^z^c — by     — f^=a  —  c. 

Les  valeurs  distinctes  de  i^  sont  donc  données  par  Téqua- 

tion  cubique 

v^ -h  pv -h  q  =  Oy 

où  l'on  a  fait,  pour  simplifier,  3  P  =  p,  —  S  =  ^*,  et  où 
il  sufGt  de  prendre  q  positif. 

Lorsque  q  est  un  nombre  entier,  on  pourra  appliquer 
à  cette  équation  les. considérations  exposées  plus  haut  (7) 
à  IVgard  de  la  proposée,  et  Ton  établira  par  là  les  corré- 
lations de  formes  qui  doivent  subsister  entre  les  coeffi- 
cients/?, ^,  pour  qyiiW  y  ait  possibilité  que  les  valeurs 
de  u  soient  entières.  Cela  fera  donc  connaître  de  nou- 
velles couditions  relatives  à  la  rationnalilé  des  racines 
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a,  6,  c;  oiais  un  autre  résultat  important  se  dégage  inci- 
demment de  Téquation  précédente,  et  nous  ne  devons  pas 
omettre  de  le  signaler. 

Désignant  par  S' la  quantité  4p^  +  279')  on  a 

par  où  est  d'abord  mise  en  lumière  une  particularité 
fort  remarquable,  relative  à  Téquation  considérée.  Elle 
consiste,  comme  on  voit,  en  ce  que  — S'  est  toujours  un 
carré,  lors  même  que,  — S  ne  Tétant  pas,  le  terme  i/  est 
irrationnel  ou  imaginaire. 

Rappelons  maintenant  les  relations 


m" 


."'—      *"  _i_  _______ 


2        l(3v^-hp) 
2    '    2(3/^-4-/;) 


par  lesquelles  deux  racines   quelconques   i/^,   i/*^  de  la 
même  équation  sont  exprimées  en  fonction  de  la  troi- 
sième racine  i^'  et  des  quantités  connues. 
Ces  relations,  devenant  ici 


.//_     ^    .        9Q 


2^2(p"-f-Pj' 


if'" 


^  9Q 


2         2(i'"-|-P) 

nous  font  voir  aussitôt  que  les  différences  (^  s'expriment 
rationnellement  en  fonction  Tune  de  Taulre  et  des  coef- 
ficients de  Téquation  en  x,  indépendamment  de  toute 
hypolbèse  sur  la  quantité  S  et  la  nature  des  racines  a,  &,  c. 
Joignant  à  cela  la  considération  que  les  différences 
entre  les  racines  demeurent  les  mêmes  après  la  trans- 
formation linéaire  qui  ramène  une  éqiialion  quelconque 
du  troisième  degré  à  la  forme  de  la  proposée,  on  établira 
facilement  ce  théorème  : 
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TBÉoaÊME.  —  Dan$  toute  équation  du  troisième  de-- 
gré,  dont  les  racines  sont  a^  &,  c,  les  différences 

a  —  bf     b — c,     c  —  a 

s'expriment  toujours  en  fonction  rationnelle  Piine  de 
Vautre  et  des  coejficients^ 

Cette  proposition,  qui  n^avait  peut-être  pas  été  re- 
marquée, conduit  à  des  conséquences  importantes,  et 
nous  pourrons  y  revenir  \  elle  n'est  d'ailleurs  pas  isolée. 
Bornons-nous  en  ce  moment  à  observer  que,  la  proposée 
en  X  ayant  ses  coefficients  entiers,  et  toutes  ses  racines 
n'étant  pas  supposées  entières,  aucune  racine  de  l'équa- 
tion en  1^  ne  pourra  être  entière,  et  aucune  racine,  par 
suite  de  l'équation 

V^  -f-  6PV»  4-  gP^V  4-  S  =  o, 

dans  laquelle  V  =  i^',  ne  pourra  être  un  carré. 

Note.  —  Ces  remarques,  conséquences  implicites  de 
principes  et  de  formules  bien  connus,  n'ont  pas  pour 
but  de  faciliter,  dans  la  pratique,  la  recherche  des  racines 
entières  des  équafions  considérées;  mais  elles  peuvent 
être  d'un  usage  avantageux  dans  l'analyse  indéterminée, 
où  l'on  est  souvent  arrêté  par  la  difficulté  d'assigner  théo- 
riquement les  conditions  relatives  à  la  rationnalité  des 
racines  des  équations.  Les  développements  qui  précèdent 
fournissent  effectivement  des  caractères,  ou  criteria^  pour 
juger  a  priori,  d'après  la  forme  des  coefficients  et  de 
quelques  fonctions  des  coefficients,  de  la  possibilité  ou 
de  l'impossibilité  que  certaines  équations  aient  leurs  ra- 
cines entières.  C'est  pour  cette  raison,  et  bien  que  les 
propositions  énoncées  laissent  subsister  la  difficulté  théo- 
rique en  son  entier,  qu'on  a  pu  croire  utile  de  les  consi- 
gner ici. 
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PEUITTATIONS  REGTILIGNES  DE  29  LETTRES  ÉGALES  DEUX 
A  DEUX,  eu  TROIS  LETTRES  CONSÉCUTIVES  SONT  TOUJOURS 
MSTINGTB8; 

Par  m.  vachette, 

Cooseiller  municipal,  à  Mouy  (Oise). 
(Tolr  a*  téri*,  t.  XIII,  p.  ft49.) 


I.  Distinction  des  diverses  espèces  de  permutations 
contenues  dans  les  B^^i  intervalles  inadmissibles  pour 
Vespèce  cherchée. 

Les  permutations  de  Tespèce  cherchée  appartiennent 
aux  6f,ty  dont  il  a  été  parlé  dans  un  précédent  article. 
Soit  C^^i  le  nombre  cherché  \  toutes  les  autres  permuta- 
tions, prises  parmi  les  6^,1,  seront  en  général  des  N^,f 

Toute  N^,|  contient  un  ou  plusieurs  intervalles  inad* 
missibles  pour  les  C^^t  dont  les  seules  formes  sonta&a, 

abab  désignées  par  $8,84. 

Il  ne  peut  y  avoir  de  formes  plus  complexes;  toute 
lettre  C,  voisine  d^un  S»  ou  d'un  S4,  ne  peut  que  faire 
partie  d'un  intervalle  consécutif  distinct  du  premier, 
comme  on  le  voit  dans 

aba  cbcy     abacdc^     abacdcd^     ababcdc,     ababcdcd. 

Dans  un  Ss,  aba^  il  7  a  une  médiane  b  et  deux  ea>- 

trémes  a\  dans  un  S4,  abah^  il  y  a  deux  médianes  et  deux 

extrêmes. 

Un  S4  emploie  complètement  deux  des  q  groupes  de 
lettres.    Un  Se,  aba^  n'emploie  complètement   qu'un 

groupe;  sa  médiane  b  peut  être,  ou  isolée  ailleurs,  ou 
médiane  d^un  autre  S». 
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Un  couple  de  deuit  Ss  y  aha  et  c&c,  ayant  même  médiane, 

emploie  complètement  trois  des  q  groupes  et  donne  deux 
intervalles  complémentaires  :  on  le  désigne  par  2S3. 

Un  N^^,  peut  contenir  :  i^r  couples  d'intervalles  com- 
plémentaires contenant  6r  lettres  égales  deux  à  deux; 
a"  u  intervalles  déforme  S4,  contenant  4«  lettres  égales 
deux  à  deux^  3°  v  intervalles  distincts  de  forme  Sa,  con- 
tenant 3(^  lettres,  dont  21^  égales  deux  a  deux,  et  v  let- 
tres distinctes  entre  elles.  On  doit  avoir 

3r-f- 2tf -h  2p<y    et    >2, 

car  cet  N^^,  contient  au  moins  un  S^. 

On  désigne  par  N^  (r,  u,  (^)  lé  nombre  des  permuta- 
tfons  d'une  de  ces  espèces;  r,  u,  (^  sont  entiers  et  doivent 
satisfaire  aux  inégalités  précédentes*,  ils  peuvent  être 
nuls  tous  les  trois,  en  admettant  que  C^,,  peut  s'écrire 
N^(o,  o,  o). 

LMdcntité 

B^,,=  C^.,4-2N^(r,  «,1») 

servira  de  vérification;  la  somme  S  comprend  tous  les 
termes  possibles. 

Le  nombre  des  tournantes  deTespèceN^  (r,  u,  p),  tour- 
nante complète,  est  en   général  —  N^(''»  «>  *');   une 

exception  sera  mentionnée  plus  loin. 

Certains  C^^i  sont,  comme  les  B^^i,  des  tournantes  in- 

C      [   p 
complètes;  le  nombre  de  leurs  tournantes  sera  --^ -^» 

pour  des  raisons  analogues.  On  aura  aussi  à  considérer 
Tordre  q  d^une  espèce,  rabaissement  d^ordre,  les  variétés 
d'une  même  espèce,  les  variétés  asymétriques  et  les  va- 
riétés symétriques  de  fraction  -;  et  Ton  établira,  comme 


{3o.  ) 
dans  le  premier  article,  la  formnle 

N^(r,  u,  i')  =  2^  PJ  «  -f-  ^  H-  p  -h. .  .  j  • 

II.  Moyens  de  former  un  inten^allef  permutations 
de  r  ordre  q  —  i  qui  peuvent  servir  à  former  des  C^,». 

I®  Avec  une  seule  lettre  A,  on  peut  former  : 
Un  Sa,  abaàe  deux  manières,  ahba  ou  abha\ 

Un  S4,  abab  d^une  seule,  abhab. 

Avec  deux  A,  on  peut  former  : 

UnS4,  ababd!nne  manière,  ahbahb-^ 

Deux  Ss,  de  quatre  manières,  puisque  chacun  d^eux 
peut  être  formé  de  deux  manières  avec  h. 

2**  U  n'y  a  que  des  B^_i,t  qui  puissent  former  des  C^,t 
au  moyen  de  deux  lettres  h  nouvelles^  au  moyen  de  A, 
le  binaire  aa  donne  un  Sa,  ciha  ;  au  moyen  de  deux  /t,  on 

a  un  nouveau  binaire,  ahha. 

Parmi  les  B^^i^j  on  ne  peut  recourir  qu'aux  C^-1,1» 
N^-i  (o,  o,  i),  N^,i  (o,  o,  2),  Ny^i  (o,  2,  o),  N^«,  (o,  1,0), 
N^_i  (o,  1, 1  )  et  N^_i  (  1,0,0).  En  effet,  pour  les  N^_i  (0,0,0), 
on  doit  avoir  i^<^  3,  puisque  deux  h  ne  peuvent  former 
que  deux  Sgi  pour  les  N^«i(o,  ii,  v)^  on  doit  avoir 
u  -4-  v<C  3,  ce  qui  répond  ou  à  deux  S4,  ou  à  un  seul  S4, 
ou  à  un  seul  S4  et  un  Sa  ;  pour  les  N^.i  (r,  u^  v)^  r  n'étant 
pas  nul,  on  doit  avoir  r  =  i,  li  =  o,  ^  =  o,  car  on  ne 
peut  former  qu'un  couple  de  aSj. 


m.  Formule  du  nombre  C 


q,%' 


1°  Part  des  C^-t,f. 

Les  lettres  h  peuvent  porter,  dans  les  numéros  de  i  à 
ig  qu'elles  ont  dans  la  résultante,  deux  numéros  séparés 
an  moins  par  deux  places  ;  ainsi,  un  numéro  étant  donn« 


(3oa) 
à  l'une  d'elles,  Tautre  ne  peut  en  avoir  que  aq  —  5  :  on 

^'   ^  "" — -  systèmes  de  places.  La  pari  sera 

^(27  —  5)Cy_i,i. 


aura 

2 


2®  Part  desN^«i  (o,  o,  i). 

Avec  une  des  lettres  h^  on  forme  le  Sa  de  deux  maniè- 
res, et  le  second  h 

peut  occuper,  pour  chacune  de  ces  manières,  autant  de 
places  qu'il  y  a  de  lettres  en  dehors  de  Sg,  savoir 
aq  —  2  —  3  ou  2^  —  5:  aussi  chaque  tournante  de  l'es- 
pèce considérée  en  fournit  ^{^q  —  S)  à  Tespèce  cher- 
chée^ la  part  fournie  en  tournantes  sera 

et  en  permutations,  si  Ton  multiplie  par  2  q, 

27(27  — 5)__      ,  . 

^  1^     ^Ny-,  (0,0,1). 

3**  Part  des  N^.i(o,  o,  2). 
^Âvec  les  deux  A  on  a  quatre  manières  de  former  les 
deux  Sa  :  la  part  sera 

4^ 


7  —  I 


Ny«,  (0,0,2), 


4°  Part  des  N^.i  (o,  i,  o). 

Si  Ton  forme  le  S4  avec  un  seul  h 

ab^ab  •  •  • , 

le  second  h  peut  occuper  autant  de  places,  plus  une, 
qu'il  y  a  de  lettres  en  dehors  de  S^,  2^  —  2  —  4  ou 
aç  —  6  :  on  a  ainsi  ^q  —  5  systèmes. 


(  3o3  ) 
Si  on  le  forme  avec  les  deux  A,  il  y  en  a  i  de  plus. 
En  tout,  il  y  en  a  ai/  —  4  '•  ^^  P&i*^  ^^^ 


q^t 


N,_,(o,  1,0). 


5**  Part  des  N^_i  (o,  i,  i). 

On  forme  S4  d*une  manière,  et  S»  de  deux.  II  y  a  deux 
systèmes.  La  part  sera 

^^^N,-.,  (0,1,1). 

6®  Part  des  N^.i  (o,  a,  o). 

On  forme  chaque  S4  d'une  manière.  La  part  sera 

Nç^,  (0,2,0). 


q—l 


7**  Part  des  N^.,  (i ,0,0). 

On  forme  chaque  Sg  de  deux  manières.  La  part  sera 

^^    N,.. (1,0,0). 


7  —  1 

Si  Ton  ajoute  toutes  ces  parts  et  qu'on  multiplie  par 
9  on  a  la  formule 


• C^,,,  =  (27— 5)(7  — i)Cy.,,,4-2{2y— 5)N^,(o,o,  i) 


4N,_.(o,0,  2)+2(y  — 2)N^l(0,  1,0) 
-f-2N,-,(0,I,l)4-Nç-,(0,2,0)-f-4N,_,(l,0,0). 

IV.  Décomposition  des  Bt,i»  des  Bs^s  et  des  B^^t. 

i<*  On  a  vu  (1''  article,  IV)  que  Bt,»  =  2;  on  a  une 
tournante  incomplète  i  deux  places,  abab  ;  elle  est  de  l'es- 
pèce N,(o,  I,  o);  ainsi 

N}(o,  1,0)  =  2. 


(  3o4  ) 
Celte  espèce  donne  l'exception  annoncée  (I)  :  on  a  une 
seule  variété  symétrique  de  fraction  \\  car  la  permntalion 
peut  commencer  i  Tune  des  quatre  lettres,  sans  changer 

la  variété;  donc  i      .  ^  =  N^(o,  i,  o),  et,  comme  7  =  2, 

N,(o,  1,0)  =a. 

•j<*  On  a  vu  (i"  article,  IV)  que  Ba,,=  24  ==  4P1, 
Ce,!  =  6  =  Pa,  ahcabc\  par  la  formule  on  a 

|C,.a=2Nj(0,  I,  o)  =  4-' 

N3{i,o,o)  =  i8=:3P„     d'où    B3.,=  P,  +  3P3  =  4P,. 

Un  Bs,t  ne  peut  en  eflfet  contenir  un  S4;  ababcc 
est  inadmissible.  SHl  contient  un  Sg,  aba^^  il  coutieDt 
forcément  son  complémentaire,  cbc  :  on  a  une  seule  va- 
riété,/!^/! cic,  symétrique  defraction  j-pour  les  Ns  (i ,  o,  0); 

d  où  Ng  (i,  o,  o)  =  — ^ — î  1  =  3P». 
3«  On  sait  que  B^,,  =  3i  P4.  Or 

€4,3  =    7  P4  ;     par  la  formule  C|,f 

N4  (  O3  o,  I  )  ==    8  P4  ;     une  seule  variété  asymétrique  aba cdhcd\ 

N4{o,  o,  l)  =  1.2*4^4- 

N4  (Oy  o,  2  )  =   8  P4  ;     une  seule  variété  asymétrique  a ^ao/r^i/. 

Point  de  N4  (o,  i,  o),  ni  de  ^«(o,  i,  i). 

N4  (0,2,0)=   4^4»     ^^^  variété  symétrique  de  fraction  {, 

ababcdcd;  N4(o,  2,  0)=  — ^ '• 

N4(i,o, o)r=   4^4t     une  variété  symétrique  de  fraction  |, 

abad  cbcd, 

31P4. 


(  3o5  ) 

V.  Abaissement  d^ordre  du  nombre  N^  (r,  u,  i^)  quand 
V  n  est  pas  nul;  formule  (r,  m,  y^), 

L*espèce  N^  (r,  m,  v')  contient  —  N^  (r,  m,  j^)  tournantes  ; 

si  Ton  fait  commencer  une  tournante  à  l^un  des  v  inter- 
valles distincts  de  forme  S$,  on  ne  comptera  que  ^  des 

2(f  permutations  de  la  tournante,  en  tout  —  ^^  ('*)  "9  ^)* 

Si  on  enlève  les  extrêmes  de  aba^  on  obtient  des  per- 
mutations d'ordre  9  —  i,  à  Taide  desquelles  on  peut  re- 
venir à  l'espèce  cherchée  ;  leur  nombre  sera  le  nombre 
des  permutations  d'ordre  q^  relatives  à  a,  et,  pour  les 
avoir  toutes,  on  multipliera  ce  nombre  par  ^. 

Il  convient  d'examiner  ce  que  produit  l'enlèvement 
des  a  de  aba .  Autour  du  b  restant  peut  se  former  un  S4, 

un  Sa  ou  rien  : 

cbcb\  icabacb^ 

T~r  I     par  les  formes     }  ,  — r 
bcbc  \  I  beaba  c, 

cbc     par     cabac, 
abacby 


bcb    par 


bcaba. 


S'il  se  forme  unS4,ona  l'espèce  N^«,  (r,  u-*-i,  ^ — i)] 
le  nombre  de  S4  a  augmenté  de  i,  et  celui  desS»  distincts 
a  diminué  de  i .  Chacune  des  tournantes  de  cette  espèce, 
commencée  par  un  des  u  +  i  Intervalles  S4,  fournit 
2(a-|-i)  permutations  à  l'espèce  cherchée,  puisqu'on 
peut  entourer  de  deux  a  l'une  des  deux  médianes  d'un  S4  : 
la  part  ainsi  fournie  est 

ou 

g  I        *         ^    '  ' 

^nn.  de  Mathémat.^  a«  série,  t.  XIV.  (JuUlet  1876.)  20 


(  3o6  ) 

S'il  se  forme  un  Sa,  bcbet  que  sa  médiane  C  ne  fasse 

pas  partie  d'un  autre  S3,  on  a  l'espèce  N^«i  (r,  u,  i^)  ;  un 
des  Ss  distincts  a  été  remplacé  par  un  autre.  Chacune  de 
ces  tournantes,  commencée  par  un  des  f^  intervalles  dis- 
tincts Sa,  fournit  3(^  permutations  à  l'espèce  cherchée; 
on  entoure  de  deux  a  l'une  des  trois  lettres  de  ces  Ss  ; 
la  part  ainsi  fournie  est 

Quand  la  médiane  de  hch  fait  partie  d'un  autre  Ss,  on 

a  l'espèce  N^.i  (r-h  i,  u,  ^^  —  2*)  ;  le  nombre  des  couples 
de  2S3  a  augmenté  de  i,  et  le  nombre  des  Ss  distincts  a 
diminué  de  2.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée 
par  un  des  a(r-f- 1)  intervalles  S»  des  r-f- 1  couples  de 
283,  fournit  4(''-H  i)  permutations  à  l'espèce  cherchée; 
on  entoure  de  deux  a  l'une  des  extrêmes  b  d'un  de  ces 
S»,  bcb.  La  part  sera 

ii_-JN^,(r4-,.u,.-.) 


ou 


a(r-t-0„      ,  . 


7  —  1 

S'il  ne  se  produit  aucun  intervalle,  on  a  l'espèce 
N^-i  (r,  «,  i^  —  0  î  '®  nombre  des  intervalles  distincts  S» 
a  diminué  de  i.  Dans  chaque  tournante,  il  y  a 
2(<7  — i)  —  6r  —  4^  —  4(^  —  ï)  lettres  isolées  dont  la 
semblable  n'existe  dans  aucun  des  intervalles.  Chacune 
de  ces  tournantes,  commencée  par  une  de  ces  lettres, 
fournit  2{q  —  3/* —  2u —  at'-f-i)  permutations  à  l'es- 
pèce cherchée;  on  entoure  de  deux  a  cette  lettre  initiale. 
La  part  sera 

7  —  3r— 2«  — 2P-M 

N-«,    r,  M,  p  —  i). 


(3o7  ) 
La  somme    des    paru,    multipliée    par    </,    donne 


—  N-(/%  «,  m):  si  Ton  multiplie  lout  par-^ 1  on  a  l 

formule  (r,  w,  i') 


=  ( «  -4-  i)N^-.  ( r,  »  -h  I ,  I'  +  i)  H Ny,,  (r,  i/,  p) 

«a 

-h  2(rH-  i)  Ny_,  (r-l-  i,«,  p  —  2) 

-*-  (7  —  3r—  2a  —  2P  +  l)Nj.,  (r,  w,  !•  — i). 

VI.  Cas  particuliers  de  la  formule  (r,  u,  t')  '^formules 

(0,  M,  i^)  ef  (o,  I,  i),   (r,  o,  «/),   (o,  o,  i^)  ef  (o,  o,  i)  et 

(o,  o,  2). 

1®  La  formule  (r,  u,  v'),  pour  r  =  o,  donne  la  formule 
(0,11,  i/) 

^^^^^^  N-(o,  //,p)  =(u-h  i) N,_i  {01  "  -4-  I,  p  —  I) 

3p 

H iV,-i  (o,  ihv)  -4-  2Ny_,{i ,  tt,  V  —  2) 

-+-(y  — 2«  — 2P-|-l)N,_,(o,  M,*'—  1), 

et  celle-ci  pour  u  =  i  et  i^  =:^  i  donne  la  formule  (o,  i,  1) 
relative  à  une  des  espèces  qui  forment  C^^, 

^-p^  N,(o,  I,  i)  =  2Ny-.,(o,  2,  o) 

-+-;Ny-,(o,i,i)-l-(7  — 3)]N,-.(o,  1,0). 

2°  Pour  u  =  o,  elle  donne  la  formule  (r,  o,  i^) 

4-  2(r  +  i)Ny_,(r  +  I,  o,p—  2) 
-4-(7  —  3r—  2P+  i)Ny_,(f,  o,  P—  1). 

20. 


(  3o8  ) 

3°  Pour  r  =  o  et  u  =:  o,   elle  donne   la  formole 

(o,  o,  v) 

^i^Ilil N,(o,o,..)  =  N^.(o.  I, P - ,) 

H Ny_,{0,  0,p)  +  2N,-.,{l,0,  l'  — 2) 

-f-  (^  —  2C'  +  l)  N^_,  (o,  o,  C  —  l), 

qui  en  comprend  deux  autres  ;  pour  v  =  i  eiu=:a,  rela- 
tives à  deux  des  espèces  qui  forment  C^^t,  les  formules 
(0,0,  i)  et  (0,0,  2) 

~^N,(o,o,i)=N,.,(o,  1,0) 

-4-  |Ny_,  (o,  o,  i)  +  (^  —  I  )Cy-..., 
car  N^«i  (0,  o,  o)  n'est  autre  chose  que  C^-i,t  ; 

^— j- N Jo, o,  a)  =  Nç_,  (o,  I,  i)-h  3N^_,(o,  o,a) 

-h  2Ny«,  (i,  o, o)  H-  (y  —  3)Ny_,  (o,  o,  i). 

(A  suivre.) 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  (ANNÉE  1874.) 


Question  de  Mathématiques  spéciales; 

Par  m.  E.  FIOT, 

Professeur  de  Mathématiques  au  lycée  de  Sens. 

On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homo focales; 
on  imagine  une  conique  quelconque  c,  doublement 
tangente  à  chacune  des  coniques  données.  Trouver  et 
discuter  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à 
V ellipse  et  à  Vhyperbole  aux  points  où  ces  courbes  sont 
touchées  par  la  conique  c. 


(3o9  ) 

Principes  sur  tes  coniques  bilan  génies  à  une  troisième. 
Lorsque  deux  coniques  sont  bitaugeutes  à  une  troi- 
sième, les  cordes  de  contact  passent  par  le  point  de  con- 
cours des  sécantes  communes  à  ces  deux  coniques,  cor- 
respondant aux  cordes  de  contact. 

Si  les  sécantes  sont  parallèles,  les  cordes  de  contact 
leur  sont  respectivement  parallèles. 

C*est  un  théorème  bien  connu,  résultant  de  ce  que 
toute  conique  bitangente  à  une  conique  5  =  o  a  pour 

équation 

j— -  X-a'rn  o. 

Distinction  a  priori  des  différentes  parties  du  lieu 
cherché. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  homofocales  données  se  cou- 
pent en  quatre  points  A,  B,  C,  D  situés  aux  sommets 
d*un  rectangle  concentrique  à  ces  coniques.  Des  trois 
couples  de  sécantes  communes,  il  y  en  a  un,  (  AC,  BD), 
concentrique  aux  deux  courbes;  les  deux  autres,  (AB, 
CD),  (ADy  BC),  sont  respectivement  parallèles  aux 
axes  OX,  OY  :  il  en  est  de  même,  dans  ces  trois  cas,  des 
cordes  de  contact. 

Pkemtsr  cas.  —  Sécantes  communes  concentriques. 

Les  équations  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  homofocales 
sont 

*  =  -;H-Tr  — i  =  o     et      /= r  H- T-^ i  =  o, 

en  supposant  a*  ]>  X  ]>  6*. 

Soient  jr  —  mx  =  o,  y  —  m'x  :=.  o  les  équations  des 
cordes  de  contact  ;  l'équation  de  la  conique  c  pourra  se 
mettre  sous  Tune  ou  l'autre  des  deux  formes  suivantes  ; 

c  =  j  —  Â[x  —  OTx)»=o,     c  =  y—  k' (^jr  —  m'xY=i  o. 
Exprimons  que  ces  deux  équations  représentent  la 


mm  =  — 


(  3io) 
môme  conique  :  nous  aurons  les  relations 

-î-  —  km^z=  — i-^  —  X'iw'%     :^  —  X-  =  -p-î—  -  k', 

Am  =  it'w'. 

En  éliminant  k  et  /:'  entre  ces  trois  équations,  ce  qui 
n'offre  aucune  difficulté,  on  obtient  la  relation 

«'(«»  —  >)' 

entre  les  coeflQcients  angulaires  m,  m'  des  deux  cordes 
de  contact. 

Recherche  des  équations  des  tangentes.  —  Le  dia- 
mètre de  Tellipse,  conjugué  de  la  droite  y  —  mx  =  o,  a 

pour  coefficient  angulaire —-^  par  suite,  les  tan- 

gentes  à  Tellipse,  parallèles  à  ce  diamètre,  ont  pour 
équation 

,  ,  ô'x    ,    bJb^'\-o}iH* 

^  '  a^m  am 

On  trouve  de  même  que  les  tangentes  à  Thyperbole, 
conjuguées  de  la  droite  / —  m'x  =  o,  ont  pour  équa- 
tion 

On  aura  l'équation  du  lieu  cbcrché  en  éliminant  m, 
m!  entre  les  équations  (i),  (â)  et 

bHb^'-\) 
mm*  ■=. . -^. 

Élimination  de  m  et  m'.  —  Je  commence  par  rendre 
rationnelles  les  équations  (i)  et  ('^),  ce  qui  donne 

{a'my  -h  b\TY=  a^b^[a^m^-h  b^)y 


(3i.  ) 

puis,  dans  cette  dernière  équation,  je  remplace  m!  par 
sa  valeur 

après  réduction,  on  trouve 

On  a  donc  à  éliminer  m  entre  les  équations 

{a*mx  —  b^xY=  a*m^{a^  —  ^)  -+-  b*{b^^  X); 
en  les  additionnant  membre  à  membre,  il  vient 

équation  qui  se  dédouble  en  deux  autres  : 

a^m^-i-  b*=o     et     57^4-7*=  «'H- è*— >. 

Si  Ton  ne  tient  pas  compte  des  imaginaires,  le  lieu  est, 
dans  le  premier  cas,  le  cercle  représenté  par 

on  doit  avoir  1  <  a*  donc  :  a*-+-  i*  —  X  est  une  quantité 
toujours  positive,  et,  par  conséquent,  le  cercle  est  tou- 
jours réel. 

Deuxième  cas.  —  Sécantes  communes  parallèles  à 
l'axe  0X5  cordes  fie  contact  aussi  parallèles  à  OX. 

Soient  j^  —  h  =  o,j^  —  /i'=o  les  équations  des  cordes 

(*)  En  remplaçant  dans  Toquation  s'—As  =  o  rindéterminée  k  par 

il  fient 

•    donc  le  cercle  que  cette  équation  représente  passe  par  les  quatre  points 
A,  B,  C,  D,  communs  aux  deux  coniques  données.  (C>.) 


(3l2) 

de  contact,  Tëquation  de  la  conique  c  pourra  s'écrire 
sous  Tune  ou  Tautre  des  formes 

il  en  résulte 

ces  trois  relations  peuvent  s^écrire 

h\a  -  X)  [i  —  X-' (^>—  a)]  =  a}[h^ -  X)  (i  —  ^^'). 

Les  deux  premières  donnent  h  et  X:',  en  substituant 
dans  la  troisième,  on  obtient  la  relation  qui  lie  les  pa- 
ramètres A,  7^^  On  trouve  ainsi,  sans  difficulté» 

Recherche  des  tangentes  correspondant  aux  corxies 
A,  h'.  —  Les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite j)^  —  A  =  o, 
relativement  à  Tellipse,  sont 

Il  s'ensuit  que  le  système  des  tangentes  menées  de  ce 
point  à  l'ellipse  a  pour  équation 

De  même,  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite 
y  —  /i'=  o,  par  rapport  à  l'hyperbole,  sont 


(  3.3  ) 

Le  système  des  deux  tangentes  issues  de  ce  point  a 
pour  équation 

En  éliminant  h  et  h'  entre  les  équations  (3)  et  (4)  et 
la  relation 

on  aura  l'équation  du  lieu  cherché. 

Élimination.  —  Je  commence  par  éliminer  h'  entre 
les  deux  dernières  équations 

.,_b*{b'-r\) 

OU 

\a»— X^A'— X      VL  A'(é»  — a')»J 


En  simplifiant,  on  trouve  que  celte  équation,  ordonnée 
par  rapport  à  A,  devient 

M  —  ô*[a:«(*'— X)-4-j^>(û'— X)]  =  o. 

En  ordonnant  de  même  Téquation  (3),  on  a 

L'élimination  de  la  première  puissance  de  h  entre  les 
deux  équations^  (5)  et  (6)  donne 

[(é»-.  rt')»{ar»—  a*H-  ^)rt»-t-  (a*j*4-  *  V)  (6'—  a»)  («*—  X)]  A» 
—  /i»^*[x»(6»—  X)  4- j2(a»—  X)] 

—  *<(x»  — /i»)(6'— fl2)(fl'— X)=o 


(3i4) 
ou,  en  simplifiant, 

—  a^(tf»—  X)  ( b^^  a»)]  =  o. 

Ou  aperçoit  le  facteur  &•{&• — a')  —  J*,  lequel  est 
toujours  négatif,  puisque  b^ —  a*  <^  o  ;  si  l'on  supprime 
ce  facteur,  il  reste  l'ëquation  de  la  conique 

^'^^  \  —  û»(a»-X)(^»~û»)  =  o. 

Tel  est  le  lieu  relatif  au  second  cas. 

Troisième  cas.  —  Sécantes  et  cordes  de  conlact  pa- 
rallèles à  l'axe  OY. 

L'équation  du  lieu  cherché  se  déduit  de  Téquatioii  (7) 
en  changeant  x  euy  et  a  en  h '^  d'où  la  nouvelle  conique 

ij^2a*b*—b*  —  an)-^b^x*{b*'-\) 

Discussion  relative  aux  deux  coniques  (7)  et  (8).  — 
Posons 

A»(^»— X)=:A%  2a»*»— ^<— «»X  =  B',  *>(fe'— X) {«»—*»)  =  €'; 


(*)  Les  équations  (7)  et  (8)  s'obtiennent  en  remplaçant  dans  l'équation 

s'  —  Àj  =  o  iindcterminee  A.  successivement  par  -— : r—  et  -r^-. î,» 

ce  qui  proure  que  les  coniques  (7)  et  (8)  passent  chacono  par  les  quatre 
points  d'intersection  des  coniques  données  s  et  /'.  En  outre,  les  coor- 
données j:  =  o,  yrsi'^yja^ —  ^*  \l — i  des  foyers  imaginaires  de  TelUpie 
et  de  l'hyperbole  horoofocales  s  et  s'  vérifient  l'équation  (7),  et  les 

coordonnées  a:  =  =i=  ^a*  —  6*,  j=o  des  foyers  réels  de  ces  même» 
courbes  s  et  $'  satisfont  à  l'équation  (8).  (G.) 
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les  équations  (7)  et  (8)  des  deux  coniques  deviendront 

A  j:»H-  B7»=:  C,     A'ot'h-  8^=  C. 

Or  les  hypothèses 

a«>X,     b^<a\     \>b^ 
donnent 

«'— X>o,     6»— fl»<o,     6»  — X<o; 
ainsi  l'on  a  toujours 

B>o,     C<o,     A*<o,     C'<o. 

Toute  la  discussion  porte  sur  les  valeurs  de  A  et  de  B\ 
qui  peuvent  s'écrire 

ou 

A  =  6»(V  —  X),     B'=  a^V^  X), 

en  posant 


V=r>^J_ Z-'     et     X' 


a 


3 


Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a  )/<  &•  et  a*  >  X''  >  i'; 
il  en  résulte  d'abord  que  la  valeur  de  A  est  toujours  né- 
gative. Le  signe  de  B'  est  le  même  que  celui  de  la  di(Té- 
rence  F — X  des  quantités  V'  et  X,  toutes  deux  com- 
prises entre  b*  et  a*.  Lorsque  X  varie  depuis  b*  jusqu'à 

X"=  — - — exclusivement,  B'  est  positif,  et,  en 

mettant  en  évidence  les  signes  des  coefficients,  les  équa- 
tions des  deux  coniques  sont 

—  Ax*-4-B7^=:  — C  hyperbole; 

—  A'a:'-hBy=i=:  — C  hyperbole. 

Si  X  varie  de  X"  à  a*,  on  a 

B'<o; 
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et,  en  mettant  toujours  les  signes  des  coefficients  en  évi- 
dence, les  équations  des  deux  coniques  sont 

—  A x» -4-  Bjr^  =  —  C   hyperbole; 

—  A'j:*—  B'r*  =  —  c  eïlipse  réelle. 

Résumé,  —  Si  Ton  ne  tient  pas  compte  des  imagi- 
naires, le  lieu  se  compose  de  trois  lignes  : 

Un  cercle  réel  et  deux  autres  coniques  qui  sont  des 

hyperboles  quand  X  est  compris  entre  i*  et '■ — ^ -t 

et  une  hyperbole  et  une  ellipse  réelle  si  X  est  compris 

entre  — ^ -'  et  ar  (*). 

Note.  —  MM.  Tourrettes  et  Gambey  ont  résolu  la  même  question  au 
moyen  de  calculs  analogues  à  ceux  qui  précèdent;  M.  A.  Fabre  en  a 
donné  une  solution  géométrique  fondée  sur  les  propriétés  projectires 
des  figures,  démontrées  dans  le  Traité  de  Poncelet, 

CONCOURS  DAGRÉGATION  (ANNÉB  1874). 


Question  de  Mécanique  élémentaire; 

pae  m.  a.  tourrettes. 

On  donne  une  série  de  masses  pesantes  dont  les  cen- 
tres de  gravité  sont  distribués  le  long  d'une  tige  AB 
mobile  autour  d'un  de  ses  points  C,  supposé  fixe.  La 
tige  est  soutenue  en  A  par  un  fil  qui  passe  sur  un  point  P, 
situé  sur  la  verticale  de  C^  et  dont  l'extrémité  supporte 
un  poids  de  masse  fx  {**). 

(*)  Lorsque  A  =  ^^^^^^f^  =  A",  B'=o,  et  l'équation  A'x»-t-B>"=C' 

réduit  à  *=±i/-r7  ssrfcy/rt' — à*;  elle  représente  deux   droites 

parallèles  k  l'axe  OY,  menées  par  les  foyers  réels  de  deux  coniques 
données.  (G.) 

(**)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


se 
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On  demande  de  déterminer  et  de  discuter  les  condi- 
tions d*équilibre  du  système. 

Je  désigne  par  a,  d,  l  les  trois  côtés  CA,  CP,  PA  du 
triangle  ACP  \  par  a,  ol\  ol" ^ ...  les  distances  des  masses 
m,  m!^  m'',. . .  au  point  C,  ces  distances  étant  positives 
ou  négatives  suivant  qu'elles  sont  comptées  du  côté  CA 
ou  du  côté  CB  \  par  m^  la  masse  de  la  tige,  et  par  (X|  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  point  C  ;  par  0 
l'angle  PCB. 

Le  système  étant  mobile  autour  du  point  fixe  C,  la 
somme  algébrique  des  moments  des  forces  est  nulle  dans 
la  position  d'équilibre.  Donc 

m  a  sinO  H-  wV  sinO  -t- . .  .  -h  /»,  a,  sin  9 

=  m  a*' sin 0  H- ,  . . -h  fAasinPAC; 
mais 

/\       d 
sinPAC=:  -  sinO. 

Substituant  et  divisant  tous  les  termes  par  sind,  il  vient 

/= i^ : 

m  a  -4-  mV  -4- ...-+-  /w»  a,  —  mV  — ... 

Posant 

/wa  -h .  .  .  —  mV  — .  .  .  =  M  a , 

on  trouve 

Ma 

Connaissant  /,  on  aura  facilement  la  position  de  la 
tige  dans  le  cas  de  l'équilibre.  Des  points  C  et  P  on  dé- 
crira deux  circonférences  avec  les  rayons  a  et  l\  les  in- 
tersections seront  les  deux  positions  d'équilibre,  symé- 
triques de  la  verticale  PC. 

Supposons  le  point  P  extérieur  au  cercle  de  rayon  a; 
les  valeurs  limites  de  /  seront  d-\-  a  et  d  —  a,  ce  qui 
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exige  que  a  satisfasse  aux  inëgalités 

iiad  ~  aad 


Si  P  est  sur  le  cercle,  on  aura 

-         fia 

Si  P  est  intérieur,  il  faudra 

fiad  -  iiad 


Quand  /  est  égal  à  Vune  des  valeurs  limites,  la  tige 
est  verticale  :  si  rextrémité  A  est  en  bas,  Téquilibre  est 
instable  ;  si  elle  est  en  haut,  Téquilibre  est  stable^ 

JusquMci  j^ai  supposé  a  positif;  si,  par  la  disposition 
ou  la  grandeur  des  masses,  le  dénominateur  de  la  valeur 
de  /est  négatif,  il  n'y  a  pas  de  position  d'équilibre  cor- 
respondante, à  moins  de  supposer  a  ou.  d  négatif.  Si  a 
est  négatif,  ce  point  d'attache  du  fil  sera  en  6-,  si  d  est 
négatif,  le  point  sera  au-dessous  de  G. 

CONCOURS  DAGRteATIOBI  (AKNÉE  1871). 


Question  de  Mécanique 

(  Yoir  s' térle,  t.  X,  p.  ^^2 }  ; 

Pae  m.  a.  TOURRETTES- 

Une  tige  homogène  pesante,  dont  on  néglige  les  di- 
mensions transversales,  est  en  moui^ement  dans  unplan 
vertical.  On  donne  pour  une  certaine  époque  sa  vitesse 
de  rotation  et  la  position  du  centre  instantané  de  no- 
tation,  qu'on  supposera  situé  sur  la  direction  même 
de  la  tige.  En  cet  instant,  la  tige  heurte  par  un  de  ses 
points,  qui  devient  ainsi  momentanément  immobile^  un 
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obstacle  fixe.  On  propose  de  déterminer  d^ abord  les 
effets  du  choc,  puis  le  mouvement  ultérieur  de  la  tige. 
On  examinera  comment  les  effets  du  choc  varient 
avec  la  position  de  l'obstacle  fixe. 

Soient  G  le  centre  de  gravité  de  la  tîge^  C  le  point  qui 
reçoit  le  choc;  O  le  centre  instantané  de  rotation;  x  la 
distance  GC;  a  la  distance  OG;  M/:^  le  moment  dMnertie 
autour  du  centre  de  gravité;  &>,  o)'  les  vitesses  de  rota- 
tion autour  de  G  avant  et  après  le  choc;  ^,  i^'  les  vitesses 
de  translation  du  centre  de  gravité  avant  et  après  le 
choc;  enfin,  soit  R  la  force  du  choc. 

n  s'agit  de  déterminer  d'abord  R,  w'  et  i^'.  Nous  sup- 
poserons, en  premier  lieu,  que  la  barre  est  dépourvue 
d'élasticité;  puis  nous  étudierons  le  cas  où  elle  serait 
douée  d'une  élasticité  e. 

La  rotation  autour  du  centre  de  gravité  donne  Téqua- 
tion 

^^  MA» 

La  translation  du  centre  de  gravité  fournit 

R 

d'ailleurs 

Il  faut  encore  une  autre  équation.  Nous  la  trouverons 
en  exprimant  qu'au  moment  du  choc  le  point  C  est  im- 
mobile; or  sa  vitesse  est  v^'-{-<ù*x\  donc  nous  aurons 

(4)  p'h-«'j:=o. 

Eliminant  co,  f/,  i/'  entre  ces  équations,  on  trouve 

(5)  R  =  M/»»-^"^'' 


(2)  !''—«' 


«  (  3ao  ) 

puis,  au  moyen  de  (a)  et  de  (4)9  ii  vient 

(6)  .'^'-fS^- 

(,)  ^—--^^^- 

Ces  trois  équations  déterminent  les  e^Fets  du  choc.  Je 
les  discuterai  un  peu  plus  loin. 

Connaissant  o)'  et  ^^  il  est  facile  d*ayoir  le  mouve- 
ment ultérieur  de  la  tige.  Le  centre  de  gravité  G  décrit 
une  parabole,  comme  un  point  de  masse  M  lancé  avec 
la  vitesse  ^'  inclinée  de  a  sur  l'horizon.  Cette  parabole, 
si  Ton  prend  Forigine  au  centre  de  gravité  à  Tinstant 
du  choc,  a  pour  équation 

Pendant  que  le  point  G  décrit  la  parabole,  la  barre 
tourne  uniformément  autour  de  ce  point  avec  la  vi- 
tesse 0)'. 

Si,  à  Finstant  du  choc,  la  barre  est  horizontale,  le 
point  G  décrit  une  verticale,  comme  un  point  de  masse  M 
lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  initiale  m',  pendant 
que  la  barre  tourne  uniformément  autour  du  point  G. 

Examinons  maintenant  comment  varient  les  effets  du 
choc  avec  la  position  de  l'obstacle  fixe  C.  Prenons  la  dé- 
rivée de  R  par  rapport  i  x 

—  =  —  MA^ta • 

Égalant  à  zéro  le  numérateur 

4:'-4-  ^nx  —  k*^z  o, 

nous  aurons  les  valeurs  de  x  qui  répondent  au  maximum 
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ou  au  minimum  de  R  ;  ces  valeurs  sont 

l 
On  voit  sans  peine  que  la  première  valeur 

répond  à  un  maximum 


M/'b) 


et  la  deuxième  valeur 


à  un  minimum 


2 (y/ û- H- ^** -+-  «)' 

mais,  si  Ton  ne  considère  que  la  valeur  absolue  de  R", 
on  peut  dire  que  les  deux  racines  J?',  x"  correspondent 
a  des  valeurs  maxima  de  R.  Le  point  D,  fourni  par  x\ 
est  un  centre  de  percussion  maximum  de  même  sens  que 
rimpulsion  primitive  R  \  le  point  D'  correspondant  à  x'^ 
et  situé  à  gaucbe  du  centre  instantané,  est  aussi  un 
centre  de  percussion  maximum,  mais  de  sens  contraire 
à  rimpulsion  primitive. 

Si  Ton  appelle  /  la  distance  du  centre  de  percussion 
ordinaire  au  point  O,  on  sait  que 

par  suite 

OD=:v^,     0D'  =  — s/ôî. 

Ainsi  OD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances du  centre  instantané  de  rotation  au  centre  de  gra- 
vité et  au  centre  de  percussion  P.  Le  point  D  est  entre  G 
et  P,  et  Ton  peut  remarquer  que  le  segment  DD'  est  di- 
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(3aa) 
visé  harmonîquement  par  G  et  P,  car 


od'=og.op. 


Si  Ton  sabstitue  dans  tù'  et  i^'  les  valeurs  de  x  qaî 
correspondent  au  maximum,  on  trouve 


»'=  -J-w, 


Remarques.  — -  Les  valeurs  de  oi>'  et  i>'  données  par  les 

formules  (6)  et  (y)  s'annulent  pour  j?  =  —  •  Cette  dis- 

tance  est  celle  du  centre  de  percussion  ordinaire  P.  On 
voit  que,  quand  la  barre  rencontre  l'obstacle  6xe  parce  * 
point,  les  vitesses  de  rotation  et  de  translation  sont  dé- 
truites. Si  x=Oy  c'est-à-dire  si  la  barre  frappe  par  son 
centre  de  gravité,  R  =  MaoD,  ct>'=  (d,  i/'=  o.  La  vitesse 
de  translation  seule  est  détruite,  et  la  rotation  est  la 
même  qu'avant  le  choc.  Si  Ton  cherche  la  valeur  de  B 

A' 
pour  x=:  —9  on  trouve  Maoo.  Ainsi  la  percussion  est 

la  même  que  quand  le  corps  frappe  par  son  centre  de 
gravité. 

Passons  au  cas  d'une  barre  élastique.  Soit  e  le  coef- 
ficient d'élasticité. 

La  percussion  totale  est  plus  grande  que  dans  le  cas 
d'une  élasticité  nulle  dans  le  rapport  de  i  +e  à  i.  Noos 
aurons  donc 

««-4-X-'  ' 

p    -^z ^ • 

'  x»  -f-  k^ 
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Si  l^on  cherche  les  valeurs  de  x  qui  rendent  R«  maxi- 
mum, on  trouve  les  mêmes  résultats  qu'au  cas  de  l'élas- 
ticité nulle.  Ces  valeurs  de  x,  substituées  dans  co'^,  u^^ 
donneraient  les  vitesses  de  rotation  et  de  translation  cor- 
respondantes, et  le  problème  se  poursuivrait  sans  diffi- 
culté. 

dlIBSTlONS  DB  LICSNCB  fiS  SGIBNCB8  HATIlfiHATiaDBS 

(ANNfiE  1874). 

(ÉNONCÉS.) 


Août  1874. 


1.  On  fait  tourner  une  parabole  autour  de  la  tangente 
au  sommet^  déterminer,  sur  la  surface  de  révolution  ainsi 
engendrée,  une  ligne  telle,  qu'en  chacun  de  ses  points  la 
section  normale  de  la  surface  qui  passe  par  la  tangente  à 
la  courbe  ait  un  rayon  de  courbure  infini. 

2.  Mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur 
la  surface  d'un  cylindre  droit  à  axe  vertical,  et  attiré 
vers  un  point  fixe  par  une  force  proportionnelle  a  la  dis- 
tance; pression  sur  le  cylindre. 

Novembre  1874. 
\ .  Intégrer  le  système 

J  +x/'(»)  -y^'[t)  =  o,     ±  ^x^\t)  +y/'(t)  =  o. 
2.  Etant*donné  le  paraboloïde  elliptique 

7  +  T  =  "' 

évaluer  l'aire  de  la  partie  de  cette  surface  qui  se  projette 
sur  le  plan  des  xy  à  l'intérieur  de  l'ellipse  —  -h  —  =  i . 

21. 


3.  Un  mobile  M,  attiré  vers  un  point  O  par  une  force 
fonction  de  la  distance,  se  meut  de  manière  qu'il  se  trouve 
constamment  sur  une  spirale  logarithmique ,  ayant  0 
pour  pôle  et  tournant  autour  de  ce  point  avec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  donnée  ;  quelle  est  la  loi  de  la 
force  attractive?  Déterminer  la  nature  la  plus  générale 
de  la  trajectoire  qu'un  mobile  peut  décrire  sous  Tin- 
fluence  d'une  pareille  force. 

BLLIPSB  CONSIDÉRÉB  COMIB  PROJBCTION  mum  Vm 
CBRCLB.  —  CONSTRUCTION  SIMPLIFIÉB  DBS  AXRS  VM 
BLLIPSB  DONT  ON  CONNAIT  DBDX  DIUHÉTRRS  CONJDGDBS  ; 

Par  m.  a.  JULLIEN, 

Professeur  de  Sciences. 


1.  Soit  C  {Jig*  i)  un  cercle  placé  sur  le  plan  verti- 
cal de  projection  et  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Rappe- 
lons les  constructions  par  lesquelles  on  obtient  Fombre 
portée  d'un  tel  cercle  sur  le  plan  horizontal,  quand  on 
l'éclairé  au  moyen  de  rayons  parallèles  à  une  direction 
donnée  OOi,  CO' .  On  sait  que  cette  ombre  portée,  ou 
projection  oblique,  est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  On 
qui  est  tangente  à  la  ligne  de  terre  en  O,  et  qui  a  pour 
diamètres  conjugués  la  droite  OiO  et  une  parallèle  OiE 
à  la  ligne  de  terre,  égale  au  rayon  du  cercle. 

Pour  avoir  l'ombre  portée  d'un  point  quelconque  m' de 
la  circonférence,  on  peut  déterminer  la  trace  fiorizontale 
TUi  du  rayon  lumineux  mmu  m!m\  mené  par  m'  \  mais 
observons  que,  Oj  P  étant  la  projection  oblique  de  la  droite 
O'  P  qui  passe  par  m\  le  point  m^  doit  se  Irouver  sur  Oi  P  ^ 
observons,  en  outre,  que  les  triangles  OiOO',  m^mm' 
sont  semblables  comme  ayant  un   angle  égal  compris 
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entre  côtés  proportioniiels,  et  que,  par  suite,  les  droites 
Tniinl  et  OiGf  sont  parallèles.  Si  donc  on  prolonge  Qfni 


Fi«.  I. 


jusqu'en  P,  et  si  Ton  joint  OiP,  une  parallèle  à  la  dix>ite 
Oi  Qf  menée  par  le  point  m' donnera  m^  sur  Oi  P. 

2.  Chaque  système  de  deux  diamètres  perpendicu- 
laires du  cercle  fournit,  en  projection  oblique,  un  sys- 
tème de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  et  l'on  aura 
les  axes  de  la  courbe,  si  l'on  détermine  le  systèmedu  cercle 
qui  se  projette  suivant  deux  droites  perpendiculaires. 

Décrivons  un  cercle  (fig*  ^  )  qui  passe  par  les  deux 
points  Oi,  (y  et  qui  ait  son  centre  C  sur  la  ligne  de  terre. 
P  et  Q  étant  les  points  où  ce  cercle  et  la  ligne  de  terre  se 
rencontrent,  joignons  les  points  Ot  et  CK  aux  points  P  et 
Q.  Les  angles  PCyQ  et  POiQ  sont  droits  comme  inscrits 
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dftDs  une  demi-circonfërence;  par  conséquent  les  axes  de 
Tellipse  sont  les  droites  AA',  BB^  suivant  lesqudles  se 
projettent  les  diamètres  GN,  FM  du  cercle. 

Fig.  2. 


3.  De  ce  qui  précède  résulte  un  moyen  facile  de  con- 
struire les  axes  d'une  ellipse  dont  on  a  deux  diamètres 
conjugués  Oi  O  et  Oi  E.  Par  le  point  O  on  mène  une  pa- 
rallèle LT  à  Oi  E  ;  on  élève  à  LT  une  perpendiculaire  OC 
égale  k  Oi  E,  et  Ton  décrit  un  cercle  ayant  son  centre  sur 
LT  et  passant  par  Oi  et  (X.  Les  droites  0|  P  et  OiQ,  qui 
vont  du  point  Oj  aux  deux  points  P  et  Q  où  le  cercle 
coupe  la  ligne  LT,  donnent  les  directions  des  axes.  Il  est 
remarquable  que  cette  construction  soit  précisément 
celle  à  laquelle  conduit  le  théorème  de  Chasles  sur  les 
segments  de  la  tangente  parallèle  k  Tun  des  diamètres 
conjugués. 
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Quant  auxloDgueurs  des  axes,  elles  sedéierminenlbien 
simplement  :  il  suffit  de  décrire  le  cercle  (y,  ce  qui  est 
aisé,  puisque  nous  ayons  le  centre  et  le  rayon  de  ce  cercle, 
de  joindre  le*  point  (V  aux  points  P  et  Q,  et  de  mener  des 
parallèles  à  la  droite  OiCV  par  les  points  où  les  droites 
ainsi  obtenues  rencontrent  la  circonférence  O'.  Ces  paral- 
lèles coupent  les  axes  en  des  points  qui  sont  les  sommets 
de  Tellipse. 

GORRESPONDANGB. 


i .  Extrait  fVune  lettre  de  M,  Gambey.  —  La  for- 
mule S  ==//  R,  que  M.  C.  Chadu  propose  de  démontrer, 
est  indiquée  comme  exercice  dans  la  Géométrie  de 
MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  page  3i5,  n°  457.  Il 
n^y  a  de  différence  que  dans  Ténoncé  ;  mais  on  sait  que  le 
triangle  de  périmètre  minimum  inscrit  dans  Jin  trïangle 
donné  et  celui  qu'on  forme  en  joignant  les  pieds  des 
bauteurs  de  ce  dernier  sont  une  seule  et  même  chose. 

Quant  à  la  première  partie  de  la  même  question,  elle 
est  immédiatement  résolue  par  les  formules  suivantes 
faciles  â  établir  : 

/?' =:  A  sin  A  =  A' sinB  =  A'^sinC, 
ou  par  celles-ci,  qui  en  sont  une  conséquence, 

p'z^asin'B  sinG=:  ^sinCsinA  =  f  sinAsinB> 

et  dans  lesquelles  a,  i,  c,  A,  h\  h"  sont  les  côtés  et  les 
hauteurs  du  triangle  ABC. 

Oseraî-je,  à  mon  tour,  proposer  aux  lecteurs  des  Nou- 
velles  Annales  les  questions  suivantes,  analogues  à  celles 
dont  je  viens  de  m'occuper? 

QuESTiOHs.  —  Soient  A,  B,  C,  A,  A',  A"  les  angles  et 
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les  hauteurs  d'un  triangle  ABC;  a  je/,  r^  ,1R!  le  périmètre 
et  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle 
ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  de  ABC  -,  S 
et  SI  les  surfaces  des  deux  triangles  : 

1°  Construire  ABC,  connaissant  les  angles  A,  B,  C 
et  le  rayon  r',  ou  bien  les  angles  et  la  surface  Sf. 

!i?  Démontrer  les  formules 

^       hh  h!*  ^t  ,  ^  ^ 

S  = j-  =  îRVtangA  tangB  UngC. 

S.  M.  P.  Barbarin,  élève  en  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Henri  IV,  nous  adresse  une  Note  relative  aux 

2  11 

propriétés  delà  courbe  qui  a  pour  équation  x  '  -h  j*  »  =  r^. 

i^  Cette  courbe  est  le  lieu  géométrique  des  sommets 
des  paraboles  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires 
fixes  OX,  OY,  et  dont  les  foyers  appartiennent  à  la  cir- 
conférence décrite  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
droites,  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  r. 

2**  Elle  est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante r,  dont  les  deux  extrémités  glissent  sur  les  deux 
droites  fixes  et  rectangulaires  OX,  OY. 

3**  Elle  est  encore  le  lieu  d'un  point  d'un  cercle  rou- 
lant intérieurement,  sans  glisser,  sur  un  cercle  de  rayon 
quadruple. 

C*est  ce  que  M.  Barbarin  démontre  par  des  calculs  et 
des  constructions  géométriques  assez  simples. 

1.  2.  1. 

On  pourrait  ajouter  que  l'équation  or^-hy  *  =  r'  re- 
présente aussi  l'enveloppe  des  ellipses  dont  les  axes  sont 
dirigés  suivant  les  mêmes  droites  OX,  OY,  et  dans  les- 
quelles la  somme  des  demi -axes  a  +  &  est  une  quantité 
constante  r. 

3.  Nous  avons  reçu  de  MM.  Astor,  Vasselin,  Edmond 
de  Lamaze,  de  Cuerne  et  Morel-Blanc  les  solutions  des 


questions  1161,  1162,  1165,  et  de  la  question  proposée 
au  concours  d'admission  à  TEcole  Normale  supérieure 
(année  1874)9  ces  solutions  nous  sont  parvenues  trop 
tard  pour  qu'il  ait  été  possible  d'en  faire  mention  dans 
le  numéro  précédent  des  Nouvelles  jinnales, 

4.  M.  Goulîn,  élève  au  Lycée  de  Rouen,  nous  fait 
obserYer  que  nous  avons  oublié  de  mentionner  sa  solu- 
tion de  la  question  1139  ;  c'est  un  oubli  que  nous  nous 
empressons  de  réparer. 

PI1LIG4TI0NS  RÉGENTES. 


Traité  de  Trigonométrie  y  par  Serret  (J.-A.),  Membre 
de  rinstitut,  professeur  au  Collège  de  France.  In-8, 
avec  figures  dans  le  texte  ;  5"  édition,  revue  et  aug- 
mentée; 1875.  (LMntroduction  de  cet  Ouvrage  dans 
les  Ecoles  publiques  est  autorisée  par  décision  du  Mi- 
nistre de  rinstruclion  publique  et  des  Cultes,  en  date 
du  5  août  1862).  Paris,  Gauthier-Villars,  imprimeur- 
libraire  du  Bureau  des  Longitudes,  de  TÉcole  Poly- 
technique, successeur  de  Mallet-Bachelier,  quai  des 
Auguslins,  55.  Prix  :  4  francs. 

Lois  nouvelles  des  puissances  des  nombres,  Propriétés 
nouvelles  des  fractions  décimales  périodiques  (Ex- 
trait succinct  d'un  Mémoire)  \  par  Gustave  de  Co- 
miiCK,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.  Paris, 
Gauthier-Villars,  imprimeur-libraire  du  Bureau  des 
Longitudes,  de  l'Ecole  Polytechnique,  successeur  de 
Mallet-Bachelier,  quai  des  Augustins,  55  (1875). 

Introduction  à  V élude  de  V Homographie^  Divisions  et 
faisceaux  homo graphiques.  Divisions  et  faisceaux  en 
involution  ;  par  J.-B.-V.  Rethàud,  professeur  agrégé 
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de  Mathématiques  pures  et  appliquées  an  Lycée  de 
Toulouse.  Prix  :  i  fr.  5o  c.  Paris,  Ch.  Delagrave,  li- 
braire, rue  des  Ecoles,  58.  Toulouse,  Ed.  Privât,  li- 
braire-éditeur, rue  des  Tourneurs,  45  (1875). 

_i_________^ - -       -  —     -  -  —  '*       — 

BBLlOfiRAPIlE  ÉTRANfitRE. 


BoLLBTTtlIO  DI  BlBUOGRÀFIÀ  E  DI  StOEIA.  DEI.LB  SdBKZB 

MÀTBMATiCHE  B  FisiCHE ,  pubblicalo  da  B.  Boncom- 
pagni,  socio  ordinario  delP  Accademia  ponti6cia  de' 
Nuovi  Lincei,  socio  corrispondente  dell'  Accademia 
délie  Scienze  delF  Istituto  di  Bologna,  délie  R.  Acca- 
demie  délie  Scienze  di  Torino,  e  di  Scienze,  Lettere 
ed  Arti  di  Modena,  e  socio  onorario  délia  R.  Accade- 
mia delle  Scienze  di  Berlino. 

Tom  Vn  (1874). 

Juin.  —  Sur  l'époqae  et  l'autear  du  prétendu  XV"  livre  des 
Éléments  d'£uclide.  Lettre  de  M.  Th. -H.  Martin^  Membre  de 
rinstitut,  à  D.-B.  Boncompagni.  Extrait  du  Kitdb  al  AÊobdrek 
d'*Jbau'l  (vfa  al  DJouëlni  transcrit  d*après  le  manuscrit  1912 
du  Supplément  arabe  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris,  et 
traduit  pour  la  première  fois  en  français  par  Aristide  Marre^ 
membre  de  la  Société  asiatique  de  Paris.' 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Juillet.  —  Interne  alla  vita  ed  ai  lavorî  di  Andalb  di  Ne- 
grOf  matematico  ed  astronpmo  genovese  del  secolo  decimo- 
quarto,  e  d'altri  matematici  e  cosmografi  genovesi.  Memoria 
di  Comelio  de  Simoni, 

Calalogo  dei  lavorî  di  Andalb  di  Negro,  B.  Boncompagni. 

ÂocT.  —  Intorno  a  due  scritti  di  Raffaele  Gualterotti^  Fio- 
rentinoy  rclativi  alla  apparizione  di  una  nuova  Stella  nellanno 
1604.  Nota  deir  ing'*  Ferdinando  JacoU. 

Lettere  inédite  di  Raffaele  Gualterotti. 

Annunzi  di  recenti  pubbticaziont. 
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Sbftkhbbs.  —  Notizîe  storiche  sulle  frazioni  continue  del 
seeolo  decîmoterzo  al  decimosettinio  ;  per  Antonio  Faparo. 

Ogtobab.  —  IVotizie  storiche  salle  frazioni  continne  del  se- 
eolo decimoterzo  al  decimosettimo  ;  per  Antonio  Favaro  (  con- 
cinuazioQe). 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

NoTXMBBB.  —  Notizie  storiche  snlle  frazioni  continue  del 
seeolo  decimoterzo  al  decimcDsettimo  \  per  Antonio  Favaro  (con- 
tinuazîone). 

DicsMBBB.  —  Notizie  storiche  sulle  frazioni  continue  dal 
seeolo  decimoterzo  al  decimosettimo;  per ^/iro/iio  Favaro  (fine). 

Paragone  di  due  raetodi  per  la  determinazione  approssima- 
tiva  di  quantité  irrazionali  ;  del  D"  Sigismondo  Giinther,  Tra- 
dozione  dal  tedesco  del  D'*  Aifonso  Sparagna. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Tirages  à  part.  —  Intorno  a  due  scritti  di  Raffaele  Gualte^ 
rotti,  Fiorentinoy  relativi  alla  apparizione  di  una  nuova  Stella 
avyenuta  nell'anno  1604.  Nota  dell'  ingr**  Ferdinando  Jacoliy 
professore  nella  R.  Scuola  degli  aliievi  macchinisti  di  Marina 
in  Venezia.  (Estrattodal  Butlettino,  tomo  VU,  agosto  1874*) 

Notizie  storiche  sulle  frazioni  continue,  del  seeolo  decimo- 
terzo al  decimosettimo  ;  per  Antonio  Favaro,  professore  nella 
regia  Università  di  Padova, 

(Estratto  dsA  Bullettino^  tomo  Vil,  settembre-dicembre  1874*) 

Paragone  di  due  metodi  per  la  determinazione  approssimativa 
di  quantité  irrazionali  del  D'*  Sigismondo  Giinther,  traduzione 
dal  tedesco  del  D'*  Aifonso  Sparagna,  (Estratto  de!  Bullettino, 
tomo  VU,  dicembre  1874)- 

Roma,  tipogralia  délie  scienze  raatematiche  e  fisiche,  via  lata, 
n«  211  (1875). 

• 

/  principi  délia  moderna  Geonietria,  esposti  da  G.  Pbbi  e 
G.  BzLLAGCHi  (*)y  professori  di  Matematiche  nell'  Istituto  tec- 

(*)  L'un  des  deux  auteurs  de  cet  intéressant  Ouvrage,  le  professeur 
G.  Péri,  est  mort  en  décembre  dernier.  Les  regrets  que  ce  savant  profes- 
seur  a  laissés  ont  été  éloquemment  exprimés  par  son  ancien  collabora- 
teur, le  très-honorable  M.  Bellaechi.  (G.) 
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nico  provinciale  di  Firenzcy  per  dimostrare  le  proprietà  délie 
cuFve  c  superficie  di  2^  grado,  in  conformità  del  nuopi  pro' 
grammi  ufficiali^  per  gli  Instituti  tecnici  del  regno^  Hbri  irei^ 
seguiti  da  un  Appendice  sul  poligono  di  multiplicasione,  inal^ 
zamento  a  potenza  ed  estrazione  di  radice  dalle  linee  rette. 
I  volume  con  24  tavole,  prezzo  :  L.  9,  25.  Pistoia,  coi  tipi  di 
G.  Niccolai. 


SOLUTIONS  DE  OUBSTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  142 

(Toir  !'•  sério,  l.  VI,  p.  i34); 


Par  m.  h.  BROCARD. 


Un  cône  droit  du  second  degré  étant  coupé  par  un 
plan  perpendiculaire  à  un  plan  principal,  concevons 
une  sphère  concentrique  au  cône  et  tangente  au  plan 
sécant:  le  plan  tangent  à  cette  sphère^  mené  perpendi-- 
culairement  à  taxe  du  cône,  coupe  le  plan  principal 
suis^ant  une  droite  dont  la  partie  interceptée  dans  le 
cône  est  égale  au  paramètre  de  la  section  conique^ 

(Jacques  Be&noulli.  ) 

Soient  SA,  SB  [*)  les  deux  génératrices  du  cône  situées 
dans  le  plan  principal  considéré  \  AB  la  trace  du  plan 
sécant  perpendiculaire  à  ce  plan  principal  \  P  la  projec- 
tion de  «S  sur  AB  \  la  droite  SP  sera  le  rayon  de  la 
sphère.  Soit  SI  le  rabattement  de  SP  sur  Taxe  du  cône; 
par  le  point  I  menons,  dans  le  plan  principal,  la  droite 
HIK  perpendiculaire  à  SI^  et  limitée  aux  génératrices 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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SA,  SB.  Il  s'agit  de  démontrer  que  HIK  est  le  paramètre 
de  la  conique  d'intersection  du  cône  et  du  plan  AB. 

En  efiet,  si  Ton  désigne  par  a  Tangle  SAB;  par  aS 
celui  du  cône,  et  par  d  la  distance  SA,  la  conique  rap- 
portée à  Taxe  ABX,  et  à  une  perpendiculaire  AY  située 
dans  le  plan  sécant,  a  pour  équation 

2^sinasinS  sinasinfa  +  26]    . 

y  = i * -r^ ■  *  > 

ces  6  cos*b 

,  2^sinasin6  ^        •  1  %        1    1  r\ 

ou représente  le  paramètre  de  la  conique.  Or, 

dans  le  triangle  rectangle  SIK,  on  a  IK  =  IS  tangS  =  SP 
tangS  =  d  sina  tangë.  La  proposition  est  donc  établie. 
Cette  remarque  simple  mérite  d*ètre  signalée  dans  les 
cours  de  Mathématiques  spéciales.  Elle  conduit  à  une 
construction  directe  du  paramètre,  lorsqu'on  applique  la 
méthode  de  Dandelin. 


Question  H67 

(TOir  a*  sérta,  t.  XIY,  p.  19a); 

Par  m.  F.  STORDEUR, 

Maître  i^uxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

Démontrer  la  formule 

4  I         45°      I        45" 

i  =  taDg45o  4-  -  tang:î^  4-  ^  tang  "^  "^   •  '  ' 

(L.   BOURGUET.) 

Je  circonscris  au  cercle,  de  rayon  égal  à  Punité,  des 
polygones  réguliers  de  4)  8, ... ,  a"^*  côtés;  si  a^,  ai,..., 
a„*,  ^0,  pi,. . . ,  pn  désignent  respectivement  les  valeurs 
des  côtés  et  des  périmètres  de  ces  polygones,  on  aura 


flo  =  a  tang45%. . . , fl„  =:  2 lang -Ï-- -, 


2"" 

45° 

p.  =  1^  tang  45», . .    ,/?!,  =  2"+»  lang-^ 
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Le  nombre  tc  est,  comme  on  sait,  la  limite  de  ^  quand  n 
croit  indéfiniment;  il  en  résulte 


=  lim  —  =  liin 


Cela  posé,  la  formule  connue 

I  lia 

= 1 —  tang  - 

a       tanira       2       ^2 
atong- 


donne  successivement 


2tang    ^ 


I         _  i  1  45° 


I  I  45** 


45»  """  45"  2»      ^   2^ 

2»tang-^         aung— - 


I  45*» 


45*  45*»      2"     ^  2 

2"  tang  -^      2"~'  tang  -ï^ — 

2  2         . 

additionnant  ces   /»  équations,  et  observant  que 

il  vient 

-  =  tang45»  H-  -  tang  — -  -j- . .  .  -4-  -  tang  ^ 


45**  2^2  2*         **    2" 

2*  tang-—- 

En  faisant  croître  n  indéfiniment,  le  premier  membre 

de  cette  dernière  équation  tend   vers  -9  et  le  second 

tend  vers  la  série  convergente  de  l'énoncé;  la  proposi- 
tion est  donc  démontrée. 
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Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Meyl,  ancien  officier 
d'Artillerie,  à  la  Haye;  L.-P.  de  Cuernoi  à  Uége;  Edmond  de  Lamaze, 
élève  des  Dominicains,  à  l'école  de  Sorrèse;  Brocard;  Moret-Blanc; 
Ghada;  Moreau;  de  Yirieu. 


Question  1168 

(  tolr  1^  lérie,  t.  Xin,  p.  19a  )  ; 

Pab  m.  C.  moreau, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  V équation 

En  preuant  x  pour  base  d'un  système  de  numëration, 
nous  aurons  j'  =  1 1 1 1 1 .  Cherchons  donc^  pour  trouver 
la  valeur  dej^,  à  extraire  la  racine  carrée  de  ce  nombre 
par  le  procédé  ordinaire  : 


1 .11 .  II 
1. 1 .  Il 

0.0 


loa 


2Qa 
a 


Le  premier  chiffre  de  la  racine  est  i  ;  le  second  est  o, 
puisque  i  ne  peut  contenir  a  \  quant  au  troisième,  en  le 
désignant  par  a,  il  faut,  pour  que  l'opération  se  fasse 
exactement,  que  l'on  ait 

a' =  11     et    20  =  11, 
et  par  suite 

a'=:  2a=:â? +  1,     d*où     a  =  2etj;=:3. 

D'ailleurs  x  =  i  ne  satisfait  pas  à  Péquation  proposée, 
donc  la  seule  solution  en  nombres  entiers  positifs  a  lieu 
pour  x  =  3,  et  elle  donne  j^  =  3*4-  2  =  11. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard  et  Moret- 
Blanc. 
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QUESTIONS. 

1178.  Soient  P  un  point  pris  sur  Taxe  d^une  conique 
à  centre,  et  MN  une  tangente  quelconque  limilée  aux 
deux  perpendiculaires  élevées  aux  extrémités  de  cet  axe: 
démontrer  que  la  puissance  du  point  P,  par  rapport  à  la 
circonférence  de  diamètre  MN,  est  constante. 

(Laisaht.) 

1179.  Soient  MN  une  tangente  quelconque  à  uoe  pa- 
rabole, limitée  en  M  à  la  tangente  an  sommet  et  en  N  â 
une  perpendiculaire  fixe  quelconque,  élevée  sur  Taxe  de 
la  courbe;  P  un  point  fixe  quelconque  pris  sur  cet  axe  : 
démontrer  que  la  puissance  du  point  M,  par  rapport  à  la 
circonférence  de  diamètre  NP^  est  constante. 

(Laisàht.) 

1180.  Une  pile  de  boulets  à  base  carrée  ne  contient 
un  nombre  de  boulets  égal  au  carré  d'un  nombre  entier 
que  lorsqu*elIe  en  contient  a4  sur  le  côté  de  la  base. 

(Edouard  Lucas.) 


RECTIFICATIONS. 


Tome  XIV,  page  ^5,  ligne  5,  en  remontant  : 

au  lieu  de  tz^zQnzhi^  Usez  tz=^8nàz3» 

»       page  23g,  ligne  4»  en  remontant  : 

au  lieu  de  Leomare^  lise*  Lamaze. 
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PBimTATieNS  MCTiLifiins  M  ^q  Lrmtig  malis  nui 
A  mix,  «0  TROIS  LEnais  constcvTnrBs  smt  imvm 
•iSTncns 

y  (?olr  mèine  tome,  p.  399)  ; 

Pak  M-  VACHETTE, 

Conseiller  municipal,  à  Mouy  (Oise). 


Vn.  Abaissement  d'ordre  du  nombre  N^(rj  u,  o), 
quand  u  nest  pas  nul. 

'L'espèce  N^(r,  ii,  o)  contient  —  N^C''»  "»  o)  tour- 
nantes;  si  l'on  commence  une  tournante  par  un  des  u 
intervalles  S(»  on  comptera  —  N^C'S  ^h  o)  permutations. 

Autour  d'un  S4,  abah^  que  Ton  enlève,  il  peut  se  pro- 
duire : 

i^  Un  S^  ou  un  assemblage  équivalent  de  quatre 
lettres 

fefe  )         ,      ^  l  feabahfe 

7—.    par  les  formes  {  ^  -tt   , 

l'assemblage  /à^  équivaut  k  unS4,  car  il  n'existe  plus 

de  lettres  pareilles  a  e  et  y* dans  le  reste  de  la  permuta- 
tion; 
.  2«  Un  S, 

c  abahfc 


efe  par  les  formes  réciproques 


cfabab  e; 
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3*^  Un  assemblage  irréguHer  de  trois  lettres 

cef  \  i  e  abah  ef 

^  j  pâM«  form«  réciproque,  j  ^y^  ^. 

4^  Aacim  intervalle  nouveau. 

Dans  le  deuxième  et  le  troisième  cas,  la  lettre/* ne  fait 
plus  partie  d'aucun  autre  intervalle;  car  elle  appartien- 
drait à  un  Sa  n^ajant  point  son  complémentaire,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse  »^  =  o. 

Pour  le  premier,  le  deuxième  et  le  quatrième  cas^ 
on  enlève  S^  et  Ton  abaisse  ainsi  à  l'ordre  q  —  a;  le 
nombre  de  permutations  relatives  à  a  et  i,  ainsi  compté, 
devra  être  multiplié  par  q{q  — 1)5  car  il  y  a  ^(^  — i) 
manières  défaire  un  S4avec  deux  des  q  lettres  distinctes. 

Dans  le  premier  cas,  on  obtient  l'espèce  N^^i  (r,  u,  o); 
un  S4  est  remplacé  par  un  autre.  Chacune  des  tournantes 
de  cette  espèce,  commencée  par  un  des  u  intervalles  S^, 
fournit  a ii^  permutations  à  Fespèce  cherchée,  si  l'on 
place  a& ai  au  milieu  de  cetS^  dont  on  alterne  ou  non 

_  Il   I  *m 

les  deux  dernières  lettres.  La  part  sera 

?ï,_,  (r,  «,  o  ). 


2(9—2) 


Dans  le  deuxième  cas,  on  obtient  N^^,(r,  u  —  i ,  i).  Le 
nombre  desS4  a  diminué  de  i,  et  l'on  a  obtenu  un  nouvel 
Ss  sans  son  complémentaire.  Chacune  de  ces  tournantes, 
commencée  par  cet  S»,  fournit  deux  permutations  à  l'es- 
pèce cherchée;  car  on  peut  placer  a&a&  de  deux  manières 
dans  cetSs.  La  part  sera 


2(9—  2J 

Dans  le  quatrième  cas,  on  obtient  N^^t('\  u — 1,0); 
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le  nombre  des  S^  a.4îniinuë  de  i.  Il  reste  ,  . 

nç  —  4  —  4'" —  3('*  —  i) 

« 

lettres,  ou  isolées,  ou  initiales  d*un  des  intervalles*  Clia- 
cuoe  des  tournantes  commencée  par  une  de  ces  lettres 
fournit  a^  —  4'*  —  3ii  —  i  permutations  k  Tespèce cher- 
chée,  en  plaçant  abab  devant  cette  lettre.  La  part  sera 

La  somme  de  ces  trois  parts,  multipliée  par  q{q  ^^i), 
sera 

4-  (27  —  4'*"-  3tt—  i)N^_j(r,  M  —  1,  o)]. 

Dans  le  troisième  cas,  celui  des  figures  réciproques 
eabab  ef^feababe,  on  enlève  eababe^  et  l'on  abaisse 

i  Tordre  f — 3  f  le  nombre  des  permutatrons  relatives  aux 
trois  lettres  a,  &,  e^  ainsi  compté,  devra  être  multiplié 
pary(<^  — 1)(9 —  2),  car  îly  a  <l{(]-^i)(q — 2)  manières 
de  former  une  séquence  eabab  e  avec  trois  des  q  lettres 

distinctes*  Or  on  obtient  ainsi,  dans  Tordre  ^  -^  3,  des 
espèces  composées,  quant  aux  intervalles,  de  la  même 
manière  que  les  permutations  d'ordre  q  —  2,  fournies  par 
uoe  des  dettx  figures-  du  premier  cas  et  par  celles  du 
deuxième  et  du  quatrième  cas.  La  part  sera  donc,  en 
changeant  q  enq  —  i  dans  la  somme  précédente,  multi- 
pliée par  q{q  —  i)(q —  2)  au  lieu  de  q{q  —  i),  et  en 
divisant  par  a  le  premier  termç  de  la  parenthèse,  car, 
e  a6 ai  e  placé  au  milieu  d'un  S^  fgfg^^^  devr^  donner 

22. 
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qae  la  seale  figare  f^e  abab  efg^  et  jamûs  la  figure 
gfeabahefgy 

H-(2^— 4r— 3«  — 3)N|«,(r,«— i,o)). 
Si  Ton  ajoute  les  deux  sommes,  on  obtient 

^N,(r,»,o); 
divisant  tout  par  q[q  —  i),  on  a  la  formule  (r,  Uj  o  ) 

— -T N-(r,  »,  o) 

-h(2^  — 4'*— 3a—  i)N^,(r,«  — i,o)] 

-H  (2^  —  4'"  —  3»  —  3)N,-i(o,  «  —  I,  o)]. 

Vin.  Cas  particuliers  de  la  formule  précédente. 
Si  l'on  7  fait  r=  o,  on  obtient  la  formule  (o,  if,  o) 

—-7 N-  (o,  tt,  o) 

4- (2^— Si/—  i)N^,(o,«  — 1,0)] 

"^  a^yTL^S)  [î*»N^»(o,  «,  o)  -h  2W^,{o,  «  —  1,1) 

-h  (2^  —  3»  —  3)N,_,(o,  tt  —  I ,  o)]. 

Elle  en  comprend  deux  autres,  pour  u  =  i  et  u  :=  2, 
rdatives  à  deux  des  espèces  que  forment  C, ,«  ;  ce  sont 
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les  formules  (o,  i,  o)  et  (o,  a,  o) 

=  C,-»,a-4-  —^  [N,-.,(o,  I,  o)  -f-  N,-,(o,  o,  I')] 
-Hf^  — 2)C^.,H-  ^fT^^.  [Ng-*(o»  i,o)h-  aN^(o,o,  i)], 

—-. rN-(o,a,o) 

=  rz^  1  2N,-,(o,  a,  o)  4-  N,-,(o,  I,  i) 

Remarques. —  i^  La  foraiale  (o,  i,o)  ne  peut  s'ap- 
pliquer qu'à  partir  de  </  =  6. 

On  trouve  directement  (IV),  ^t(o,  i,  o)  =  a. 

Il  n'y  aui  Ns(o,  X90),  ni  N4(o,  i,  o);  car  dans  le  pre- 
mier cas  ahab  entraîne  ahab  cc^  et  dans  le  deuxième  cas 

idfobcdcd. 

Pour  Ni  (o,  I,  o),  il  ne  iaut  prendre  dans  la  formule 
que  le  premier  terme 

N»(o,  i,o)  =  C,,=  P„     d'oà     N»{o,  i,o)  =  ioP,; 
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les  antres  termes  de  la  formule  n'existent  point,  à  l'ex- 
ception du  terme  Nt  (o,  i,  o)  qui  ne  peut  rien  fournir; 
car  si  l'on  place  ea&a&  e  au  milieu  de  cdcd^  on  obtient 

cdeababecd  ou  eababe  cdcd  de  l'espèce  Ns(o,  a,  o). 

Ce  résultat  se  vérifie  directement;  on  a  la  seule  variété 
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asymétrique  abab  cdecde  ^  donc 

N»(o,  I,o)  =  1.9. SPs* 

a^  La  formule  (o,  a,  o)  ne  peut  aussi  s'appliquer  qu'a 
partir  de  g  =  6.  Il  ne  peut  y  avoir  de  permutations  de 
cette  espèce  qu'à  partir  deq  =s  ^, 

Pour  ^  =  4)  la  formule  contient  le  seul  terme  N^  (o,  i  ,o)« 
Or   avec  efefon  peut  placer  abab  de  deux  manières, 

soit  avant  un  e,  soit  avant  un  fy  pour  obtenir  deux  S4, 
tandis  qu'en  général  on  ne  le  place  que  d'une  seule;  en 
outre,  la  tournante  Ns(o,  i,  o)  est  incomplète  et  ne  con- 
tient que  deux  permutations  au  lieu  de  quatre;  il  faut 
donc  multiplier  par  4  le  résultat  que  donne  la  formule; 
or  elle  donne  ■j7N4(o,  2,  o)  =|N,(o,  i,  o)  =7,  et  l'on 
prendra  N^  (o,  a,  o)  =  48 •  ^  =  4P^  trouvé  directement 
(IV).  , 
Pour  q  =:  5,  laformule  contient  leseul  terme  Nt  (o,  i  ,o)« 

Qr  avec  efef  on  peut  placer  <r  {j^bab  c  de  deux  manières 

»     ■  _______ 

au  lieu  d'une,  et  l'autre  raison  subsiste  encore  :  il  faol 
multiplier  par  4  ;  or  la  formule  donne 

et  l'on  prendra  Nj  (o,  a,  o)  =  1 00 . 6  =  5  P5.  On  le  vérifie 
diractenieat  ;  il  n'y  a  qu'une  seule  variété,  symétrique  de 
fraction  7,  abab  ecdcde\  donc 

^4(0,  2,  0)=  i,2.5Pj.  j=5Ps. 
Pour  9  =  6,  on  obtient 

^^  Ne{o,  2,  o)  =  f  2N4(0,  2,  o)  =  3P4, 

d'où 

N,(o,  2,  o)  =  laP». 
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On  le  vérifie,  il  ne  peut  eiister  que  Je»  denx  rariétés  sui 
Tantes,  symélriques  de  fraction  7, 


nhah 


cdrd 


et 

N^O,  2,  o)  =  2.2.6P,.7=  I2Pg. 

IX.  Abaissement  d^ordre  du  nombre  N^(r,  o,  o,  ); 
cas  particulier. 

L'espèce N^  (r,  o,  o  )  contient  —  N^  (r,  o,  o)  tournantes, 

et  si  Ton  commence  une  des  tournantes  par  un  des  ir  in- 

tery ailes  S»,  on  comptera  -  N^(r,  o,  o)  permutations. 

Si  Ton  enlève  les  extrêmes  d'un  des  5$,  les  deux  a  de 
abay  autour  de  b^  il  peut  se  former  un  S|,  un  Ss,  ou  rien  : 

bchc\  iabaebc 

"TT  \     par  les  formes  réciproques     \  '^. — r~î 
cotb\     '^  *^     ^  I  cbe  aba 

dbd  par  la  forme  daba  d  [ex  dans  ce  cas  il  existe  un  S» 
complémentaire  dedbd^  cbc  par  exemple). 

On  multipliera  par  €/  le  nombre  de  permutations  ainsi 
compté  relativement  à  a. 

S'il  se  forme  un  S4,  on  a  Tespèce  N^_i  (r  —  i,  i ,  o)  ;  le 
nombre  des  couples  de  S$  complémentaires  a  diminué 
de  1,  et  il  s'est  formé  un  S4.  Chacune  de  ces  tournantes, 
commencée  par  S4,  donne  deux  permutations  à  l'espèce 
cherchée  si  l'on  entoure  de  deux  a  Tune  des  extrêmes  de 
S4.  La  part  sera 

j^^^--^V.(r-.  1,1,0)     ou     --i~N,^,(r-i,i,o). 

S'il  se  forme  un  Sa,  on  a  l'espèce  N^_j  (r,o,  o)  ;  le  S» 
enlevé  est  remplacé  par  un  autre  de  même  médiane. 


(344) 

Chacune  de  ces  tournantes^  commenoée  par  an  des  a  r  in* 
tervallesSs,  fournît  2 r  permutations  k  l'espèce  cherchée; 
on  entoure  de  deuxa  Tune  des  médianes  de  ces  Sf  La  part 
sera 

a(y^li)V'(^o>o)     ou     -^V«{r,o,o); 

sinon,  on  a  l^espèce  N^.i(r — 1,0,  i);  le  nombre  des 
couples  de  âS^  a  diminué  de  i,  et  il  s* est  formé  un  S$ 
distinct.  Chaque  tournante,  commencée  par  le  Ss  dis- 
tinct, fournit  une  permutation  à  l'espèce  cherchée;  on 
entoure  de  deux  a  la  lettre  b  isolée,  semblable  à  la  mé- 
diane du  S3  distinct.  La  part  sera 


f 


Si  Ton  ajoute  les  trois  parts,  et  qu*on  multiplie  par  q, 

on  obtient  -  N^(r,  o,  o)  ;  multipliant  par j  on  a  la 

formule  (r.  o,  o) 

:[lr-_i]îî^(r,o.o)==JÏ^^.{r-.i.i,o) 

-4-  /'N^,(r, o,  o)  -h  ^N,-, (r  —  I, o,  i). 

Cette  formule,  pour  r  =  i,   comprend  la   formule 
(1,0,0),  relative  à  Tune  des  espèces  qui  forment  C^^t 

?-^  N^(i  ,0,0)  =  N^^,  (o,  I ,  o) 

4-  N,-.i(i,  0,0)  +iN^,(o,  o,  i)., 

Elle  ne  peut  s'appliquer  à  1/  =  3,  on  a  trouvé  directe^* 

ment (IV) 

^3(1,  o,  a)  =  3P3=  18. 

Or  elle  donnerait 

^N,(i,o,  o)=:Nj (0,1,0)  rr:  2,     d'où     N,(o,  i,o)=z9; 
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c'est  que  la  toumanle  de  Nt  (o,  i ,  o)  ^  ab  ah  estincomplèle 

k  deux  permatations  au  lieu  de  quatre;  le  résultat  de  la 
formule  doit  être  multiplié  par  a. 
Pour  ^  =:  4)  on  trouve 

T^N4(l,  O,  O)  =:N,{l,  0,0)  =:  3P„ 

d'où 

N,(i,o,o)  =  4P,(lV). 

X.  Calcul  direct  de  l!Sf^{o^  o,  1^),  Nti,(o,  u,  o)  et 
N,r(^  o,  o). 

1®  Une  permutation  de  l'espèce  ]Vt„  (oy  o,  y)  peut  avoir, 
relativement  à  la  médiane  b  de  l'un  des  u  intervalles  Sa, 
les  quatre  formes  suivantes  : 

a  ha  fedc  hd  efe  y 
ba  fetlc  hd  efe  a , 
éifedc  hd  efe  ab^ 
hdefeabafcdc^ 

selon  que   l'intervalle  aba  est  initial,   ou  coupé  aux 

extrêmes,  ou  que  la  deuxième  lettre  b  (semblable  à  la 
médiane)  commence  la  permutation.  Si  l'on  suppose 
chaque  St  condensé  en  sa  médiane,  on  obtient  une  6^,9, 
[voir  le  premier  article,  I),  car  la  lettre  isolée  &,  séparée 
de  la  médiane  b  par  deux  lettres  au  moins  dans  la  per- 
mutation primitive,  en  est  séparée  par  une  lettre  au 
moins  dans  la  permutation  résultante. 

Chacune  de  ces  B^^t  contient  v  des  2  i'  lettres  distinctes 
d'une  Nf»,;  pour  reproduire  les  Mf^,  il  faut  entourer  l'une 
des  deux  lettres  d'un  des  v  couples  de  lettres*  d'une  Bp,t 
avec  un  des  v  autres  couples  qui  ont  été  éliminés  \  on  peut 
le  faire  de  deux  manières  pour  chacun  des  t'  —  1  couples 
de  la  Bt,,t  qui  n'a  point  sa  lettre  en  tète  de  la  permutation 
et  de  quatre  manières  pour  l'autre  couple,  eu  égard  aux 
cpatre  formes  examinées  plus  haut;  ainsi,  avec  l'un  de 
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arrangements  d'espice  Atv»«r  des  m  couples  qoi  ferment , 
«H  oblie^t,  pour  une  des  Bv,t9  a*"^'  permutations;  pour 
tous  les  arrangements,  on  en  a  a""^^  At^,^^  et  .pour  toutes 
les  Bvyi,  on  a  la  formule  {2u) 

N„(o,  o,  •»)  =  a'^-»  Al,,,  B,,,. 
Si  1^  =  2, 

N4{o,o,  2)  =  2»A4,,B,,,  =  !k*.4  3.tx=i8Po 

comme  on  Ta  Tërifié  (IV). 
Si>'  =  3, 

W,{o,o,3)  =  2«A«4B»,,=5a*.6.5.4.4P,  =  64Pc» 

2^  Soit,  pour  u  =  5,  une  des  tournantes  de  Tespèce 

Ntu  (o,  M,  o) 

abab  cdcd  fffff^h  gh  ik  ik . 

Il  n^y  a  que  cette  variëté,  symétrique  de  fraction  -*,  donc 

Nt»(o9  Hj  o)  =  -  ^u^tw»  et  Ton  a  la  formule  (214) 

N„(q,  a,o)  =  4Pw 
et,  si  n  =  3, 

.N,(o,  3,o)  =  4P.; 

3^  Soit,  pour  r  =  3,  une  des  tournantes  de  Fespèce 

N,^(r,  o,  o) 

ttba  cec  dedffifgbfi  ihi . 

Si  Ton  condense  chaque  S»  en  une  de  ses  lettres  extrêmes, 
on  obtient 

une  des  permutations  de  l'espèce  A  s,.,  tr>  ou  l'un  des  arranr 
gements  de  3r  lettres  distinctes,  prises  ar  à  2r. 

Pour  revenir  des  A«r,«r  aux  Ns^,  il  faut  doubler  cha«> 
cune  des  ar lettres  distinctes  d'une  A^r^tr^X  intercaler  une 
des  r  autres  lettres  distinctes  entre  chacun  des  binaires 
ainsi  formés.  Ces  r  lettres,  rangées  dans  un  des  ordres 
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p08«iUes»  formeiU  une  permutation  dVspèce  P^  :  la  pre- 
mière lettre  de  cette  P,.  occupant  la  première  place  va* 
cante  dans  la  permutation  Atr,tp  binarisëe,  sa  semblable 
occupe  une  des  ar  —  i  autres  places^  la  deuxième  lettre 
occupant  la  première  place  laissée  vacante,  sa  semblable 
occupe  une  des  2r  —  3  autres  places  ;  la  troisième  lettre 
occupant  la  première  place  laissée  vacante,  sa  semblable 
occupe  une  des  ar  —  5  autres  places,  et  ainsi  de  suite  :  la 
dernière  lettre  distincte  et  sa  semblable  occupent  les  deux 
seules  places  restées  vacantes.  Pour  chacune  des  Atr^sr» 
on  obtient 

I.S.5. .  .(ar  —  i)PrA„.,,r=  1.3.5.  •.(ar-—  i)Psrî 

mais,  comme  le  premier  intervalle  qui  commence  la  per- 
mutation peut  la  commencer  par  Tune  de  ses  trois  lettres, 
il  faut  multiplier  par  3  le  nombre  précédent,  et  Ton  a  la 
formule  (3r) 

N8i.(o  o,  o)  =  3. 1 .3.5. .  .(ar —  i)P»r» 

Pourrai N3(i,o,o)  =  3P3  (IV), 

Pourr=2 N,(2,  o,  o)  =  9P,. 

XI.  Calculs  depuis  ^  =  5  jusqu^à  q  =  y» 

1^  Décomposition  des  Bs^s,  on  a  trouvé  Bg^t  =  ^9^  Pt« 

Formule. 

C,., C»,,=  68  P, 

(Oy  o,  i) N*(o, o,  i)  =  loo 

(o,  o,  2) Ni(o,  o,  2)  =  60 

(o,  I, o)   (vo/r yill) Nfc{o,  I,  o)  =  10 

(0,1,1) N»{o,  i,i)~  20 

(0,2,0)    (vo/>VUI) î'i(0,.2,0)=     5 

(i,o,  o) Ns{i,o,o)=    10 

(r,  o,  p)  pourra  1,  c;  =  i  et  fj  z=5, . ,  Nfc(i,o,  1)=    lo 

(r,  «,o)  pourr=  i,  w  =  i  et  7  =:  5. . .  Nt(i,  i,o)=    10 

■  I       II  M    ^ 

On  vérifie 2€)SPy 
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7?  Décompoeilion  des  6«^9  \  on  a  trouvé  Be,!  =  33a6P|. 

Formule. 

C,,, C,,=  837P. 

(0,0,1) lNc(0,0,  l)=I200 

(o,  o,  2) N,{o,  o,  a)  =  6a4 

(a,  p) N.(o,  o,  3)  =  64 

(0,1,0) N,(o,  i,o)=  120 

(0,1,1) N6(o,  i,i)=  168 

(o,  a,  p)  pour  II  =  I,  p  =  2  et  7  =  6.  N,(o,  i,  2)  =  4^ 

(o,  2,  o) N,(o,  2,  o)  =  12 

(o,  «,•»)  pour  «  =  2,  przi  I  etç  =  6..      Ne(o,  2,  l)=       12 

(a«) N.(o,  3,  o)  =  4 

(1,0,0) N,(  1,0,0)=  84 

(r,o,p)  pourr=i,p  =  i  et^  r=6.    .  N,(i,o,i)=  108 

(r,  w,  o)  pourr=i,a  =  i  etç  =  6. . .  N,(i,i,o)=:  36 

I3r) N,(2,  o,  o)  =  9 

On  Yérifie 3326P, 

3^  Décomposition  des  67,1 9  on  a  trouvé  67,1  =  44  >  89 P7. 


Formule. 

Cf.» 

(0,0, 1  ) N, (o 

(0,0,2) N,(o 

(o,o,3) N,(o 

(0,1,0) N,(o 

(0,1,1) N,(o 

(o,  «,  p)  pour  «  =  I ,  P  =  2  et  ^  =  7. . .  ^7(0 

(0,2,0) N,(o 

(o, a, p)  pour«  =  2,  p=  I  ety  ==  7.. .  N,(o 

(o,tt,o)  pour  11  =  3  et  ç  =  7 N,(o 

(1,0,0) N,(i 

(r,o,o)  pour  r  =  I,  p  =  i  et  7  =  7. . .  ^7(1 

{r,o,o)  pour  r=i  et  p=  2 N7(i 

(r,ii,o)  pourr=:  i,tt  =  i  et^=  7., .  N,(r 

(r,tt,p)  poHrr=i,ii=f,P=:iet^=:7.  ^(i 

(r,tt,o)  pourr  =  i,  a=  2et7  =  7.. ,  Nî(i 

{r,o,o)  pourr=2et7=7 N,{2 

On  vérifie 


C,,=ii863P, 
=16198 
=  8176 
=  i4oo 
=  i386 
=  1764 
=    672 

=   98 

=     126 

=     '4 

=  938 
=  io5o 
=     168 


0,1 
0,2 
0,3 
1,0 

1,2 
2,0 
2,1 
3,0 
0,0 
0,1 
0,2 
ï,o 

I»I 

2,0 
0,0 


168 

84 
ai 
63 


44189P, 
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THfiARÈll  D'ALGÈBRB; 

Par  m.  de  VIRIEU, 
Professeur  à  Lyon. 


A  la  page  i44  ^^  tome  IX  des  Nouvelles  Jlnnales 
(i^  série)»  se  trouve  une  Note  ainsi  conçue  : 

Comment  démontrer  que 

■  — — »—    •  •  >     ■■■■■■■       ■         ■< 

X  —  I      a^  —  I  jcP  —  I 

est  une  fonction  entière  de  x^m  et  p  étant  des  entiers 
positifs  dont  le  premier  n^est  pas  inférieur  au  second, 

i .  Posons,  b  étant  un  entier  positif, 

F  {*,  z,  «I,  ô)  =r  (i  4-  s)  (l  -f-  M*). .  .(l  -4-  Mr<"-')*). 

F  {Xj  z^m^b)  est  une  fontion  entière  de  x  et  de  «  et  du 
degré  m  par  rapport  à  celle-ci  ;  ou  peut  poser 

(A)       (14-  s)  (l  -4-  «:*). .  .(i-4-*r(— 0*)  =  ^  (x^zP). 


P  = 


SO 


2.  On  a  Xo  =  I •  Dans Thypothèse  i^p^m^Xp  est  une 
fonction  entière  de  x,  et^  comme  elle  est  la  somme  de 
produits  dont  chacun  contient  p  facteurs  égaux  à  des 
termes  différents  de  la  série 

* 

le  terme  le  moins  élevé  de  x^  est  de  degré  égal  à 

o  H- ^  4- aA -+-. .  .-h  (;>— i)ft     ou ^b; 
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donc —  est  une  fonction  entière  de  x, 

3.  Dans  ridenlîtë  (A),  remplaçons  z  par  zx* 


d'où 

d'où,  i<p<in, 

(C)  «?*  «/i  -H  aîCi»-')*  x;,_i  z=  jr^  -4-  «^  J?|^^. 

4.  L'identitë  C  donne  les  identités  suivantes  : 


X.  =  jcCp-O*  '- «i»-i» 


j? .  z=  xi''*'''^*^* ^ — 3 x.a^.9; 


multipliant  membre  à  membre, 


posant  p  s=  1  et  remplaçant  r  par  p, 


;"»* ï     xf'""*^*'— 'l  Jç(*-»-«— /»)* 


——  —       ^   _  _  , 


Or,  en  vertu  du  n^  2,  le  premier  membre  de  cette 
égalité  est  une  fonction  entière  de  x  :  il  en  est  donc  de 
même. du  second.  c.  q.  f.  d 
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RBCTinCiTIM 

Pau  m.  J.  de  VnOEU, 

ProfesMur  à  Lyon. 


1 .  Â  la  page  433  du  tome  XVIII  des  Nouvelles  An- 
nalesy  on  trouTe  (ligne  3,  en  remontant)  une  formule 
qui,  en  tenant  compte  d'une  faute  d'impression  signalée 
par  Tauteur  page  4^1 9  peut,  ce  nous  semble,  être  écrite 
ainsi  qu'il  suit  : 

Cette  formule  parait  inexacte. 

%  L'identité 

(am-hiy        (2  m)' {'^mY 

ii'{a/wH-  i  —  hf  ■"  (A—  i)'(a/w-4-  i— A)!       /4»(2ii/  — Aj^ 

donne 

yf  ,    (am-t-i>    1      I     »=,  ! 

♦•2[(-'^(A)'{2//.-A)J 
OU  bien 


«=m  1 

Asm 


•^L         ^A— i/iam  +  i— /«}J 


i['--.-..,^;^]--f  [,-..,_,,',:::._,,]  ' 


i-.r!ÊS' 


'/!«• 
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d'oà 

Asso 

et  enfin 

k=zm 


^> 


A=o 


NOTI  SDR  LIS  GKNTRB8  DE  GRAVITi  DBS  SDRFACIS 
ET  DES  VOLUIBS  DE  RfiVILlITION; 

Par  m.  B.  IVIEWENGLOWSRL 


Soit  ÂB  une  courbe  plane  quelconque;  en  tournant 
autour  d'un  axe  z  situé  dans  son  pian,  elle  engendrera 
une  surface  de  résolution.  Supposons  que  le  plan  méri- 
dien ait  tourné  d'un  angle  a  et  proposons-nous  de  cher- 
cher le  centre  de  gravité  de  la  surface  du  ftiseau  ABA'B'. 

Soient  M  un  point  de  la  courbe  méridienne,  MP  =  x 
la  distance  â  Taxe  et  N  un  point  infiniment  voisin  de  M. 
On  peut  prendre,  pour  éléments  de  la  surface  du  fuseau, 
les  surfaces  telles  que  MN,  M'N',  engendrées  parles  élé- 
ments MN  de  la  courbe  méridienne,  que  nous  repré- 
senterons par  Péquation 

Si  Ton  désigne  par  A  l'aire  du  fuseau;  par  ^,  x,  ^ 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité;  par  z^  et  Zi 
les  valeurs  de  z  correspondant  aux  extrémités  A  et  B 
de  la  courbe  méridienne  et  par  ds  l'élément  MN  de  cette 
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courbe,  on  trouve  sans  peine 

xds^     AC=a  I       xzdsy 

I      x^dSf      An  =(i  —  cosa)  /      x^ds. 

On  déduit  d* abord  de  ces  formules  que  la  valeur  de  ^ 
est  indépendante  de  a,  ce  qui  est  évident  a  priori;  en- 
suite, si  Ton  pose 

J'x^d.% 


ds 


r 


xds 

on  a 

^  sina  •             ^  I  —  cosa 
lz=B ,     n  =  B 


Si  p  désigne  la  distance  du  centre  de  gravité  à  l'axe  et  0 
l'angle  que  fait,  avec  le  plan  méridien  initial,  celui  qui 
contient  le  centre  de  gravité,  on  a 

tango  =-=:  tang -»     ou     $  =  -» 

et 

(I)  p  =  B 


ô 


Cherclions  maintenant  le  centre  de  gravité  du  volume 
engendré  par  AB.  Si  Ton  désigne  ce  volume  par  Y  et  les 
coordonnées  de  son  centre  de  gravité  par  ^',  t}',  ^',  on 
aura 

V—-    r   'x^dz,      VÇ'=Î    Ç    [r'zdz, 
^  Jz.  ^  Jz. 

VÇ'=:-sinal       x^dzy     V>ï'=:-.  (i  —  cosa)    I       x*dz. 
^  Jz.  .2  J^^ 

Ann.  de  Maihémat.,  a«  série,  t.  XIV.  (AoiU  iS^S.)  aS 
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Si  l'on  pose 


C=: 


r    *x»rfj 


OD  déduit  la  formule  précédente 

v/       r«în«        ,  i  —  cosa 

a  tt 

Donc,  si  p'  est  la  distance  du  centre  de  gravité  à  Taxe, 
6'  Fangle  du  plan  méridien  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité avec  le  plan  méridien  initial,  on  trouve,  comme 
précédemment, 

(a)  0'=-  =  Ô,     p'  =  C— -. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  courbe  quelconque  tourne  autour  fl*tin  axe 
situé  dans  son  plan,  les  centres  de  grainté  du  fuseau  et 
du  coin  qu*elle  engendre  décrii^ent  des  courbes  sem- 
blables, et  ces  courbes  restent  semblables  à  elles-mêmes 
quand  on  change  la  courbe  méridienne. 


QDBSTieNS 

Pae  m.  h.  LAURENT, 

Répétiteur  d'AnaljM  à  rÉ«o1e  Polytochniqne. 


Si  l'on  forme  la  somme  des  produits  des  m  premiers 
nombres  naturels  un  à  un,  deux  à  deux,  etc.,  ces  sommes 
seront  les  coefficients  de  x  (jc  -i- 1) . . .  (x  H-  m  —  i)  déve- 
loppé suivant  los  puissances  de  x. 
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En  posant  alors 

=  Jf*  -f-Zli»,  i)  x^'  -^/(w,  a)  or--*  -h . . . , 


\^  f(m^  i)y  f(m,  a) seront  des  polynômes  entiers 

en  m,  de  degrés  2,496,...; 

a®  On  aara,  quel  que  soit  m,  entier  on  fractionnaire, 
positif  on  négatif, 

\    X     /  m — I  (/il — i)(iw  —  a) 

pour  jc  <^  a  ir  en  valeur  absolue  ; 

^—  i 
3**  On  déduira  de  là  le  développement  de  / sui- 
vant les  puissances  de  x; 
4^  On  aura 


[-'^T= 


m -f- 1  (lïi  •4-i)(«H-a) 

pour  X  <  y  en  valeur  absolue  ; 

5**0n  déduira  de  là  ledéveloppementde  /[/(iH-a:)] — Ix 
suivant  les  puissances  de  x; 

6®  On  aura 

I  _  I  /(/»,  0 


»(z-4-i)...(»  +  A-»-m) 

pourvu  que  z  soit  plus  graud  que  Tunité,  ou  mieux  que 
^a  partie  réelle  de  z,  supposé  imaginaire,  soit  plus  grande 
que  Tuniié. 

Wronskî  avait  déjà  remarqué  que ^ était 

égaU/(_/w,A). 


aS. 
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SDR  rÉQlIATION  DO  TROlSIfilB  DBGRfi; 

Par  m.  Désieï  ANDRÉ. 


1 .  Liorsque  Téquatioii  du  troisième  degré  est  ramenée 
à  la  forme 

a^-^-px-^q  =0, 

on  sait  qu'il  faut  et  qu'il  suffit,  pour  que  les  trois  ra- 
cines soient  réelles,  que  Ton  ait 

4/?* -4-27  y"  <o. 

Lorsque  l'équation  est  complète,  la  condition  de  rëa« 
lité  des  racines  peut  s'exprimer  d'une  façon  tout  à  fait 
analogue,  comme  le  montre  le  théorème  que  voici  : 

%  Théorème*  —  Si  Von  désigne  par  f(x)  le  pre- 
mier membre  de   Véquation    complète   du    troisième 

degré 

x^  -\-  flx'-h  Ô4:  -4-  c  =  0, 

et  par/' (x)  sa  dérivée,  pour  que  les  trois  racines  de 
cette  équation  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  F  on 
ait 

4/-(-|)+.,/.(-|)io. 

Pour  le  démontrer,  faisons  disparaître  le  second 
terme  de  notre  équation  complète  en  remplaçant  x  par 

y — -•   Nous   obtenons  ainsi  l'équation  du  troisième 

degré 


/ 


(^-i)  =  -' 
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dont  les  racines  sont  évidemment  réelles  ou  imaginaires 
en  même  temps  que  celles  de  la  proposée. 

Cette  nouvelle  équation,  si  Ton  en  développe  le  pre- 
mier membre  suivant  la  formule  de  Taylor,  peut  s'écrire 

Or,  puisque  la  transformation  effectuée  fait  dispa- 
raître le  second  terme,  on  a 


r 


{-?)=«• 


De  plus,  il  est  visible  qu^on  a  aussi 


r(-f)  =  ,...3. 


Donc  notre  équation  enjy  se  réduit  à 

qui  est  de  la  forme 

Par  conséquent,  pour  que  ses  racines  et,  par  suite,  les 
racines  de  la  proposée,  soient  toutes  réelles,  il  faut  et 
il  suffit  que  Ton  ait 

4/..(-|)^„/.(_î)_<„, 

4  e  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

3.  Remarque.  —  De  même  que  l'équation  complète 
du  troisième  degré  renferme,  comme  cas  particulier. 
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TéquatioD  privée  da  second  terme,  de  même  la  formule 
que  nous  venons  d'établir  est  tout  à  fait  générale  et  ren- 
ferme, comme  cas  particulier,  la  formule 

4y^-+-27ç'<o, 

que  nous  avons  rappelée  en  commençant. 

4.  Application.  —  Pour  donner  un  exemple  de  rem- 
ploi de  notre  formule,  considérons  Téquation 

x^ —  3/x' — 3xH-  *  =  o, 

qui  donne,  comme  on  sait,  laog<^  lorsqu'on  y  suppose  A 

^al  à  tanga. 
Ici  nous  avons 

/(x)  =  x»—  3Xx'—  3x  -h  *, 
/'(x)  — Si:»— 6/^r— 3, 


et,  par  suite, 

4/'.  ^_  ^^  4-  2,/:  ^_  «\  =  _  4 .  a,  (I  +  *')'. 

Comme  ce  dernier  résultat  est  négatif  pour  toute  valeur 
réelle  de  A*,  on  voit  que  la  relation  de  condition  est  tou- 
jours satisfaite,  et,  par  suite,  que  Téquation  actuelle  a 
toujours  ses  trois  racines  réelles. 
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ELLIPSE  GORSIBÉRtE  GMilE  PROJECTION  OBLIQUE  IIDN 
CERCLE.  —  CONSTRUCTION  SIIPLIPIÉE  MS  AXES  D  ONE 
ELLIPSE  SONT  ON  CONNAIT  DEIIX  RiAMÈTRES  CONJUGUÉS  ; 

Pâa  m.  a.  jullien. 

Professeur  de  Sclenees. 
{Suite  de  V  article  inséré  dans  U  numéro  de  juillet  1875.) 

1.  La  construction  suivante  est]|basée  sur  les  mêmes 
considérations  géométriques  que  celle  qui  a  été  donnée 
précédemment,  mais  elle  est  plus  simple  au  point  de 
vue  graphique. 

Soient  0A|  et  OBj  deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse.  Décrivons  un  cercle  ayant  O  pour  centre  et  OÂf 
pour  rayon.  Ce  cercle  peut  être  considéré  comme  étant 


situé  sur  Tun  desjplans  de  projection;  l'ellipse  devient 
alors  sa  projection  oblique,  son  ombre  porlée,  sa  per- 
spective cavalière  ou  militaire,  et  notamment  OBi  est  la 
projection  oblique  du  rayon  OD  perpendiculaire  au 
diamètre  OAi  que  nous  prenons  pour  ligne  de  terre. 

Décrivons  un  cercle  qui  ait  son  centre  C  sur  la  ligne 
de  terre  et  qui  passe  par  Det  Bf  P  et  Q  éunt  les  points 
où  ce  cercle  rencontre  la  ligue  de  terre,  observons  que 
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Tangle  droit  PDQ  se  projetierait  obliquement  suivaut 
un  angle  droit  PB^Q.  Il  est  d'ailleurs  inutile  de  tracer 
ces  angles. 

2.  jixes  de  VeWpse,  —  Pour  avoir  les  axes  de  Tel- 
lipse  en  direction,  il  suffit  de  mener  par  le  point  O  des 
parallèles  aux  droites  PBi,  QB]. 

3.  Sommets  de  VelUpse.  *-~  Déterminons  les  points 
I,  a,  3,  4  ûù  des  parallèles  aux  droites  PD,  QD  rencon- 
treraient le  cercle  O,  et  par  ces  points  menons  des  parai* 
lèles  à  DB].  Les  points  où  ces  dernières  parallèles  cou- 
pent les  axes  de  Tellipse  sont  les  sommets. 

4.  Dans  un  très»grand  nombre  de  questions,  telles  que 
les  sections  planes  des  cylindres  et  des  cènes,  les  ombres 
portées,  les  voûtes  en  stéréotomie,  etc.,  on  a  immédiate- 
ment deux  diamètres  conjugués  d*une  ellipse.  La  considé- 
ration du  cercle  dont  cette  ellipse  est  la  projection  oblique 
permettrait  de  résoudre  par  des  tracés  simples,  avant 
même  que  les  axes  ne  soient  déterminés,  la  plupart  des 
problèmes  qui  s'y  rapportent  :  tracé  de  la  courbe  par 
points,  tangentes,  intersectioixs,  segments  ou  secteurs 
dans  un  rapport  donné,  etc. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1874. 


Matliématiques  spéciales. 

Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  d'un  poly- 
nôme entier  F(x),  satisfaisant  aux  relations 

F(l-a;)=F(a:), 


FliU^, 


.r  /  jc" 


« 
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est 

F(x)  =  (x'—  4:)V{x'—  X  -h  i)î[ A«  (x»  -  a:  -+- 1)»« 

-4-  A,  (  x»  —  je  -h  1  )*C"-»>  (or'  —  «}» 

4-  A,  '*»  — ^  +  !)*<»-»>  (;f»—  1? )«  +  ...  -f-  A„  (j:»—  x)^], 

/7,  9,  /i  étant  des  nombres  entiers,  et  Ao,  Ai,  A,, . . . ,  A„ 
des  constantes  quelconques. 

Mathématiques  élémentaires. 

Etant  données  les  quatre  arêtes  AB,  DA,  BC,  CD  d'un 
tétraèdre,  déterminer  le  tétraèdre  de  manière  que  son 
volume  soit  maximum.  Le  tétraèdre  ainsi  déterminé, 
calculer  les  deux  autres  arêtes  BD  et  AC  et  le  volume 
dans  les  deux  cas  suivants  : 

1^  Lorsque  deux  arêtes  opposées  AB  et  CD  sont  égales, 
ainsi  que  les  deux  arêtes  BC  et  AD  ; 

2^  Lorsque  les  deux  arêtes  consécutives  AB  et  BC 
sont  égales,  ainsi  que  les  deux  arêtes  CD  et  DA. 

Comparer  les  volumes  en  supposant  que  les  deux 
arêtes  AB  et  AD  ont  respectivement  des  longueurs  égales 
dans  les  deux  cas. 

Philosophie. 

Etant  donnés  un  cercle  de  rayon  B  et  deux  rayons  rec- 
tangulaires OA  et  OB,  déterminer  les  côtés  OC  et  OE 
d'un  rectangle  OCDE,  inscrit  dans  le  quart  de  cercle 
AOB,  et  tel  que,  si  Ton  fait  tourner  la  figure  autour  du 
rayon  OA,  la  surface  totale  du  cylindre  engendré  soit 
égale  à  la  surface  d'une  circonférence  de  rayon  donné  a. 

Rhétorique. 

L  On  donne  deux  sphères  tangentes  extérieurement  et 
dont  Tune  a  un  rayon  double  de  celui  de  l'autre.  A  l'en- 
semble  de  ces  deux  sphères  on  circonscrit  un  tronc  de 


(  36a  ) 
cône,  dont  on  demande  le  Yolume  et  la  surface  totale, 
connaissant  le  rayon  de  la  petite  spbère. 

II.  Distance  du  Soleil  k  ]a  Terre.  Rapport  du  volume 
du  Soleil  à  celui  de  la  Terre.  Rapport  des  masses. 

Seconde, 

I.  Etant  donné  un  tétraèdre,  on  suppose  que  Ton 
mène  par  chaque  arête  un  plan  parallèle  à  Taréte  op- 
posée, et  l'on  demande  :  i^  quel  sera  le  solide  ainsi  ob- 
tenu; a^  quel  sera  le  rapport  de  son  volume  à  celui  du 
tétraèdre. 

II.  La  diiTérence  de  deux  nombres  est  a,  et  la  somme 
de  leurs  racines  carrées  est  aussi  égale  k  a;  quels  sont 
ces  deux  nombres? 

Troisième» 

I.  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur 
Ja  circonférence;  par  ces  deux  points,  on  mène  deux 
cordes  égales  de  grandeur  quelconque;  trouver  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  ces  cordes. 

II.  Démontrer  que,  si  la  somme  3"+  I9  dans  laquelle 
n  représente  un  nombre  entier,  est  un  multiple  de  10,  la 
somme  S""*"'  -t-  i  sera  aussi  un  multiple  de  10. 

CONCOURS   DES    DÉ^AETEMBITTS. 

Mathématiques  spéciales. 

Si  Ton  considère  la  fonction  é"*  de  la  variable  x  et 
que  Ton  en  prenne  les  dérivées  successives,  on  reconnaît 
que  la  dérivée  de  Tordre  n  est  égale  au  produit  de  la 
fonction  e~*  par  un  polynôme  entier  en  x  que  Ton  re- 
présentera par  ^n[x)  : 

I®  Démontrer  que  les  polynômes  f  (x)  satisfont  aux 
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relaltons  suivantes 

ç,(x)  =  îlXy„.,(x)  --2{/|—  |)^^,(x), 
y;^(x)  — 2Xy^(.r)4-  2/ty,(.r)=:0, 

f|,(x)  dësignaDt  la  dérivée  première  du  polynôme  fii(wr), 
c^  ?A (^)  Ift  dérivée  seconde  ; 

2^  Calcnler  les  coefficients  du  polynôme  <fn(^)y  <^r- 
donné  suivant  les  puissances  de  la  variable  x. 

KHSBIGKBHfiKT   SEGONDAïaB   SFÉGIiL. 

Mathématiques  appliquées  et  Géométrie  descriptive. 

I.  Mécanique.  —  Qu'appelle-t-on  rendement  d^une 
machine?  Pourquoi  le  rendement  est-il  toujours  infé- 
rieur à  l'unité? 

Une  machine  à  vapeur  met  en  jeu  un  système  de 
pompes  qui  élèvent  l'ban  d'un  fleuve  à  i55  mètres  de 
hauteur  pour  l'alimentation  d^une  ville.  On  demande 
de  calculer  k  ^  près  le  rendement  de  ce  système  de 
pompes,  en  supposant  :  i^  que  la  force  de  la  machine, 
mesurée  sur  Tarbre  de  couche,  soit  de  i5oo  chevaux* 
vapeur;  a^  que  les  réservoirs  de  la  ville  reçoivent 
3o  ooo  mètres  cubes  d'eau  en  vingt-quatre  heures. 

II.  Géométrie  descriptii^e.  —  Construire  les  projec- 
tions et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  par  un  plan 
dans  un  prisme  oblique.  Le  prisme  a  pour  base  un  carré 
ABCD,  de  Scentimèires  de  côté,  si  tué  sur  le  plan  horizon- 
tal, et  dont  le  côté  ÂB,  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  est  éloi- 
gné de  cette  ligne  de  5  centimètres  en  avant  du  plan  ver- 
tical. Pour  définir  la  direction  de  ses  arêtes  latérales,  on 
imagine  un  cube  qui  serait  construit  sur  la  base  ABCD 
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au-dessus  du  plan  horizontal^  les  arêtes  latérales  du 
prisme  sont  parallèles  à  la  diagonale  de  ce  cube,  qui  a 
pour  trace  horizontale  le  point  C. 

Le  plan  sécant  passe  par  la  ligne  de  terre  et  divise  en 
deux  parties  égales  le  dièdre  formé  par  la  partie  anté- 
rieure du  plan  horizontal  et  par  la  partie  supérieure  du 
plan  vertical. 

Après  avoir  construit  en  vraie  grandeur  la  section  de- 
mandée, on  mesurera  ses  angles  et  ses  côtés,  et  Ton  cal- 
culera sa  surface.  On  donnera  les  résultats  numériques 
ainsi  obtenus. 

CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

(ANNÉE  1875). 


COMPOSITION    DE   MATHÉMATIQUES. 

Trouver  le  lieu  géométrique  de  Tintersection  des  deux 
normales  menées  à  la  parabole  aux  deux  extrémités  de 
toutes  les  cordes  dont  les  projections  orthogonales  sur 
une  perpendiculaire  à  Taxe  ont  une  même  valeur. 

Qne  dire  du  cas  où  Ton  fait  tendre  vers  zéro  cette  va* 
leur  de  la  projection  ? 

Revenant  au  cas  général,  on  propose  de  mener  par 
un  point  quelconque  du  lieu  trois  normales  à  la  pa- 
rabole. 

Application  particulière  au  point  maximum  du  lieu. 

COMPOSITION    DE    GÉOMÉTRIE    DESCRIPTIVE. 

Sphère  et  prisme* 

Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille 
de  papier  et  a  i8  centimètres  au-dessus  du  bord  infé- 
rieur de  la  feuille. 
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Sphère.  —  Le  centre  de  la  sphère  au  milieu  de  la  lar- 
geur de  la  feuille  en  o^of. 

Rayon  de  la  sphère  =  8o"*°*. 

Prisme,  — On  mène  par  o  une  droite  oa  faisant  un 
angle  de  4^  degrés  avec  la  ligne  de  terre.  On  prend 
oa  =  45°^". 

Le  point  a  étant  la  projection  d^un  point  de  la  sphère, 
on  cherchera  sa  projection  verticale  a\  On  mènera  en  ce 
point  une  tangente  à  la  sphère,  tangente  dont  oa  sera 
la  projection  horizontale.  Cette  tangente  sera  une  arête  ' 
d'un  prisme  à  section  carrée,  dont  un  des  plans  diago- 
naux sera  vertical  et  aura  sa  trace  confondue  avec  oa.  Le 
côté  du  carré  est  égal  à  io5  millimètres.  On  demande  : 

De  représenter  par  ses  projections  la  portion  de  la 
sphère  supposée  solide  contenue  dans  le  prisme,  c'e8t-à« 
dire  le  solide  commun  aux  deux  corps. 

COMPOSITION    DE    TRIGONOMÉTRIE. 

Trouver  les  angles  et  la  surface  d*un  triangle  dont  les 

côtés  sont 

a  =  3475-2, 18, 

b  =z  20396,75, 
c  =  i9974»89. 


GONCIURS  r  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

(ANNÉE  lg7S). 


Composition  de  Mathématiques. 

Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un 
point  donné  P  à  une  série  d'ellipses  qui  ont  un  sommet 
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conunun  B,  la  même  tangente  en  ce  point,  et  telles  qne, 
pour  chacune  d'elles,  le  rapport  de  Taxe  parallèle  à  la 
tangente  commune  au  second  axe  soit  égal  à  une  con- 
stante donnée  K. 

Construire  le  lieu  dans  les  cas  particuliers  suivants  : 
on  prendra  le  point  P  sur  la  bissectrice  de  Tun  des  an- 
gles formés  par  la  tangente  et  la  normale  communes  à 
toutes  les  ellipses  en  B,  et  l'on  attribuera  à  K  successive- 
ment Tune  des  valeurs  ^  et  a. 

Composition  de  Physique. 

î. 

On  a  dans  deux  éprouvettes  :  d^une  part,  4  centimè- 
tres cubes  de  gaz  a  j  degrés  sous  la  pression  de  56  centi- 
mètres de  mercure,  et,  d'autre  part,  6  centimètres  cubes 
d'un  autre  gaz  à  17  degrés  sous  la  pression  de  58  centi- 
mètres. On  introduit  ces  deux  gaz  dans  une  troisième 
éprouvette  pleine  de  mercure,  où  leur  mélange  prend 
une  température  de  i5  degrés.  On  demande  à  quelle 
hauteur  le  mercure  s'élèvera  dans  cette  éprouvette,  dont 
la  section  est  de  i  centimètre  carré  et  la  hauteur,  au- 
dessus  du  niveau  extérieur,  de  ai  centimètres;  le  baro- 
mètre est  à  76  centimètres. 

On  prendra  pour  coefficient  de  dilatation  des  gaz  la 
fraction  ^jj,  et  l'on  négligera  la  dilatation  du  mercure 
et  celle  du  verre. 

n. 

Avec  du  verre  d'indice  |  on  a  fait  une  lentille  bicon- 
vexe dont  les  deux  faces  ont  1 1  centimètres  de  rayon  de 
courbure.  On  a  ensuite  monté  cette  lentille  dans  la  paroi 
verticale  d'une  caisse,  et  l'on  a  placé  devant,  à  une  dis- 
tance  de  2a  centimètres,  un  objet  éclairé.  On  demande 
de  construire  l'image  et  de  déterminer  sa  position  et  son 
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grossissement.  (On  ù^Iigera  lepaisseur  de  la  lenlille, 
comme  Tindique  le  programme.) 

Si  maintenant  on  verse  dans  la  caisse  de  l'eau,  dont 
Imdieeest  |,  l'image  se  déplacera,  et  l'on  déterminera 
encore  sa  nouvelle  position  et  son  grossissement. 

Enfin  on  désignera  par  R  le  rayon  commun  aux  deux 
faces  delà  lentille,  et  Ton  cherchera  l'équation  générale 
des  foyers  conjugués  P  et  P'  dans  ce  système  optique 
composé  de  verre  et  d'eau  5  on  en  déduira  les  foyers  prin- 
cipaux F  et  F'  dans  l'air  et  dans  Teau,  et  l'on  introduira 
les  deux  longueurs  focales  dans  Téquation  des  foyers 
conjugués-,  on  se  servira  de  ces  foyers  pour  construire 
Timage,  et  l'on  donnera  Texpression  générale  de  son 
grossissement. 


GONGWIRS  D'ADMISSION  A  L'ÊGOLB  SPÉCULE  NILITAIRI 

(ANNfil  1815). 


Épure  (2**  30°). 

Un  tronc  de  cône  droit  s'appuie  par  sa  grande  base 
circulaire  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  Le 
rayon  R  de  cette  grande  base  vaut  70  millimètres,  et  son 
centre  C  est  à  une  distance  de  80  millimètres  de  la  ligne 
de  terre.  L'arête  latérale  du  tronc  a  une  longueur  égale 
au  rayon  R  et  fait  un  angle  de  4S  degrés  avec  le  plan  ho- 
rizontal. Dans  l'intérieur  de  ce  tronc  de  cône,  et  sur  le 
même  axe»  est  placé  un  petit  cône  renversé,  dont  le 
sommet  est  au  point  C,  et  dont  la  base  coïncide  avec  la 
base  supérieure  du  tronc. 

Soit  AB  Tarète  latérale  du  tronc  de  cône,  qui  est  pa- 
rallèle au  plan  vertical  de  projection,  le  point  A  étant 
sur  la  grande  base  et  le  point  B  sur  la  petite  base. 
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On  demande  ; 

i^  De  construire  les  projections  de  l'ensemble  des  deux 
corps  ; 

2^  De  construire  les  projections  des  sections  faites 
dans  les  deux  corps  par  un  plan  perpendiculaire  i 
Farète  A6,  au  point  B^ 

3^  De  mener,  par  le  point  où  la  verticale  du  point  A 
perce  le  plan  sécant,  une  tangente  à  la  section  faite  dans 
le  petit  cône; 

4^  De  trouver  le  point  où  cette  tangente  perce  le  tronc 
de  cône. 

Composition  de  Mathémaliques  (3  heures). 

Premièhe  question.  Calcul  logarithmique.  —  i*'  Cal- 
culer la  valeur  positive  de  x,  donnée  par  Téquation 

2 

en  faisant  R  =  6366^",  et  a  =  îi3°  a/  ai'^. 

a^  Calculer  les  angles  positifs,   compris  entre   zéro 

et  i8o  degrés,  donnés  par  la  formule 

/^ 
sin  X  =  sin  <p  —  y  3  cos  ^ , 

en  faisant  cj>  =  So**  aS'  57". 

Deuxième  question.  —  Résoudre  l'équation 

1  t  I 

1 .  = , 

X  —  a        X — 0        X  —  c 

dans  laquelle  les  quantités  données  a,  &,  c  sont  réelles 
et  positives.  Donner  les  conditions  pour  que  les  racines 
soient  aussi  réelles  et  positives. 

TaoïsiÈME  QUESTioiî.  —  Ou  dounc  deux  parallèles  et 
sur  leur  plan  deux  points  p  et  p\  compris  entre  ces  pa- 
rallèles et  a  égale  distance  de  chacune  d'elles.  Cela  posé, 
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on  demande  de  mener  par  le  point  p*  une  sécante,  telle 
qoe  la  partie  comprise  entre  ces  parallèles  soit  vue  du 
point  p  sous  un  angle  de  4^  degrés.  Donner  la  condition 
de  possibilité. 


COHGOIIRS  DAMISSION  A  TÉCOLB  NAVALE  (ANNÉB  1875). 


Calcul  numérique  de  Trigonométrie  rectiligne, 

i. 
Dans  un  triangle  ABC,  ou  donne  le  côté  a  =  4^°^9499 

le  côlé  b  =  34",  58,  Tangle  C  =  69**  28',  et  l'on  propose 

de  calculer  la  longueur  de  la  droite  CD  qui  joint  le 

sommet  C  au  milieu  de  la  base  AB. 

Tracé  graphique  de  Géométrie  descn'ptii/e. 

Un  plan,  incliné  de  60  degrés  sur  le  plan  horizontal, 
passe  par  une  droite  située  dans. ce  dernier  plan  et  faisant 
un  angle  de  3o  degrés  avec  la  ligne  de  terre.  Dans  le  plan 
incliné,  on  décrit  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté 
a  5  centimètres,  un  des  côtés  parallèle  â  la  tri^ce  hori- 
zontale étant  placé  a  4  centimètres  de  cette  trace.  Un 
tétraèdre  a  pour  base  ce  triangle  et  pour  hauteur  10  cen- 
timètres comptés  sur  la  perpendiculaire  au  plan,  menée 
par  le  centre  du  triangle. 

Les  candidats,  après  avoir  fait  les  projections  du  té- 
traèdre, indiqueront  la  suite  des  constructions,  sans  les 
démontrer,  et  les  parties  invisibles  sur  les  deux  plans  de 
projection. 


Jnn  de  Mathémat.y  j'  série,  t.  ^ IV.  (iVoiU  187:».)  ">  \ 
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■  '   '         ■  »        ■       ■■      ■       ->^ 


OVIiSTlOIl  BEXAMEN 

(TOlr  a*  térU,  U  UV,  p.  aa^D- 


Dans  Tintéerale  /     ; — >  la  fonciion  r reste  finie 

pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre  zéro  et  i ,  mais 
devient  infinie  pour  z  =  i.  Dans  ce  cas,  si  l'on  désigne 

j est,  par 

—  9  quand 

s  tend  vers  zéro. 

Faisons  dans  cette  intégrale  les  deux  substitutions 
z  =  x^,  z  =  x",  la  limite  inférieure  restera  la  même; 
mais  la  limite  supérieure  changera,  et  Von  aura,  en 
tonJte  rigueur, 


Soîl  m^riy  il  en  résultera  ^i  — c>v*  — ^'  ®*  l'équa- 
tion 

i  T dx  —  f  ; dx  •=  o 

pourra  s'écrire 

•j rfx  =  o, 

ou 


J dlr  -f-  f dr  —  I djc 


0        ïô^^^     "^"^X 


lot'o: 


r/x. 
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L'intégrale  do  second  membre  rentre  dans  la  caté- 
gorie de  celles  que  Cauchj  a  appelées  intégrales  déji^ 
nies  singulières,  et  sa  valeur  est,  d'après  la  règle  qu*il  a 
donnée, 

logÇ     ^  /r 


Ç  étant  compris  entre  IJi  —  e  et  ^i  —  e.  Les  deux  mem- 
bres, étant  égaux  quel  que  soit  e,  auront  des  limites 
égales,  e  tendant  vers  zéro;  |  tend  alors  vers  i,  et  la 
règle  de  L^Hôpitai  donne 

H- 

pour  la  valeur  du  second  membre,  qui  ne  se  réduit  à  zéro 
que  si  171  =  7».  Ch.  B. 

iVofr.  <-r>  MM.  de  Yirieu,  MoreUBlanc  et  Pellet  expliquent  à  très-peu 
de  chose  près  le  paralogisme  de  la  même  manière.  Quant  au  calcul  de 
M.  Allaretti,  MM.  Laisant  et  Kûss  font  obserrer  qu'il  renferma  des  er- 
reurs manifestes  qui  interdisent  toute  conclusion. 


SOLUTION  DES  QGBSTIONS  PROPOStKS  PAR  il  P.  PEPIN 

(  voir  mèins  tome ,  p.  275  )  ; 

pAa   M.  MORET-BLANC. 


i  •  TflÉoaÈiCB.  —  Si  Von  désigne  par  a  et  b  detix 
nombres  entiers  quelconques»  l'un  d^s  produits 

est  toujours  dii^isible  par  7,  sav^oir  :  le  premier,  si  la 
somme  a^-f-A"  est  de  Pune  des  formes  7/,  7/4-1, 
7/  +  2I1  ^1  +  /i<,etle  second  si  cette  somme  est  de  tune 
des  formes  7/ -h  3,  7/-4-5,  7/-I-6. 

Démonstration.  —  Un  nombre  quelconque  est  de  l'une 
des  formes  7/,  yidtz  1,  ^/rb  2,  yl ±  3. 

24* 
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Les  formes  correspondantes  des  carrés  sont  jl^jl^i. 

7/4-4?  7/-+-  ^* 
Le  produit   ab{a} — £')    est    évidemment  divisible 

par  7  : 

i^  Quand  l'un  des  nombres  a  et  6  est  divisible  par  7^ 

ti^  Quand  a*  et  b*  sont  de  même  forme. 

Dans  ces  deux  cas,  a'+  b*  est  de  Tune  des  formes  7/, 

jl-hiy  7/-+-  a,  7/4- 4- 
Si  Ton  a 


«»= 

7^-l-ï, 

^«=7 

<ï»= 

7/-+- 4» 

*»=7 

a»  = 

7^-»- a» 

*»=7 

a»=' 

7^-^-ï» 

*»=7 

a»=' 

7^4-4» 

**=7 

a'  = 

7^  4- a. 

6»=  7 

/4-4 
= -7/4-2 


Û*  —  2  A'  =  7  /, 


^"^^^^^      «'+    *»=7/-f.(3,5,6), 


/4-2    1 

/-*-4 


^«=7/ 4- (5,  5, 6). 


Le  théorème  est  donc  démontré. 


2.  Théoeèmb.  —  Soient  aetb  deux  nombres  entiers 
quelconques  :  Vun  des  deux  produits 

est  toujours  div^isible  par  11,  savoir  :  le  premier,  si  la 
somme  a*  ■+-  6"  est  de  Vune  des  formes 

(i)  11/4- (o,  î,  3,4,5,9), 

et  le  second,  si  cette  somme  est  de  F  une  des  formes 

(2)  ii/-f-(2,  6,  7,8,  10). 

Z)emo7s^t/*aa'oM.'-* Formes  des  nombres  :  1 1  /,  1 1  /  ±  i, 
ii/=i:2,  ii/=t:3,  ii/dr49  ii/=t:5. 

Formes  des  carrés  ii/,  ii/-hi,  11/ -H  4»  nl  +  ^t 
ii/-f-  5,  11/+  3. 
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Si  Pan  des  nombres  attb  est  de  forme  1 1  /,  ab  est 
divisible  par  ii. 

/•4-4 


II/+I, 

*'=ii 

II/+4, 

i»=ii 

H/+9, 

A»=ii 

11/+5, 

«'=11 

II/  +  3, 

&>=ii 

H/  +  I, 

*»— Il 

II/-I-4, 

*«=ii 

II/+9, 

b»=ii 

iil-hS, 

b'—ii 

itl  +  3. 

b'=ii 

>us  ces 

cas,  a*- 

l-hS 
/-hi 


a»— 36»=:u/, 


formes  (i). 

SI  a*  et  b*  sont  de  même  forme,  a'—*  &*  est  divisible 
par  II. 


+4 

-f-5 
+  3 

+4 

+  9 

4-5 

4-3 


b*=ii 
b^=ii 

b'=:ll 

b^=ii 

b'=ii 
b»==ii 
6»=  II 


Dans  tous  ces  cas,  a* 
formes  (a),  ce  qui  démontre  le  théorème. 

3.  Théorème.  —  Soient  a,  6,  c, . . .  des  facteurs  pre^ 
miers  inégaux,  m  =  a"i^c^. . . ,  et  ç(/i)  la  fonction  nu- 
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métiqM  ^ui  exprimé  comhiûn dans  la  suite  i,  ft«3,...,  n 
il  y  a  de  nombres  premiers  relativement  à  n*  Cette  Jonc-- 
tion  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  V équation  sui'^ 
vante  : 

«=,(«)H-2.«-'t(5)-H2«-'*'-'.(^) 

Soit,  par  exemple,  m  =  3* .  5*,  on  a 

3*. 5»=  225=  7(225)  -f-  5<p(9)  -4-  3(^(25)  4- 15. 

La  suite  des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  m  com- 
prend : 

1^  Les  nombres  premiers  avec  m\  leur  nombre  est 
9(m); 

0?  Ceux  qui  ne  sont  divisibles  que  par  un  seul  des 
nombres  premiers  â,  &,  c,. . .  ;  leur  nombre  est 

2-->(5)- 

En  effet,  on  obtiendra  ceux  qui  n'admettent  que  le 
facteur  a,  en  multipliant  les  nombres  premiers  avec  -^i 

dont  le  nombre  est  f  I  -^  |  par  les  multiples  de  a,  non 

supérieurs  à  a*,  dont  le  nombre  est  —  =  a*~'^  il  y  en  a 

donc  «*"'?(  —  )•  De  sorte  que  y!^*~*^(~)  ®'P"™® 

combien,  de  i  à  m,  il  y  a  de  nombres  divisibles  par  un 
seul  des  nombres  premiers  a,  &,  c, . .  •  ; 

3^  Les  nombres  qui  sont  divisibles  par  deux  des  nom- 
bres premiers  a^  &,  c, . . .  ^  il  y  en  a  évidemment 


2«- *'->(,.",); 


(Î75) 

4^  Ceux  qui  sont  divîsibks  par  trois  des  facteurs  a,  i, 
c, . . .  ^  leur  nombre  est 


2«-'*'-c-,(^,) 


Enfin  ceux  qui  sont  divisibles  par  tous  les  facteurs 
premiers  a,  &,  c, ...  ;  il  y  en  a 

Comme  de  i  à  m  il  y  a  m  nombres,  l'égalité  est  dé- 
montrée. 

Legendre  a  démontré  qu^aucun  nombre  triangulaire 
n'est  égal  à  un  cube.  On  peut  énoncer  le  tbéorème  sui- 
vant, plus  général  : 

jiucun  nombre  triangulaire  nest  égal  à  un  cube  mul- 
tiplié par  une  puissance  entière  quelconque  d^  un  nombre 
premier  de  V  une  des  deux  formes  i8m-f-  5,  iSm-f-n, 
ni  à  un  cube  multiplié  par  une  puissance  quelconque  de 
2  ou  par  le  double  d^un  nombre  premier  iSm  +  n? 
ou  encore  par  le  double  du  carré  d'un  nombre  premier 
i8i7i-f-5. 

Il  faut  démontrer  qu'on  ne  peut  avoir  en  nombres 
entiers 

«r(x -f- 1)  =  ^/?"z% 

pétant  up  nombre  premier  de  la  forme  i8/n-f-5  ou 
i8i7i  + 1 1 .  On  peut  supposer  tz  =  i  ou  n  =  st,  car,  si  Ton 
a  «  =  3/i',  n  =  3/î'-|- 1  ou  ti  =  3n'-|-  a,  le  facteur  z^'"' 
pourra  être  compris  dans  z^.  Cela  posé,  on  aura 

^-,ft«.^)  ^'  ^'  ^'  ^'  4»  ^'  ^»  7'  ^'  9'  \ 

(  10,   II,    12,   \Z,   i4f   i5»   i6,   17) 


^  +  ,  =  ,8/1,  +  i  '-  ^'  ^'  ^'  ^' f'  7;  8,  9^   10, 

(  il,   12,  i3,  14,   i5,    ib,   17, 


o 
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s3=i8/«-h(o,  I,  8,  9,  lo,   19), 
2z*=i8w -+-(0,  2,  16), 

^*=l8«-h(5,    7,    II9    l3)  (/I=l    ou   /I=2). 

1^  Supposons  d'abord  qu'aucun  des  nombres  x,  x  +  i 
ne  soit  multiple  de  18.  On  aura 

ar(x-f- i)  =  18/11  +  (2,  6,   12), 

2/?"Z*=i8ot  -f-(4,    8,    10,    i4)- 

L*égalité  x(x  + 1)  =  a/^^z'  est  donc  impossible. 

Si  Ton  remplace  p"  par  a,  4^  a(i8/«-}-ii)  ou 
a(i8wi-}-5)*=  i8m  -f- 14?  le  second  membre  reste  tou- 
jours de  Tune  des  formes  i8m  +  (4)  8,  10,  14)9  et  Tîm- 
possibilité  subsiste. 

2°  Soit  X  un  multiple  de  18;  décomposons  z  en  deux 
^cteurs  u  et  l' dont  Tun  soit  premier  avec  18  :  on  aura 

X  -f- 1  =/i*p*=  i8/n  -f- 1, 

/?*=  18/11  -♦-  (5,  7,  II,  i3), 
p>  =  i8/w4-(i,  9,  17), 
p'*vi^z=z  18/M  (5,  7,  II,  i3). 

L'égalité  x  + 1  =  ^"f^'  est  encore  impossible. 

Sii*onrempIacep"par2(i8m-+-ii)oupar2(i8m-f-5)S 
il  faudra  qu'on  ait 

jr -4-1  =  18/?/  -h  (7,  ïl)c^. 

Or 

17/w  -f-(7,  II)  «^=i8/n  "*-  (7>  9»  II)' 

U  y  a  donc  encore  impossibilité. 

On  voit  qu'il  en  sera  encore  de  même  si  x  -f- 1  =  i8mî 
X  sera  alors  de  la  forme  i8/n+  17,  incompatible  avec 
celle  de  />"v'. 
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Dans  le  cas  où  l'on  ferait  /;  =  2,  on  aurail 

X  =  2"  a*, 

a:  H-  I  =  <^, 

OU  vice  versé,  d'où 

j4 — 2*a»r=:  I      OU      2" a* — 1^=1, 

OU  bien 

Mais  Legendre  a  démontré  que  Téquation 

est  impossible  en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  Le 
théorème  est  donc  démontré  dans  tous  les  cas. 

C.  -  l'  !..  ..  ,  .  ;  "  I-  .  = 

siinneii  bis  questions  be  géonétrie  êlIieiitawb 

PROPOSÉES  PAR  M.  CASIMIR  REY 

(Toir  mémo  tooia,  p.  I73}; 

Pa&  m.  moret-blanc. 


Soient  deux  cylindres  de  révolution  de  rayon  r,  dont 
les  axes  se  rencontrent^  et  soit  a  la  portion  d^axe  de 
V un  des  cylindres  interceptée  par  Vautre  cylindre.  On 
demande  de  prouver  par  la  Géométrie  élémentaire 
que  : 

1°  Le  volume  commun  aux  deux  cylindres  a  pour 
mesure 

(•)  fa/-; 

2®  La  surface  de  ce  volume  a  pour  mesure 
(2)  8ar; 

3^  Deux  plans  parallèles  aux  axes  interceptent  une 
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zone  qui  a  pour  mesure 

Remaeque  I.  —  Quand  les  axes  sont  perpendicu- 
laires, les  formules  (i)  et  (n)  prennent  les  valeurs  re- 
marquables 

-r-  ei  ^a\ 

Remâeqxte  n.  —  Ces  formules  servent  à  mesurer  les 
Doussoirs  et  les  douelles  des  voûtes  en  plein  cintre  et 
en  arc  de  cloître  droites  ou  biaises* 

La  section  du  volume  commun  aux  deux  cylindres  par 

le  plan  des  axes  est  un  losange  ABCD  dont  le  côté  est 

égal  A  a^  et  la  hauteur  à  ar;  l'aire  de  cette  section  est 

donc 

%ar. 

L'intersection  des  deux  surfaces  cylindriques  se  projette 
sur  le  plan  des  axes,  suivant  les  diagonales  AC,  BD,  lear 
intersection  O  est  la  projection  du  point  le  plus  élevé, 
en  supposant  le  plan  horizontal. 

La  section  faite  dans  le  volume  commun  par  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes,  mené  a  la  distance  A,  est  ua 
losange  semblable  au  premier,  ayant  pour  hauteur  la 
corde  d'intersection  de  la  section  droite  de  Tun  des  cy- 
lindres par  le  plan  sécant. 

Les  losanges  étant  semblables,  leurs  aires  sont  entre 
elles  comme  les  carrés  des  hauteurs  ;  Taire  de  la  section 
est  donc 

7.ar =  2,ar  —  aar  —  • 

Or  'lar  —^  est  Taire  de  la  section  qui  serait  faite  dans 
une  pyramide  ayant  pour  base  ABCD  el  po«r  hau- 
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t«ar  r,  |>ar  un  plan  parallèle  à  la  base,  mené  i  la  dis- 
tance h  du  sommet.  Le  volume  compris  entre  les  deux 
plans  est  donc  la  différence  des  Tolumes  d*un  prisme  et 
dVne  pyramide  ayant  pour  hauteur  h  et  pour  bases 

respectivement  2 ar  et  2  ar -^;  ce  volume  a  donc  pour 

mesure 

A» /i       2fl//(3r»— A») 
^arh  —  nar  -:  ^  = 1 

Si,  dans  cette  formule,  on  fait  A  =  r.  on  aura  pour  me- 
sure du  volume  commun  situé  d  un  côté  du  plan  des 
axes 

mesuretju'on  obtiendrait  immédiatement  en  remarquant 
que  ce  volume  est  la  différence  d^un  prisme  et  d'une 
pyramide  ayant  pour  base  ABCD  et  pour  hauteur  r.  La 
mesure  du  volume  commun  tout  entier  est  donc 

Ce  volume  peut  être  décomposé  en  pyramides  ayant  pour 
bases  les  éléments  de  surface  et  pour  sommet  le  point  O, 
et,  par  suite,  rpour  hauteur  commune.  On  a  donc 


d*où 


^v 


s  = =  oûfr. 

r 


Si,  du  volume  ^ »  on  retranche  la  pyramide 

qui  a  pour  base  lav — ^ —  et  pour  hauteur  A,  et  dont 

,  2<7A(r>— /i')    ,         ,  4       - 

la  mesure  est ^ i»le  volume  restant^  arh  a  pour 
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mesure  le  produit  de  sa  surface  convexe  par  ^9  pour  la 

même  raison  que  plus  baut  ^  cette  surface  a  donc  pour 
mesure 

et  il  en  est  de  même  de  la  surface  comprise  entre  deux 
plans  parallèles  au  plan  des  axes,  h  étant  la  distance  de 
ces  deux  plans. 

On  peut  aussi  trouver  directement  la  mesure  de  la 
surface,  et  en  déduire  celle  du  volume  par  le  raisonne- 
ment inverse. 

En  effet,  soit  al  le  côté  du  losange,  intersection  du  vo- 
lume commun  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  axes, 
mené  à  la  distance  A,  ac  la  corde  d'intersection  par  ce 
plan  de  la  section  droite  d'un  des  cylindres.  Considé- 
roDs  l'élément  de  surface  compris  entre  ce  plan  et  le 
plan  parallèle  infiniment  voisin.  Soient  d  la  distance 
des  deux  plans,  et  mn  l'arc  de  circonférence  de  la  sec- 
tion droite  comprise  entre  eux.  L'élément  de  surface  a 
pour  mesure 

Or 

a'       e        d 

a        r       mn  ' 
donc 

C'est  l'aire  d'un  rectangle  ayant  pour  base  ^a  et  pour 

hauteur  d'^  il  en  résulte  que  l'aire  comprise  entre  deux 

plans  parallèles  au  plan  des  axes  et  distants  de  A  a  pour 

mesure 

4aA, 

et  celle  du  volume  commun  tout  entier 

Sur, 
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d'où,  pour  rexpression  de  ce  volume. 


r      8 


8ar-  = 


ar\ 


3      3 

Qaand  lea  axes  sont  perpendiculaires,  a  =  ar^  les 
formules  (i)  et  (a)  deviennent 

Note,  —  M.  Ch.-Ph.  Cahen,  lieutenant  au  i^'  régiment  du  Génie,  à 
Venailles,  nous  adresse  également  une  solution  fort  simple  des  questions 
précédantes,  qu'il  étend  aux  voûtes  à  sections  elliptiques  dont  les  inter^ 
sections  sont  des  courbes  planes. 

CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M,  Laisant,  —  Les  obser- 
vations de  M.  Moret-Blanc  (mai  1875,  p.  229)  ont  ra* 
mené  mon  attention  sur  les  lois  relatives  aux  fractions 
périodiques  insérées  dans  le  tome  XIII,  pages  569*571  • 
La  loi  I,  qui  consiste  en  une  remarque  assez  simple,  a 
étéénoncéeincidemmentpar  moi  dans  une  Note  intitulée: 
Moyen  de  trouver  la  période  d^ une  fraction  périodique 
sans  faire  de  diî^ision^  et  insérée  dans  le  journal  les 
MondeSy  en  1869  (t.  XIX,  p.  33i).  Je  ne  saurais  dire  si 
cette  propriété  avait  été  déjà  remarquée  précédemment. 

La  plupart  des  lois  suivantes,  avec  un  grand  nombre 
d^autres  propriétés,  ont  été  signalées  dans  les  articles  ci- 
dessus  énoncés,  que  M.  Etienne  Beaujeux  et  moi  avons 
publiés  dans  les  Noui^elles  Annales,  il  y  a  déjà  plu- 
sieurs années. 

De  quelques  propriétés  des  fractions  périodiques 
(a*  série,  t.  VII,  p.  2895  1868). 

Mémoire  sur  certaines  propriétés  des  résidus  numé^ 
riques  (2* série,  t.  IX,  p.  221,  271,  3o2,  354,  1870). 

Ni  mon  collaborateur,  ni  moi,  nous  n^avops  la  pré- 
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tentîon  d^avoir  inventé  toutes  les  propriëtés  indiquées 
dans  DOS  articles;  certaines  dVntre  elles  sont  bien  con- 
nues. Mais  le  titre  :  Propriétés  nouvelles  des  fractions 
périodiques^  placé  en  tète  des  énoncés  dn  tome  XHI, 
p.  56p,  me  semble,  dans  l'espèce,  être  pen  justifié. 

Extrait  d*une  Lettre  de  M.  Moret'- Blanc  à 
M.  Gerono. — La  solution  de  la  question  1155,  in- 
sérée dans  le  numéro  de  juin,  exige  une  discussion  que 
j*ai  eu  tort  d'omettre;  toutefois  Tincertitude  qu'elle  laisse 
subsister  peut  être  levée  en  quelques  mots. 

Lorsque  aX  4-0=0,  l'équation  (9),  comme  vous 
l'avez  fait  remarquer,  admet  trois  racines  doubles;  mais 
le  centre  du  cercle  (C)  se  trouvant  alors  sur  l'axe  des  Xj 
ce  cercle  coupe  la  courbe  proposée  en  des  points  symé- 
triques; la  condition  de  contact  exigerait  une  racine  qua- 
druple qui  serait  une  racine  double  des  équations  (3) 
et  {10)  :  la  solution  aX-f-â  =  o  doit  donc  être  com- 
plètement rejetée»  comme  T  =?  o« 

Dans  tous  les  autres  cas,  le  centre  du  cercle  (C)  n'é- 
tant pas  sur  l'axe  des  x,  ce  cercle  ne  peut  couper  la 
courbe  proposée  en  des  points  symétriques  par  rapport  à 
eet  axe;  une  racine  double  ne  peut  donc  provenir  que 
d'un  contact  réel  ou  imaginaire. 

SM.(1TI«HS  DE  OOESTUNS 
PROPOStlS  DANS  U8  NIUmiRS  AHRALIS. 


Question  1169 

(f«tr  a*  férto,  t.  XVn^  p.  19a); 

Pae  m.  RASSELET, 
Élève  au  oollege  de  SoÎMeo». 

On  donne  sur  un  même  plan  deux  circonférences 
inégales  :  décrire  une  parabole  doublement  tangente  à 
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chacune  d* elles,  et  trouver  la  valeur  du  paramètre  de 
la  parabole  en  fonction  des  rayons  et  de  la  distance 
des  centres  des  deux  circonférences  données. 

Soient  O,  (y  les  centres  et  /%  /  les  rayons  des  deux 
circouférences  ;  r<^r^.  Il  est  éVident  :  i°  que  la  ligne 
0(y  des  centres  est  Taxe  de  la  parabole  ;  a^  que  le  som- 
met de  la  parabole  se  trouve  sur  le  prolongement  de  la 
droite  CXO  du  côté  du  plus  petit  des  deux  cercles,  dont  le 
centre  est  O. 

Soient  M,  M'  des  points  de  contact  de  la  parabole  et 
des  deux  circonférences  0,0*,  les  tangente»  MS>  M'S 
menées  en  ces  points  aux  deux  cercles  rencontrent  la 
droite  CKO  suffisamment  prolongée  en  des  points  S,  S', 
et  forment  ainsi,  avec  0(y,  deux  triangles  rectangles 
OMS,  O'M'S',  dont  les  hypoténuses  OS,  O^S'  ont  pour 
milieu  le  foyer  F  de  la  parabole*,  les  rayons  OM,  OM' 
seront  des  normales  à  cette  courbe,  et,  si  Ton  n^ne  des 
points  M,  M'  des  perpendiculaires  à  Taxe  O'O,  les  sous- 
normales  seront  égales  chacune  au  paramètre  p  de  la 
parabole.  Si  nous  connaissions  ce  paramètre,  la  question 
serait  résolue,  car  il  suffirait  de  prendre  à  partir  du 
point  O  une  longueur  égale  au  paramètre  dans  le  sens 
O'O  pour  avoir  le  pied  de  la  perpendiculaire  MP^  le 
triangle  OMS  serait  alors  complètement  déterminé,  et  le 
milieu  F  de  Thypotënuse  OS  serait  le  foyer  de  la  para- 
bole. 

Or  les  triangles  rectangles  OMS,  O^M^S'  donnent 

d'où 

^^llUl  :±:  o'S'  -  OS  =  aOO'; 
P 

car,  le  point  F  étant,  à  la  fois,  le  milieu  de  OS  et  de  O^S^, 
la  distance  SS'^  OO'.  On  a  donc  enfin,  en  désignant  par 
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d  la  distance  (Xy  des  deux  centres, 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  le  pa- 
ramètre p  soit  moindre  que  le  petit  rayon  r,  c*est-à-dire 
qu'on  ait 

Noce,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Garrcta  et  Loub 
Goulin,  élèves  au  lycée  de  Rouen;  Lez;  Gambey;  Chadu;  Moreau; 
Launoy;  Jacob;  Horet-BIanc;  P.  S.,  de  Cherboarg;  L.-P.  de  Coeme,  à 
Liège;  Georges  Yandainc ,  élève  de  l'école  Sainte-Geneviève  (claaae  do 
P.  Joubert);  H.  Gondelon,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de 
Moulins. 


QUESTIONS. 
H81.  Ona  ~ 


fl-hi         (ûr4-i)(^4-i)        (a-hi)  (^ -+- i)(c-hi) 

quels  que  soient  les  nombres  a,  &,  c^ . . . ,  pourvu  que  le 
second  membre  forme  une  série  convergente  (ce  qui  a 
toujours  lieu,  si  a,  6,  c,...  sont  des  nombres  positifs 
croissants,  par  exemple).  (H.  Livrent.) 

1182.  Soient  A  et  B  deux  points  d'un  ovale  de  Des- 
cartes  dont  les  foyers  sont  F  et  F'. 

AF  coupe  en  K  le. cercle  décrit  de  F  comme  centre  avec 
FB  pour  rayon-,  AF'  coupe  en  H  le  cercle  décrit  de  F' 
comme  centre  avec  F' B  pour  rayon.  Joignons  FH  et  F'K, 
ces  droites  se  coupent  en  I. 

Démontrer  que  la  droite  AI  passe  par  un  point  6xe, 
lorsque  A  se  meut  sur  Tovale.  (E.  Lemoinb.) 
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DfiNINSTRATIAN  ÉLfiMBNTAlRK 

in  fondes  qii  leneit  li  sone  les  piissiices  m  le  itn  neibres  ei 
bMtiti  de  11  seue  et  fa  proliit  le  ces  loihreSy  et  cos  ma  ^ 
sinma  ei  foictioi  l'ue  seile  des  deu  ligies  sina  en  cosa^ 

Pae  m.  DESBOVES. 


Théorème  I.  —  On  forme  le  tableau 

h 
i 
i    /i- 

(i)                   >  /  /«-h2/       h 

l  /n-  3/  a/i  -h    / 

/  h-h^l  3A-h3/       A 

l  A-f.5/  4A-f-6/    3A-f-/ 

comme  il  suit  : 

On  écrit  (V abord  l'un  au-dessous  de  Vautre  deux 
nombres  quelconques  h  et  l,  puis  on  obtient  chacun  des 
termes  dans  les  lignes  horizontales  suwantes,  en  ajou- 
tant  au  terme  qui  est  au-dessus  de  lui,  dans  la  ligne 
précédente,  celui  qui  est  à  la  gauche  de  ce  dernier  dans 
la  ligne  qui  précède  de  deux  rangs  celle  que  Von  veut 
former  :  dans  le  tableau  ainsi  construit^  le  terme  de 
rangp-^-iy  dans  la  /n-hi**""  ligne  horizontale,  est 
égal  à  AC;^:,''"' -h  IC^-P-'  (C^ représeole, comme  à  lor- 
dinaîre,  le  nombre  des  combÎDaisoDs  de  m  lettres  nkn). 

Nota.  —  En  formant  le  tableau  (i),  on  suppose  que 
chaque  ligne  horizontale  commence  et  se  termine  par  un 
zéro. 

j4nn,  de  Matkémat.^  a*  série,  t.  XIV.  (Septembre  1876.)      25 
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Réduisons  d'abord  le  tableau  (i)  aux  multiplicateurs 
de  /,  nous  aurons  le  nouveau  tableau 


(*) 


2 

3  1 

4  3 

5  6 

6  lo 


4 


Je  dis  c[ue  les  nombres  inscrits  dans  chaque  ligne  ver- 
ticale de  ce  tableau,  à  partir  de  la  deuxième,  sont  les 
nombres  des  différents  ordres  du  triangle  de  Pascal.  En 
effet,  le  tableau  (a)  peut  être  considéré  comme  formé  par 
la  même  règle  que  le  tableau  (i);  la  seule  différence, 
c'est  que  les  deux  premiers  nombres  du  tableau  sont 
maintenant  égaux  à  Tunité.  Il  suit  évidemment  de  la 
que,  si  Ton  faisait  remonter  toutes  les  lignes  verticales, 
à  partir  de  la  deuxième,  de  telle  sorte  que  les  premiers 
nombres  de  deux  lignes  verticales  consécutives  fussent 
placés  dans  deux  lignes  horizontales,  consécutives  elles- 
mêmes,  le  mode  de  formation  du  tableau  (2)  deviendrait 
identique  à  celui  du  triangle  de  Pascal.  Le  tableau  (2) 
serait  donc  le  triangle  de  Pascal  lui-même. 

Cela  posé,  proposons -nous  de  trouver  Texpression 
générale  du  terme  de  rang  p-h  i  dans  la  m"'^  ligne  hori- 
zontale du  tableau  (2). 

A  cet  effet,  on  remarque  qu^après  avoir  fait  remonter 
les  lignes  verticales  du  tableau  (2),  comme  il  a  été  dit, 
le  deuxième,  le  troisième,  etc.,  le  (p  +  ij*'"*»  nombre  de 
la  m'*""  ligne  horizontale  se  placeront  respectivement 
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dans  les  lignes  horizontales  dont  les  rangs  sont  m  — i, 
m  —  a, . . . ,  m  —  p.  On  voit  ainsi  que  le  terme  de  rang 
p  +  1 9  dans  la  m'^*^  ligne  horizontale  du  tableau  (2),  est 
le  terme  de  rang  /?  -h  i  dans  la  [m — p)**"^  ligne  hori- 
zontale du  triangle  dç  Pascal;  il  est  donc  égal  à  C^'^', 
et,  par  suite,  ce  dernier  nombre  est  le  coefficient  de  / 
dans  le  (erme  de  rang  p  H- 1  de  la  (m  H-  i)**"^  ligne  hori- 
zontale du  tableau  (1). 

Si  maintenant  on  forme  un  troisième  tableau  avec  les 
multiplicateurs  de  A,  on  déduit  de  ce  tableau  le  triante 
de  Pascal,  comme  on  Ta  fait  pour  le  deuxième  tableau, 
et  Ton  voit  ainsi  que  le  coefficient  de  A,  dans  le  terme 
général  du  premier  tableau,  est  Q/^Zf^^^  Ce  terme  géné- 
ral a  donc  bien  Texpression  indiquée  par  l'énoncé. 

Théobbme  II.  —  «Si  ix^,  Ui,  Uiv*-9  ^m  sont  des  fonc-- 
lions  de  deux  quantités  b  et  c,  telles  que  trois  fonctions 
consécutives  u,^,,  Vn.!?  u^^  soient  liées  entre  elles  par  la 
rehuion 

les  deux  premières  fonctions  u^,  Ui  étant  égales  à  |6* 
et  h  multipliés  respecti%^ement  par  deux  coefficients 
quelconques  h  et  l^  le  terme  de  rang  p  -h  i ,  dans  le  dé^ 
^loppement  de  u^y  aura  pour  coefficient 

En  formant  d^abord,  d'après  la  relation  (1),  les  déve- 
loppements de  quelques-unes  des  premières  fonctions, 
on  voit  que  ces  fonctions  sont  des  polynômes  entiers, 
dont  le  degré  est  égal  à  l'indice  de  u,  et  telles  que,  d'un 
terme  au  suivant,  les  exposants  de  b  décroissent  de  deux 
unités,  et  les  exposants  de  c  croissent  d'une  unité  à  partir 
de  zéro*  On  remarque  aussi  que  les  signes  des  coefficients 
sont  alternativement  +  et  — . 

25. 
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On  peut  d'abord  faire  Toîr  que  la  loi  des  exposants  est 
générale.  En  effet,  si  Ton  pose 

en  appliquant  la  relation  (i)*  on  a 

On  voit  que  la  loi  des  exposants  est  vérifiée  pour  «.^  el, 
comme  elle  est  vraie  pour  u^  et  U|,  elle  est  générale. 

La  formule  (a)  établit  aussi  un  mode  de  formation  des 
coefficients  d^une  des  fonctions  au  moyen  des  coeflîcients 
des  deux  fonctions  précédentes.  On  voit  que^  si  les  coeffi- 
cients, abstraction  faite  des  signes,  de  deux  fonctions 
consécutives  sont  écrits  sur  deux  lignes  horizontales, 
de  telle  sorte  que  les  coefficients  de  la  seconde  fonction 
soient  placés  au-dessous  des  coefficients  de  même  rang 
de  la  première,  chaque  coefficient  de  la  fonction  sui- 
vante s'obtiendra  en  ajoutant  au  coefficient  qui  est  au* 
dessus  de  lui  celui  qui  est  à  gauche  de  ce  dernier  dans 
la  première  des  trois  lignes  horizontales.  Le  mode  de 
formation  est  donc  tout  semblable  à  celui  du  tableau  (i); 
et,  si  Ton  suppose  que  u^  et  iii  aient  respectivement  pour 
valeur  hh^  et  /&,  on  voit  bien,  en  tenant  compte  de  Fal- 
ternance  des  signes,  que  le  coefficient  du  terme  qui  en  a 
p  avant  lui,  dans  le  développement  de  i/^,  a  pour  expres- 
sion 

(-i)'»(Ac^r'-4-^c;r-''~'). 

Applications  du  tlworème  II, 

PaoBLiMB  L  —  Troui^er  la  somme  des  puissances  m 
de  deux  nombres  en  Jonction  de  la  somme  et  du  pro^ 
duit  de  ces  nombres;  en  d^ autres  termes^  x/  et  x"  étant 
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les  racines  de  V équation  du  second  degré 

X* —  bx  -I-  r  =  o, 

trouver  le  déxfeloppement  de  j/"*  H-  x''"*  en  fonction  de 
b  et  c. 

On  a 

et,  en  général, 

La  fonction  xf"^  +  a:^"*  est  donc  tine  fonction  u^  dans 
laquelle  A  et  /  sont  respectivement  égaux  a  a  et  i  «  Alors, 
en  donnant  à  A  et  /  ces  valeurs  particulières  dans  l'ex- 
pression du  coefficient  du  terme  général  de  u^^  on 
obtient 

OU 

'  1.2.3.  ../? 

pour  expression  du  coefficient  du  terme  qui  en  ap  avant 
lui  dans  le  développement  de  a/"*  +  x'''".  On  a  donc 

x'--f  x""=  A* lf^*c-\ i 'if^c^.,. 

I  1.2 

1.2.3.../; 

Problème  II.  —  Exprimer  cosma  en  Jonction  de  la 
seule  ligne  trigonométrique  cos  a. 

On  a 

2  cos*a  =  a,     2  cos  a  =  2  cosa, 

2  cosma  =  2cos(/n  —  i)a  X  acosa  —  2cos(iit  —  2)a. 
La  fonction  a  cosma  est  donc  une  fonction  u^  telle,  que 

(*)  Voir  Questions  d'Jlgèbre,  p.  71. 
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£,  c,  A,  /ont  respectivement  pour  valeurs  aoosa,  i,  a,  i. 
Alors  Fexpression  du  coefficient  du  terme  général  est  la 
même  que  dans  le  développement  de  a/'"  +  x^'"*)  et  l'on  a 
immédiatement 

2COSma=:  (acosa)"" —  111(2  cosfl)*"'  H ^ (scosû)"'-* —  . . . 

,       .^m{m — p  —  \)(m  —  p  —  2), ..(m  —  2/>-f-i), 

-+-  (—  I  y  — ^ ^- '- (2 COSfl  "- V 

'  1.2.3.../;  ^  ' 

PaoBLkMB   III.  —    Trouver  le   développement   de 
— : entoncUon  de  cosa  seulement. 

On  a 


I,     — : =  2  cosa, 


sin  a  siQ  a 

sinm/i       sinf/it  —  i)a  8iD(/n  —  2)a 

__ = 2  cosa i— :^ —• 

sina  smci  sma 

La  fonction  — : estdonc  une  fonctionii».i,  telle  que 

siD  a  '1 

b  est  égal  à  acosa,  et  c,  A,  l  sont  égaux  à  Tunité.  D^ail- 

leurs  le  rang  de  la  fonction  —. est  m,  et  elle  doit  être 

représentée  par  u^.!*  Il  suit  de  là  que,  pour  obtenir  le 
coefficient  du  terme  qui  en  a  p  avant  lu!  dans  le  nouveau 
développement,  on  doit  faire  dans  l'expression  générale 
(théorème  II)  A  et  /  égaux  à  i,  puis  changer  m  en  m — i. 
6  et  c  étant  d'ailleurs  respectivement  égaux  k  2 cosa  et  1, 
on  a 

sma        ^  '  I      ^  '  1.2  *  ' 

-H(_.)/'"-^-')('"-^-^)--^'"-'^>(aco.a)>-'^- 

^  '  1.2.3.../' 

Remarque,  —  En  changeant  a  en a  dans  les  deux 

formules  précédentes,  on  en  déduira  deux  autres,  qui 
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détermineront,  en  fonction  rationnelle  de  sina,  cosma 

sinma    .  .      cosma         .  .  .         • 

et  SI  m  est  pair, el  sm  ma  si  m  e«t  impur. 

cosa  ^  cosa  * 


SILDTIM  BBS  PtlNSmORS  8111  US  RMBU8 

n  H.  G.  HOMAII 

(Toir  mtaitt  tom«,  p.  »ja)\ 

Paa  m.  moret-blang. 


1 .  Connaissant  le  mode  de  décomposition  en  fac- 
leurs  premiers  de  V entier  n,  trouver  le  nombre  des  ra- 
cines de  la  congruence 

x*^j  (mod.  /f). 

Cette  question  est  résolue  dans  V Algèbre  supérieure  de 
Serret,  n°  292. 

Soit  m  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs  de  n. 
Le  nombre  des  racines  de  la  congruence  x*^  i  (mod.  //) 
est  2"*  si  n  est  impair  ou  double  d*un  impair,  a"*^^  si  n 
est  divisible  par  4  ^^  i^on  par  8,  et  a""***  si  n  est  mul- 
tiple de  8. 

2.  P  désignant  le  produit  de  tous  les  nombres  infé- 
rieurs à  un  nombre  n  et  premiers  avec  hU,  indiquer 
quels  sont  les  cas  oii  n  divise  P  +  i . 

Quand  n  est  un  nombre  premier,  une  puissance  d'un 
nombre  premier  ou  le  double  d'une  telle  puissance,  ou 
enfin  quand  il  est  égal  à  4  (théorème  de  Wilson  gé- 
néralisé). (Voir  V Algèbre  supérieure  de  Serret,  n®296.) 

3.  Soient  a,  b^. .  ,^l  les  différents  facteurs  qui  en- 
trent dans  la  composition  de  V entier  /i,  et  m  le  plus 

petit    commun  multiple  des  nombres  — r >  a  —  i , 

!2  (lu  .  •  •  c 


b  —  'î«'.,  / —  i;  montrer  que  tout  nombre  premier 
avec  n  satisfait  à  la  congruence 

x^^i   (mod.n). 

Si  (f  (n)  indique  combien  il  y  a  de  nombres  premiers 
avec  n  et  non  supérieurs  k  n^  x  étant  premier  avec  /i, 
on  a 

xf^'^^ssi    {mod.n)y 

théorème  de  Fermât  généralisé  par  Euler  (Seeeet,^/^. 
sup.,  n^296,  ou  LeBbsgub,  Introduction  à  la  théorie 
des  nombres  y  n**  41). 

Si  n  est  un  nombre  premier  <f{n)  =  n  —  i,  et  si  n 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier  a,  /i  =  a* , 
cf  (/i)  ==  (a  —  i)a*"'. 

De  plus,  si  Ton  a  x^^i  (mod.  ti),  on  aura  aussi 
j:*'"^i  (mod./i),  k  étant  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque. Cela  posé,  soit  n  =  a*b^»  "P"' 

x^ — I  sera^ divisible  par  «,  s'il  Test  séparément  par 
les  nombres  premiers  entre  eux  a",  iS . . . ,  l^\  c'est-à-dire 
si  m  est  un  multiple  de  {a  —  i)  a*~',  (b  —  i)  6^"*, .  -  • , 
(/ — i)  /^',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  a*"', 
£^',. . .,  Z^"'  sont  premiers  entre  eux,  un  multiple  de 

^«-' JM  /^-«=:      1 —  et  de  a— I,  i  — i,  /  —  i. 

Toutefois,  si  Tun  des  facteurs,  a  par  exemple,  est 
égal  à  a,  on  a,  n  étant  impair, 

et,  en  général, 

x'"-'  ^  I    (  mod .  a"  ]  ; 

donc,  si  n  est  multiple  de  8,  on  pourra  remplacer 

n  n 

-7 •      par      — 7 — ;. 

ab.  .  .1  ^ao,».i 
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Il  en  sera  de  même  si  n  est  multiple  de  4?  pourvu  qu'il 
y  ait  un  autre  facteur  premier  impair  dont  Texcès  sur 
Tunité  restituera  le  facteur  a,  nécessaire  pour  que  x"* — i 
soit  divisible  par  4* 

Si  n  est  un  nombre  pair  non  divisible  par  4?  — t — } 

est  fractionnaire. 

On  pourra  donc  prendre  pour  m  le  plus  petit  multiple 

commun  des  nombres  — ; :»  a — i,  b  —  iv>'  — 1> 

toutes  les  fois  que  — ; .  sera  entier^  excepté  pour 

n  =z  é^. 

4.  n  étant  un  entier  positif  quelconque,  démontrer 
V  égalité 

k  =  n 
I.2.3...II=2^(-l)*-i ^\^^      j^ .'(„,-/.  4-1)-. 

L'égalité  développée  s'écrit 

i.2.3.../ï  =  (iw4-i)"-/w* 

'    I 

n{n —  i)  ,  ,  _,   ,  . 

-4-  -^ ^(/ii  —  i)»  — ,  .,rL(/ii4-i  — /»)". 

Les  deux  membres  représentent  chacun  la  n'^*^  dif- 
férence de  la  fonction  (x-f- 1  —  w)",  dans  laquelle  on  donne 
successivementàxles72-hi  valeursm, m-4-i,. .  .,m-h  w. 
L'égalité  est  donc  démontrée. 

5.  Quels  que  soient  les  entiers  positifs  m,  /i,  p,  on  a 

k  =  n 

I  uA*^»  •  «A* 
A-u 

X(w  4-  kp)  [m  4-  kp  ~f).  .  .(//i  -{-ko  —  yi  -f-  a). 


(394) 
Développons 

o  =  m(m  —  i).  .  .(/w  —  «  -h 2) 

^ (m  +  2/>)  (ot -4- a/? —  i)...(iii-f-2/> — rt-4-a)... 

zh  (ot  -4-  v)('»  -4-  ir^  —  1). .  .(m  -+-/i/>  —  ii  -f- 2). 

Le  second  membre  représente  d:  la  »'^'^  difierence  de 
la  fonction 

X  [x  —  i)[x  —  2). .  .{x  —  n  -4-2), 

dans  laquelle  on  donne  successivement  &  x  les  valeurs 
m^m-^p^  iw H-  ap, .  • . ,  m -4- zi;? ;  or, cette  fonction  étant 
du  degré  n  —  i»  sa  différence  71***'  =  0;  donc,  etc. 

6*  On  lire  successivement  des  boules  d*une  urne  qui 
en  contient  m,  toutes  différentes,  et  aidant  chaque  tirage 
on  remet  dans  Vume  la  boule  qui  a  été  extraite  au  tirage 
précédent.  Quelle  est,  dans  ces  conditions,  la  probabi- 
lité d'amener  pfois  de  suite  la  même  boule  axfant  que 
pas  une  des  q  boules  désignées  à  V avance  ne  soà 
sortie. 

En  faisant  dan^  la  formule  trouvée  m  =  i3,  /i  =;  49 
q  =  a^on  aura  la  chance  ducoup  appelé  lansquenet  au 
jeu  qui  porte  ce  nom,  en  se  servant  d'un  nombre  infini 
de  jeux  de  cartes.  Cette  chance  est  7J4t  =  o,oo23  en- 
viron. 

Désignons  par  A  les  boules  dont  l'une  doit  sortir 
p  fois  de  suite  9  et  par  b  celles  qui  ne  doivent  pas 
sortir. 

La  série  des  p  tirages  consécutifs  amenant  la  même 
boule  A  peut  commencer  au  premier,  au  deuxième,  an 
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troisième,  etc.,  tirage,  et  la  probabilité  de  révénement 
désigné  est  la  somme  des  probabilités  correspondant  à 
ces  différents  cas,  sans  qu'aucune  boule  B  ne  sorte. 
Premier  cas.  —  La  probabilité  qu'une  boule  A  sorte 

au  premier  tirage  est -t  la  probabilité  de  U  sortie 

de  cette  même  boule  i  chacun  des  tirages  suivants  est 

—  pour  chaque  tirage,  et,  par  suite,  la  probabilité  de 

p  tirages  consécutifs  d'une  boule  A  commençant  au  pre- 

m  —  q 
mier  est i- 

Deuxième  cas.  —  La  probabilité  de  la  sortie  d'une 
boule  A  au  premier  tirage  suivie  de  la  sortie  d^une 

autre  boule  A  au  second  tirage  est  — ^       -: — -• 

^  m* 

La  probabilité  de  la  sortie  d'une  boule  A  à  p  tirages  consé- 
cutifs commençant  au  second  est  donc  ! ^ — 5:^-^ ^• 

Troisième  cas.  — La  probabilité  que  les  deux  premiers 
tirages  amèneront  des  boules  A  est  ^ ; —  i,  la  proba- 
bilité de  la  sortie  au  troisième  tirage  d'une  boule  A  dif- 
férente de  celle  qui  est  sortie  au  second  est ; 


on  a  donc,  pour  la  probabilité  de  ces  trois  événements, 

-^ ^  eijpourlaprobabilitéde/9  tirages 


m^ 


consécutifs  d'une  même  boule  A  commençant  an  troi- 
sième, 

(m  — y)'(/w-.ç  — i) 

et  ainsi  de  suite. 

La  probabilité  d'amener  p  fois  de  suite  une  même 
boule  A,  avant  que  pas  une  des  boulesBnesoit  sortie,  est 


(396) 
donc 


m»  J) 


m  —  g 


(m  —  g  —  I       m\  [ni  —  t)  (^  —  g) 
m              g)  gmP 


gmi' 

Si,  dans  cette  formule,  on  fait  m  =  i3,  ^  =r  4)  9  ==  ^9 

on  a 
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2.i3*       i3*      a856i 


:±:o,ooa3  enTÎroD, 


valeur  à  très-peu  près,  mais  non  rigoureusement  ^ale 
à  celle  que  donne  M.  Moreau. 


SUR  LA  TRANSPOUATIOR  DBS  fiWATIMS  N  SICOMII  Nttfi 

A  DBnX  ET  A  TROIS  VARIABLES; 
Pâ»  m.  h.  lemonnier. 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


I. 

1.  Soit  considérée  l'équation  d'une  hyperbole  sous  la 
forme 

(i)  «»  —  •»>  =  K, 

Il  et  V  désignant  deux  fonctions  du  premier  degré  en  x 
ety^  telles  que  les  droites  données  par  ii  =  o,  1^  =  0 
aient  un  point  commun  et  un  seul. 


(397) 
On  peut  transformer  le  binôme  u'  —  f^*  en 


u  —  V 

«a  —  p>  =r  X(«  -f-  i') 


2 

de  sorte  que,  si  Ton  pose 

,„  i(..i)  =  v,   i(.-l)=r. 

il  vient 

(3)  a»  —  P»  =  (X'«  -h  \%y  —  (X''«  -+-  X'P)». 

L'équation  proposée  peut  ainsi  être  changée  eu 

(4)  (X'a-f.X^p)»— (X^'a -hX'p)'=:K. 

On  peut  disposer  de  la  constante  X  de  façon  i  avoir, 
par  Wu  -h  X"«^  =  o,  Wu  4-  XV  =  o,  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques  de  la  courbe. 

2.  Supposons  que  le  diamètre  à  représenter  par 
)/ii  +  X^i^  =  o  soit  donné  par  Téquation 

mu  —  «r  =  o. 


Il  s'agira  d'avoir 

I 

X'         X*'              X                 X                   î 

M        —  n        m  —  n       ni  -h  n       J  nr  — 

-  n' 

X'/H-X^P         X"a-+-X'c» 

mu  —  nv         '^  nu-\-  mv  ' 

d'où  résultent 

. 

A  1»  ~r^  A    y  ——        ._.                  ^ 

y/  m^  —  /ï» 

X  «  -f-X'o—      - 

^  #/i'  —  n- 


(39») 
L'équation  (4)  est  donc 

^^  '  //t'  —II'  m»  —  «* 

3.  Si  les  deux  diamètres  ont  pour  équations 
mu  —  np  =  Of     m'a  —  ii'c=:o, 

on  aura,  avec 

I 

X       r         >  1         .    I  Va  +  rp 


j 


m        —  n       m  —  n       m  -h  n       J^^i ^2        mu  —  tiv 

I 

r _  j(^ _     \ "^I I Vu-hVp 

m'      — H*       w' — «'       m'-^n'      Jg^'^  _  ^«      m' u  —  «V 
d*où  l'équation 

eu  égard  à  la  relation 

(6)  mm'— W  =  o. 

Qu'on  change  u  en  f^/  et  n  en  m\  n'  en  m',  cela  s'ap* 
pliquera  à  l'ellipse. 

4.  Ainsi  l'équation 

II»  H-  p»  =  K 
peut  se  changer  en 

^^/  iw»-4-/i»  m'-\-n'  ' 

un  diamètre  de  l'ellipse,  quelconque,  étant  donné  par 

mu  -h  rtp  =  o, 
le  conjugué  par 

—  «Il  -h  wp  r=  o  ; 


(599) 
et,  si  les  deux  diamètres  coujagués  ont  pour  équalions 

moyennant  la  condition 

mm'  -4-  nn'  =  o, 

Tellipse  a  pour  équation  correspondante 

^„  {mu-hnpY       (m'u'\'n'QY  _  ^ 

5.  Remarque.  —  Du  moment  que  quatre  quantités 
m,  n,  m',  n'  sont  liées  par  la  relation. 

mm*  -h  nn!  =  o, 
il  s'ensuit,  d'après  cela, 


-+-  _,/.   .    _..  =  '> 


iw*  -t-  ;i*        iii^  -h  /i 


«*  /i'» 


/a    .     -/*  —  ■> 


=  0. 


m;i  m' n' 


Ce  sont  d'ailleurs  des  relations  faciles  à  vérifier.  En  les 
appliquant  à  l'équation 

on  retrouve  entre  les  coordonnées  des  extrémités  de  deux 
diamètres  conjugués  des  relations  connues. 

Soient,  pour  les  deux  diamètres  conjugués,  les  équa- 
tions 

X  Y 

m  — h  «  V  =  o, 
a  b 

m*  -4-/17=  o. 
a  0 


(   400    ) 

L'équation  de  l'ellipse  sera,  sous  la  forme  (4')^ 


ou 

X»       Y»  _ 

en  posant 

jr  r        ^ — X 

m h  »  -r  =  y  w'  -h  n'  —» 


=  I 


w' 


d'où,  en  observant  que 


n'      _  n 


mn'  —  /w'  /i  =  —  (  m»  -t-  /!*)  = r  (  w''  -h  /î'O, 


on  lire,  pour  Y  =  o,  X  =  a', 


et,  par  conséquent,  les  relations  reviennent  à 

x/H-.r'j'r^o; 

et,  comme  Ton  a 
il  s^ensuit 


(4oi  ) 

6.  Qaand  on  partderëquation 
on  obtient,  par  une  transformation  familière  à  tous, 


/(^,r)=-(Ax-f-Br+D)» 


A       /AC  — B»  BD— AK 


:  — B»\ 


AC 


A  étant  le  discriminant 


■)• 


AC~B^ 


A  B  D 
B  C  E 
D     E     F 


Si  Ton  pose 


Ax-4-BvH-D 

U  = z= y     V 


yfi 


VA 


i/AC— B'\ 


AC-B'        BD  — AR 

r-*- ^ 1» 


-) 


on  a 


mu  -f-  /ïP  =  m 


Ax-hB/H-D 


/Â       /AC— B»  BD— AE 


-  ^^  ( 

i/AC— B»\ 


—  nu-h  m(f  ==: —  /2 


V^AC— B»\       A 
Ax-i-B.r  +  D 

^        /  AC  —  B' 


r-+- 


) 


— ( 


■^'"  v"Âr- ' -"- ^ 


BD  —  AE 


Soit  donné 


m 


,x  -h  ritjr  -h  Pi  r=  /wi/.  -j-  /îp  =  o  pour  un  diamètre. 


et  soit 


/W2.r  4-  ;?,j  -4-y7,  =:  —  /la  H-  //ip  =  o  pour  le  conjugué. 
j4nn,  de  Mathimat,^  î*  série,  t.  XIV.  (Septombro  1875.)       ^6 


(4o>) 

Nous  avons  là 

—                    B           v/aC— B» 
i7i|  =  #11  L^  A ,     iiizzim  — ;=  +  n = —  » 

v'A  Va 

D  \/TC       BD  —  AE 

V^  VaC  — B»        A 


/-7                         B            i/AC  —  B- 
iïfî  =  — «vA,     /!,  =  •—«  ~=i  H-  m  ï -^ —  ï 

VA  VA 

D  BD  -  AE 

/>!  =  —  «  —=1  —  m  — =r 


Va         VaVac  — B»' 

d^OÙ 

Wi  A/f|  —  Bnfi 

Va  v^vac  — b* 

A#Î|  — Biii|  B/ii  —  iW|C      iiff       AA|~— Boii 

VAC— B»  VAC  — B*      «»       B«i  — C«, 

OU 

A/r,A2  4-C/n,m3— •  B(m,/is  -f-  /i,ms)=:  o, 

puis 

m,fDC  — BE)  — /î.(BD  — AE) 

^'  = Jô^h^ ' 

—  D/i, -4-Em, 
VaC  —  B» 

d'après  quoi 

iw,  (Bx  -t-  Cj^  -H  E)  —  » ,  (  A X -f-  B j  4-  D) 

VaC  — B' 

et  Ton  a,  pour  Téquation  (4') 9 

(m,x-+-«,r+/'irH Â'cT^B' — 

A/f  î  — aBiit|«,-4-CwiJ 


(  4o3  ) 

Ajoutons  que,  en  raison  de  ce  que  l'on  a 

m.*  ■+■  »,r+p,  =  (^■C-'>.B)i/:.H-(/it.A-«.B).!./-' 

AC  — flï" 
Tëquatlon  est  encore 

[(/»,C  -  n.B)  A/;  -H  (m,  A  -  «,B)  |  ^  ]• 
-h(AC-B»){;„.i/;_„.i/,j. 
+  A(A/i»  — 2Bw,«,  +Ciiiî)  =  o. 
A  prendre  m,  =  n,  =  ,,  n  vient 

/'x  +  r-  °E-CP-<-BD-AE\' 
\  AC  — B»  ) 


ou 


(t/x-I/)'         A-aB  +  C 
AC  — B»      '*'      (AC  — B»)» 


-H  (AC  -  B»)  (i/i  _  1^  ).  +  A(A  -  aB  +  C)  =  o. 
Si  l'on  prend  m,  =  —  «,  =  i,  on  a 

r    _          BE-CD-(BD-AEn' 
L        ^  ÂC^TBi ^J 

.  (vX  +  i;^  )•  A  +  aB  -(-  C 

AC-B'  (AC-B'j'  -°' 

ou  ' 

[(c->-B)iX-(A-i-B);/;]' 

-4-  (AC  -  B»)  (i/:  +  i/;)'  +  A(A  +  aB  +  C)  =  G. 


IL 

1 .  Soit  considérée  la  fonction 

«1 V,  w  ëunt  des  fonctions  do  premier  d^é  de  x,  /,  z. 

a6. 


(4o4) 

En  posant 

i(x.l)  =  v.i(x-l)=x.. 

on  a 

De  là,  par 

on  déd.uît 

«2—  p^  -\-  w* = {il.'  u  -h  ^"y  f  -hik'i"  wy 

Puis,  si  l'on  fait 

il  vient 

u*  —  p2-4-  «.»=  (p'«  -f.  p*  Vo  -4-  p"  >*'«')» 

-f-[v^(.u^a-+- fi'X'p  4-ft'r  «')  +  v'(X'^p4-Vi#')f 
=  (p'  a  +  p"  Vp  -4-  pi"  r  w')» 

_[v'p''  «  +  (  v>'  V  -f-vn'^jP-f-  (v'  fi'  X'  -f-  v"  V)  wY 
+[v'V"a  H-  (v"/  X'H-  v'X-')p  -H  (v V  >'-4-  v'  XV]'- 

2.  Proposons-nous  de  faire  dépendre  celte  équation  de 
celles  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  quelconques, 
données  sous  les  formes 

mu  -f-  /ïp  -4-  pw  =  o, 
m'tt  -4-  n'p  -h  p'  »'  =  o, 
m"»  -4-  «"p -h  /?"««'  =  o. 


(4o5  ) 

On  a  d* abord,  à  l'ëgard  du  premier  plan, 


m         —  n  p  —  n  -hp        —  n  —  p       ^^  —  pi 

mu  —  «I»  4-  piv  n       ^n*  —  p* 

""V 
I 
Il  a  t 


m  -f-  ^/i'  —  p*      m  —  ^n* — p^       ^/n'  —  n^  -{-p^ 
de  sorte  que 

yiw'  —  n*  -h  p^ 
On  a,  en  second  Heu, 


m'                 —n' 

/?'                  //t'a  —  n'ç-^-p'w 

_   v'^'X+k"! 

'''*  X        ''    X   _  vV'4-v'' 

—  n'  +  p'    — 

^n'^p'            -^n'  +  p' 

X 

vV'-v" 

v>' 

M- «'-/'') 

—  «'  X'  — /?'  X"  "■-+■«'  X'^-t-/;'  X'  " 

ce  qui  donne 

im'"~— /l'V  — /?'X"' 
c'estrà-dîre 

—  pi'' V /i' —  p'' XV  = /*'"'', 

par  conséquent 

nn'  —  pp'  =  mm'     ou     /w/w'  —  /î/i'  -f-  />/>'  =  o. 
On  a,  d'autre  part, 

m'   "*"         ,X'         ,x^""4-/i'X''-4-»'X'' 


(4o6) 
d'où 


^%' 

v' 

v" 

m' 

n  n  —  p'p 
V'/i'  —  p* 

m 

H-/>»       -hn'p-^p'n 

n"  4-  />' 

V 

np'  -+■  n'p 
V«'  —  p^ 

m'  ^m^—n^'^ff^'h  (- 

np'-^n'p) 

I 

V 

m'^M* — - 

fit  ^  f,t  __ 

[np'-hnp) 

^ 

"' 

^m'\  in'  —  n*-hp*)—(  np'  -hn'p  f 
k  cause  de 


/_    — « 

»     l*'  — 

P 

1     II' 

= 

m 

yjn^  — 

/^' 

yjn^  — 

P' 

V^w» 

—  «« 

1 

Or  on  a 

/w"{ot«- 

-ii»-h/^«)- 

{np'-^n'pY 

=  n^n'^-¥p^p'^—m'^{n^^p^)'-n*p'^^p^n!^ 
=  (  /i'»  —  /n'»  — />"  )  («»  —  ^»  ). 

Il  s^ensuit 


m'         ^n'^  —  m'^  —  p'* 


et,  par  conséquent. 


«''v'tt-*-.  . .  = 


m' u —  n'  v-^p^t*' 


(  4o7  ) 

En  troisième  lieu,  nous  avons 


^"ik" 

= 

= 

i/'lifu  4-.  .. 

m"  ~~ 

iii^a  —  n**v  -\-  p^w 

= 

(v>'~v')i 

z=z 

v'V  +  v' 

~«^+/." 

X 

„__ 

v^p'-v' 

T"*^  ■ 

v'V 

/ 

(—  n"  —  /;")X      —  rt" V  —  y X'""  «"a'' -4- /^-'V 

d'où  résulte,  d'une  part, 


./ 


ou 

on 

««"^  —  /y'^  —  mmfz^i  o, 

mm'' —  nn"  '\-  pp"  =  o, 
et,  d'autre  part. 


0    If 
V    /A 

= 

v' 

v' 

/il^ 



y>" 

-f-7I^X"+/^''X' 

î^= 

V^ 

v' 

m'' 

Vw»  — 

/!'+/>» 

—  /i/?^  -1-  pn" 

Vil'— 

/^^ 

yjn^^p^ 

~— 

;)/t 

V 

"'— V' 

-hi 

m"  ^/w» 

^n'-hp» 

1 

y 

prf  —  np"  —  m"  sjm^  —  n*-h  p^ 
sjn^—p^ 


y//'  —  /?' 


I 


V/w"^— /?"'-+- ;?^» 


(4o8  ) 

de  sorte  que 


m"  u  —  /i^p  -h  p'iv 


D'après  cela,  on  obtient 

[mu — nff-\-pw^       [m'a  —  «'(> -4- /?'«p)' 
^2...  p  -4-  w  :=:     ■  ■  '■'■■'  ..     ■    i       -.  «-.  _ ! — 

^  m»  —  /Jï  +  ^«  «'»  —  !»'>  —  /,'> 

(«^11  -h  «''p  4- /?"«')* 

3.  Nous  avons  trouvé  les  deux  relations 

mm^  —  nn'  -f-  /J/>'  =  o, 
mm*'  —  nn"  4-  pp"  z=  o. 

Par  analogie,  nous  devons  j  ajouter  une  troisième 

m'  «"  —  n'  n'-^  p' p"  =  o. 

Il  nous  est  aisé,  du  reste,  de  la  déduire  de  ce  qui  pré- 
cède. Observons  que  Texpression  m' m" —  n!n!'-\-  p'p^esi^ 
à  un  facteur  près, 

=:  v'  v''  ( f**'»  —  /x'^X'»  —  X"«  4-  f*'^  X"»  +  X'«) . 

Or  la  quantité  entre  parenthèses  a  pour  valeur 

K-^)-K>-0"[-K-?)"] 

=î('-?)'-"?('-r)"i(''-;)" 
=5(''-;)'-?(-"";)'=°- 


{  4o9  ) 

La  relation  est  ainsi  démontrée. 

4.  Sur  les  trois  quantités  m"  —  w*-i-  p*,  to'" — /i'*  -H  p'*, 
m"" —  »''•-+-  p'",  il  y  en  a  deux  qui  sont  positives,  et  une 
qui  est  négative,  si  les  coefficients  m,  /»,  p,  m',  /i',  p', 
m^,  /ï^,  p''  sont  réels,  du  moment  que  Ton  a 

(mu  —  nç -^ pwY       [m'a  —  n'v-^-p'wY 
m}  .—  p>  -4-  w^  z= — -•  -+-  — — — — — -^ i- 

^  ;„»— ;ï»  +  ^t  ^  ;„'»«-  ;i'»^y,'t 

On  a,  en  efTei, 

mm'  —  /i/z'  +  pp'  =  o, 
m' m" —  n' n** -^  p* p" z=i  o, 
m"  m  —  n" n  -^  p" p  =  o; 

or  des  deux  premières  relations  on  tire 


m'  /i'  p 


—  /!/?"  -+-  /i"/;      pm"  —  mp"       —  /n/i"  4-  nm 

d'on 

-4-(#w«^— /î/if")»] 

=  K'»  [  ( /i''»  — /w"»  —  jy''»  )  (/7t»  — /i» -4- /?=) 

-H  (;iiyii"—/î/i''-f.  ;?/?")»] 

Pour  semblable  raison, 

i„"»  —  7i"«  +  p^»=  —  K''*(/ii'«  —  «'>  -H  ;^'"}  (m»  —  /i'  -f-p»),  ' 
m»—  /!«  -f-  /;»  =  —  K'  (m*'"—  «"' -*-/>"»)  {iw'»  —  «'»-f-p'*). 

Mai  s  les  trois  dénominateurs  m* — M*-hp",m'* — n'*-|-//*, 
m'^"  —  «''■  -h//''  ne  peuvent  être  négatifs  à  la  fois,  puisque 
w* —  t'*-H  w*  peut  être  positif,  ne  fût-ce  que  par  t'  =  o. 
Soit  donc  m* — n'-hp*>o;  dès  lors  m'*— ^*'*-+-p'*i 


(4io) 

m"^ —  n^*  -H  p^'  sont  de  signes  contraires  :  Tan  est  donc 
négatif,  l'autre  positif.  Par  conséquent  la  transforma- 
tion, si  les  fonctions  restent  réelles,  maintient  le  même 
nombre  de  carrés  positifs.  L'espère  se  maintient.  C'est 
le  théorème  de  M.  Hermite  pour  le  cas  de  trois  variables 
dans  la  forme  quadratique.  Nous  présentons  du  reste 
plus  loin  une  démonstration  normale,  fort  simple,  de 
ce  théorème  dans  toute  sa  généralité. 

5.  Quand  Téquation  d'un  hyperboloïde  est  mise  sous 
la  forme 

les  plans  donnés  par 

mu  —  HP  -h  pvt^  =  o, 
m*u  —  n'p  -4-  p'w  =  o, 
m^tt  —  n^tf  -4-/>*'«'  =  o 

sont  trois  plans  diamétraux  conjugués,  si  Ton  a 

mm'  —  nn'  -+■  pp'  =:  o, 
mm  '-^  n  n  -r-  p  p  =o, 
m" m  ^^  n"  n  -4-  p" p  =  o. 

L'équation  de  la  surface  a  pour  forme  correspondante 

( mu  —  np  -^  pw\'^      (  m' u  —  /iV  -4-  //  w)' 
M7^n2_^jji  i?i'2  —  /?'»  -f-  /?'* 

(/w*ir  —  n''»  +//«')» 

6.  Pour  appliquer  ces  résultats  à  Tellipsolde,  Féqua- 
tion  en  étant 

il  n'y  a  qu'à  changer  u  en  w,  /i,  «',  n^  en  nt\  n'i\  n^i^ 
de  sorte  que  trois  plans  diamétraux  de  l'ellipsoïde  ayant 


(4"  ) 


pour  équations 


mu  H-  /îp  -4-  p(v 
m' u  -H  n'v  -f-  p^w 


=  0, 


=  0, 


=  0, 


moyennant  les  conditions 


(•) 


mm'  -4-  nn'  -h  pp'  =  o, 
m' m"  -f.  rt'  /i'^  -f-  p'p"  =  o, 

m"  m  -h  n'^n  4-  /?"/>  =  o> 


Téquation  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la  forme 


llir'-f-«'-f-jE?* 


7.  En  conséquence,  on  a  les  relations  suivantes  : 


m' 


m 


/i 


m 


-H  /i'  -f-  p*        /«"  -h  «'2  -4-  /y'» 


#71 


»2 


m' 


m'i -f.  71^» H- y* 


iw'-f-  n'-^p^ 


=  I 


(>) 


2 


^  /M»  -h  /î*  H-  /;* 


m/t 


/»'/!' 


y>«^ 


1 

m*  -h  /i'  H-  />» 


=  0. 


=  0. 


=  Q* 


(4ia) 

8.  Ces  relations  peuvent  se  déduire  directement  des 
précédentes. 

Supposons,  en  effei,  que  m,  /i,  p,  m',  »',//,  nf^  n*»^ 
soient  des  quantités  quelconques;  tant  qu'elles  sont  liées 
par  les  relations 

imm'  -h  »«'  -h  pf/  =o, 
m*  m"  -h  11'  /t'  -h  p  p'*  =  o, 


(«) 


m"  m  -I-  rt^/i  4-  p" p  =  o. 


le  déterminant 


. 

m      n      p 

m  '   n      p 

m      n      p 

a  pou 

r  valeur 

(m» -4-  «»  -4-  p»)  (m'*-f-  /i"-f-/î'»)  («"'»+  n"^ -^^ p"^). 

Soit  posé 

m      n     p 

m      n      p 

MNP 

A'=: 

m'     n'     p' 

m'      /i'     y 

r=: 

M'     N'     F 

m"     n"    p'' 

m''     rt''    />'' 

M^     N''    P' 

on  a 


N  =  mm' '\- nn' -^ pp\       N'=  m"-H  ii'*-4-p'% 

p  =  /nm''  -f-  nn"  -^pp";     P'  =  m' m''  -h  u'/i"  -h  p'p"  î 

M'  =zm"m  -t-  /!*/!  -+-  p'^;?, 

N'^  =  m*'  /w'  -t-  /i"  n'  -H  yy , 

P''  =  m''»+«^>-|-/?''». 
Donc 


A'=: 


m*  -4-  «*  -f-  /?*  o  o 

o  m"  -f.  n'»  -+-  /?'^  o 

o  o  w^*-4-/i*''-l-/? 


'Tj 


(4i3  ) 

En  conséquence  A  n'est  pas  nuU  à  moins  que  m,  n,  /?, 
ou  m',  n',  p',  ou  m'^,  n"^  p^'  soient  nuls  à  la  fois,  si  ces 
éléments  sont  réels. 

8.  Posons 

moL  +#?!*,  p  -f-  m"'!  =  A, 

lia -H  n'p  -h/i"7  =B, 

a,  j3,  y  désignant  des  quantités  arbitraires. 
Soit 

1=     n      n'      Ti"     ^o; 


m 

m' 

m" 

n 

n' 

n" 

P 

P' 

/>" 

ces  égalités  résolues  par  rapport  à  a,  p,  y^  en  attri- 
buant à  A,  B9  C  telles  valeurs  qu'on  voudra,  donneront, 
pour  a,  |3,  y,  des  valeurs  finies  déterminées.  Par  consé* 
quent,  en  disposant  de  a,  (3,  y  convenablement,  on 
pourra  faire  que  A,  B,  C  aient  telles  valeurs  corres- 
pondantes qu'on  voudra. 

Si  Ton  multiplie  les  égalités  par  m^n^pei  qu'on  ajoute, 
il  vient 

(m* -h  n^-hp^)a  =  mA  H-/îBh-/^C; 
on  obtient  de  même 

{m''^-^n''*-^p''')'fz=m''A  -f- /i^B -+-/?''€. 

En  portant  les  égalités  au  carré,  puis  ajoutant,  on 
trouve 

=  A>-+-B»4-CS 
de  sorte  qu'en  portant  dans  cette  égalité  les  valeurs  de 


t4«4) 

a,  |3,  7,  on  obtient 


Mais  c'est  li  une  égalité  qni  subsiste  pour  toutes  va- 
leurs  de  A,  B,  C,  c'est  donc  une  identité;  de  là 


w»-+-/i'-h/?»       i«'«4.«'«4-^/»       m"^ -^  a"*  "{' p 


^i 


T     " 


t 


-fcrfiw»  -4-  i»*  -+-  p* 

y t =,. 

et 

mn  m' n'  m"  n" 


m^-hn^-^-p*       m^-^n^-^p*       ff4*-i-/ï*-4-/?* 


(p) 


2Wil  

y — ^^: — =0. 

Àkâm^'hn^'^p^ 

> ~ ==  o. 

9.  Ces  relations  ainsi  établies,  il  y  a  lieu  d'en  con- 
clure qu'on  a  identiquement,  moyennant  les  prenûèrei 
conditions, 

(m''u'hn''p-Jrp''i%*y 


i»' 


(4i5  ) 

Donc,  si  par  ii*-i-  p*  -i-  w*=  K  on  a  une  surface  du 
second  degré,  pour  laquelle  on  ait  trois  plans  diamé- 
traux conjugués  par  u  =  o,  ^=:  o,  tv  =  o»  ce  qui  sup- 
pose qu'on  ait  par  là  trois  plans  ayant  un  point  commun 
et  un  seul,  la  même  surface,  les  relations  ((3)  supposées 
satisfaites,  sera  donnée  par 

(mii-{-ntf-hpwY       {m' H -h  n' p -h  p' if')* 


iw*4-  fi'-hp* 


/«"'-*- /î"» 


=  K. 


P 


En  conséquence,  on  aura  trois  autres  plans  diamétraux 

conjugués  par  • 

mu  •+•  nv  4-  /?«»=:  o, 

m'  «  -4-  il'  i>  4-  /?'  ir  =  o, 
m" tt-^  n^v  -h  p" w=:  o. 

Par  suite,  d'après  notre  première  analyse,  les  rela- 
tions   (i)    auront   lieu   aussi  entre   les   quantités  m, 

flj    P^»*mm  f 

On  reconnaît  ainsi  par  ccttevoie  indirecte  que  les  rela- 
tions (a)  sont  elles-mêmes  une  conséquence  des  rela- 
tions (^).  11  s'ensuit  que  dès  lors  le  déterminant 


A=: 


a  pour  valeur 


m  n  p 
m*  n*  p' 
M    n    p 


V(/ii»  ^  /i'  -h  /?')  (  iw'*  -4-  «"  -h  p'*)  [m"^  -4-  n"' 
Comme  d'ailleurs  on  a 


+/»") 


ABC 


in    n    p 
m    n    p 


p= 


m     n    p 

ABC 

m    n    p 

m  n  p 
«'  n'  p' 
ABC 


7  = 


(4i6  ) 

î)  est  k  remarquer  que 

mà  =  (n'p''  — y /i'')  H,  /n'A  =  [n" p -- p" n)  H',  m"à={np'-^pn'\W, 
nà  =(///«"— w'//) H,  «'A  =  (p"m^m''p)  H',  n" \=i{pm' ^mp^A' , 
pàz=i{m'n''--'n'm'')U,      yA=:{m"ii  — «"iwjH',  /j'A=:(«yi'-W)H', 

étant  pohé 

H=/7i«-h«»-h/^',     il'=/M'»-h/f"-f-^'ï,     H''=m''«+ii''»-f-f»'*. 

10.  Considérons  Téquation 

d?'       >'*      »' 
•  a^        0^       c* 

et  l'équation  équivalente 


ou 


les  relations  (i)  supposées  satisfaites. 

Le  point  donné  par  Y  =  o,  Z  =  o,  X  =  a'  aura  ses 
coordonnées  x,  j",  2  déterminées  par  les  équations 

jr  Y  z  i ' 

m  -  -h  n  -j    -\-  p  -=  ^nr -+-  n^  +  p'^ 
ti  0  c 

ffl'f  -+-,/   t  ^pf  -  =  o, 
a  b       '     c 

V 

a  ^  c 


/iî»-f-n'-f-/?' 

-  -r  ^" 

,w'2  4-;,'a  +  ^'a 

J 

â             b            cl 

—  I 

/iî"=»-+-ii"»i-/>"^ 

X' 

Y' 

Z' 

d'où 


m 


(  417  ) 
X (p'fn"  —  m'p")  ^Ê n 

^""        à        ""71' 

On  a  de  même  pour  les  extrémités  de  deux  rayons  for- 
mant avec  celui  qui  va  du  centre  au  point  (x^y^  z)  un 
système  conjugué 


a 

a 

m"       y" 

=    i — > 

z" 

■ 

d'où 

résulte 

1 

> 

m'» 

H'        '• 

ou 

x'-h*'« 

•4-jr'"  = 

«', 

puis 

r'-4-y' 

,^^/r,_. 

*% 

2'  -h  *'» 

'^Z''^  = 

f»; 

d'autre  part 

^r        ■ar'l 

r'       a:"r" 

mn       m 

'n' 

nrn 

ab        ab  ab  H  H'  b" 

ou 

•rr  -f-  xy  -4-  jf'y'  =  o» 

.rz  +  j'a'  4-  >  V  nz:  o, 
za  -f-  z'x'  H-  z'^j:"  =:  o. 

On  déduit  de  là 
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(4i8) 

Observons  encore  que  l*on  a 


'    y 

z 

> 

Ix^ 

O 

O 

x'  y 

z' 

— 

o 

2r' 

O 

x"    y" 

z' 

G 

O 

11 

=  a^b*c*. 


m. 

1.  Les  considéralions  qui  nous  ont  fait  tirer  les  re- 
lations (|3)  des  relations  (a)  peuvent  s^appliquer  sans 
changement  à  un  système  de  n*  quantités 

'Wiij  Wu,  «lia,   ,..,  mi„ 

Wji,   /Wm,    HIis,     .  .  . ,    /Itan, 


Wm,    /ffiay   Wi^si    •  •  •  >   "••«• 


Lorsqu'elles  sont  liées  entre  elles  par  les  relations  de  la 
forme 


^mikmjk=zo     (Qy): 


Aal 


1^  le  déterminant 


a  sa  valeur  égale  à  ^^m^^  Xm/^  •  •^''<ia^ 


i=n 


/=i 


i  =  n 


2 

.  '='2-i 


=  o      (*^A), 


si  l'on  a  û^o. 


/=i 


(  4t9  ) 

Cela  donne,  comme  identité, 

«;  +  tt;-h...-+-«i= 5--- — ^— — - — ■' 

^  ^^  '  /W/,  -h  fit^\  -h  .  .  .  -4-w/n 

/Wrt'i  -♦- w^, -h . .  .  -f-/w„î,  ' 

2.  Au  reste,  cette  identité  implique  les  relations  (a) 
aussi  bien  que  les  relations  ((3). 

Supposons,  en  effet,  qu'on  eût  identiquement 


pour 


i|ï+pa_f-cv>=:—  +  «7  -h 


U  =  mu  -+•  HP  -h  />»»,  H   =  m*  H-  /î*  -h  />', 

V  =:ill' «  -|-/î'p-|-//fV,       H' =:m"-+-/ï'»4-/>", 

Ce  que  nous  allons  voir,  dans  ces  circonstances,  sera 
applicable  aux  plus  générales. 

D'abord,  en  égalant  terme  pour  terme  les  deux  mem- 
bres de  l'identité,  après  avoir  développé  13',  V*,  W*,  on 
obtiendra  les  relations  (|3).  On  les  trouve  encore  par 
les  considérations  suivantes  : 

Si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'iden- 
tité par  rapport  à  u,  y^  w,  on  a 

mV       m'y       m^Vf 


"  ~    H  H'  H"  ' 

p\}     p'y     p^yv 


H  H'  H 


» 


27 


(4>o  ) 

Or,  si  Ton  remplace  dans  ces  identités  U,  Y,  W  par  leurs 
valeurs,  les  résultats  n'étant  pas  des  identités  en  u,  y,  w* 
il  s'ensuit 


H 

H 

Pi 
H 


m' 


m 


ff» 


n 


H' 


n 


B" 

"i 


H'  "*"  H'""'' 


Ji 


H' 


mn 
TT 

H 
pm 

"h" 


/  _./ 


m  n 


171    /l 


H" 


=  o, 


n'p'         nfp"  _ 


p'  m 


o. 


3.   D'autre  part,  multiplions  les  équations  dérivées 
par  m,  n^p^  et  ajoutons;  il  vient 


m'  -4-  n^-^p*  .       mm'  -h  /i/i'  -h  /?;?' 


■  w 


d'où 


H 


„,m'-^nn''-^pp'' 
+  H>  W, 


H' 


mm'  -h  /i/i'  -4-  /Y?'  =  o, 
mm"  ■+•  nn"  -h  pp*'  =  o, 

si  U,  V,  W  peuvent  être  susceptibles  de  valeurs  quel- 
conques, par  conséquent,  si  le  déterminant 


m      n 


m'     «'     p' 
m**     n"     p" 


est  différent  de  zéro.  En  multipliant  par  m',  n\  pi ^  on 
trouverait  de  même 


m' m"  -♦-  /l' n  -J^p'  p"=^o. 


(4"  ) 

Le5  formules  (a)  sont,  d* après  cela,  une  conséquence 
des  formules  ((3),  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  quan- 
tités m,-,-.  Comme  les  formules  (|3)  supposent  H,-^o,  et 
qu'il  résulte  des  formules  (a)  que  le  déterminant 

A  =  (muf  /Wjî, ...»  nim) 

est  d'une  valeur  égale  à  ^HiHt . .  •  H„9  on  voit  que  ce 
déterminant  n'est  pas  nul.  Nos  formules  (|3)  pourraient 
donc  alors  se  déduire  également  des  formules  (a).  Donc 
les  deux  groupes  de  formules  sont  équivalents, quoique  le 

nombre  des  formules  soit dans  Fun des  groupes, 

et  qu  il  soit  dans  1  autre  — ^ • 

4.  Un  fait  important  ressort  encore  de  ce  qui  pré- 
cède, c'est  que  si  u^,  u^,. . .,  ii„  sont  des  quantités  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  susceptibles  chacune  d'une 
valeur  quelconque,  la  formule  (y)  présente  la  transfor- 


i=n 


mation  la  plus  générale  de  ^  uf  en  une  somme  de  car- 


1=1 


rés,  en  même  nombre,  d'expressions  linéaires  en  u,. 

Si,  en  effet,  au  n°  2,  on  considère  H,  H',  H^"^  comme 
n'ayant  pas  de  valeurs  assignées,  la  relation  {d)  exige 
qu'on  ait  m" -f- n' -f- p' =:  H  ^  les  relations  analogues 
dues  aux  facteurs  m',  n\  p'  et  aux  facteurs  m'\  n" ^  p" 
donnent  de  même 

La  transformation  n'est  soumise  qu'aux  conditions 
dont  la  forme  générale  est 


(4aa  ) 

5.  Le  point  de  départ  de  notre  transformation  (n^  1) 
revient  à  changer  II* — v*  en  (X'«H-XV)* —  (y'ii-f-XV)' 
avec  A'*— i^«=i,  et  u«4-m»  en  {ïfu-^l'vy^  (X^tt_iV)* 
avec  )/«-+- X''»=i. 

En  procédant  ainsi  à  partir  de  l'expression 

par  l'association  du  premier  terme  au  second,  du  nou- 
veau premier  terme  au  troisième,  etc. ,  jusqu'à  celle  dn 
premier  terme  au  dernier  ^  en  procédant  de  même  à  partir 
du  second  terme,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  successive- 
ment, sans  que  les  signes  changent  explicitement  aux 
mêmes  places, 


±u^       ri-^u'-^u*  -hti^     -+-#/*-+•       -+-if' 


•*i...n-J—  «♦!»  ..«— i-J— •  •  •  — ^  '*  • 

Dans  l'expression  finale,  le  premier  terme  dépend  ainsi 
de  n  —  I  indéterminées,  le  deuxième  de  celles-là  et  de 
n  —  a  autres,  le  troisième  des  précédentes  et  de  n  —  3 
nouvelles,  etc. 

Si  dans  la  formule  (y)  on  change  ii,-  en  U}  yjzi^  et  mu  en 
^^ki  v^j  s,  étant  ±:  i ,  celte  formule  devient 

(/?t„«i«, -4-/w„f,ii,4-.  .  .-+-s^w,,«||)' 

"^~ ■ — ^  •  •  • 

moyennant  les  relations  'V  e|i?ï/|in,-4=  o. 


(4a3  ) 

La  formule  précédente  avec  ses  indéterminées  corre»  - 
pond  à  cette  formule  générale. 

6.  Le  théorème  dû  à  M.  Hermite,  que  dans  le  passage 
d'une  forme  en  carrés  à  une  autre  l'espèce  se  conserve 
si  les  termes  sont  réels,  résulte  immédiatement  de  Téqua- 
tion  générale 

: —  — L  -I î  -4-, . .  H 1  -\ ILLL  ^ lî  . 

H,  Hi  \àq         Hy+i  Ha 

Supposons 

«,=r  •!==..  .z=«^=:l,      H,>>0,      H,>0,...,      Hy>0, 

et 

«/»-Hi  = . . .  =  f,  =  —  I ,     Hy+,  <;  o,     H^H-i  <[  o, . . . ,     H«<;[  o; 

alors,  si  dans  le  premier  membre  on  prend  i/^i  =  o,  •  • . , 
ii„=o,  ce  premier  membre  est  d^une  valeur  positive, 
quelques  valeurs  qu'on  attribue  à  ii|,  Ki,.  • .,  u^;  et  si 
Ton  prenait  U|=:o^...,  u^=o,  il  serait  négatif  pour 
toutes  valeurs  de  2^^4.1  )•  •  -^  u„.  De  même,  si  Ton  prend 
U^^i=:  o,.  •  .,Un=  o,  le  second  membre  sera  positif* 
pour  toutes  valeurs  de  Ui,Ut,...,  U^;  il  sera  négatif  pour 
toutes  valeursde U^i,...,Uo, si  l'on  fait  Ui=o,...,U^=o. 
Supposons  q'^py  ou  moins  de  termes  négatifs  dans 
le  second  membre  que  dans  le  premier.  Si  l'on  prend 
U^^i  =  o, . . . ,  U„=  o  et  qu'on  en  tire  m^+i,  u^+t,  •  •  •  >  'V 
en  fonction  de  Ui,  u,,...,  ii^^la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  le  premier  membre  n'atteindra  pas  le  premier  terme 
négatif  e^iMJJ^.,.  Par  conséquent  il  suffira  de  prendre 
£/i  =  o,  zi,  =  o,  • . . ,  1/^=  o  pour  que  le  premier  membre 
soit  à  coup  sûr  négatif,  tandis  que  le  second  sera  d'une 
valeur  positive.  Il  résulte  de  cette  contradiction  qu'on  ne 
peut  avoir  </>^. 


(  4M  ) 

Son  q  <ip*  Posons  donc  Ui  =  o,  U,=  o,. . .,  U^  =  o, 
et  tirons  de  là  Ui,  u^,. . . ,»  u^  en  fonction  de  tf^^-i, • . • ,  u„^ 
puis  substituons-en  les  valeurs  dans  le  premier  membre, 
il  y  restera  au  moins  s^^i  a*  ,  ^  o.  Ce  premier  membre, 
en  y  faisant  i/p+i  ==  o, . . . ,  u„=  o,  sera  en  conséquence 
susceptible  d'une  valeur  positive.  Le  second,  au  con- 
traire, ne  pourra  être  que  négatif.  On  ne  peut  donc 
avoir  ^<^ p.  Il  faut  ainsi  g^=:p.  Le  théorème  est  dé- 
montré. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  ces  questions  sont  reprises 
pour  le  fond  à  un  autre  point  de  vue  avec  d^autres  con- 
sidérations sur  les  formes  quadratiques. 


SIMPLES  REMARQUES  SDR  LES  RACINES  ENTIÈRES 
DES  ÉQUATIONS  CUBIQUES; 

Pae  m.  s.  REAUS. 

(Addition  à  un  article  précédent.  Fbir  page  389.  ) 


10.  Il  a  été  question  plus  haut  (7)  des  formes  exclu- 
sives auxquelles  peut  se  réduire  toute  équation  cubique 
à  racines  entières,  selon  qu^on  classe  ses  coefficients  sous 
tel  ou  tel  système  de  formes  linéaires.  On  parvient  à  des 
résultats  plus  précis  en  rapportant  chaque  coefficient  a 
la  forme  qui  lui  est  propre,  d'après  la  loi  d'homogénéité; 
en  rapportant,  dis-je,  le  nombre  —  P  à  la  forme  qua- 
dratique, et  le  nombre  Q  à  la  forme  cubique.  Alors  c'est 
la  composition  même  des  coefficients  qui  fait  recon- 
naître la  dépendance  qui  doit  subsister  entre  eux. 

Je  dis,  d'après  cela,  que  la  proposée 

.^3+  Po:  4-  Q  =  0 
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ne  peut  avoir  trois  racines  entières  si  —  P  n'est  pas  re- 
présenté par  la  forme 

et  qu^elle  les  aura  effeetivement  si,  parmi  les  valeurs  de 
jr  et  z,  propres  à  une  telle  présentation ,  il  se  trouve 
deux  valeurs  a,  j3,  telles  que  Ton  ait  simultanément 

—  P=3a'-4-P', 
Q=2a(a*— p»). 

Pour  le  prouver 9  supposons  les  entiers  a  et  j3  connus 
pour  une  équation  donnée,  en  sorte  que  les  deux  égalités 
qui  précèdent  se  trouvent  vérifiées  par  identité.  On  ob- 
tiendra, par  l'élimination,  ces  deux  autres  égalités 

(— 2a)3-t-P(  — 2a)  -f-Q  =  o, 

(2p)«-h6P(2pV-f  9PM2p)'-h4P»-+-27Q>=:o, 

conséquences  nécessaires  des  prémisses. 

La  première  nous  fait  voir  que  — 2a  satisfait  à  la 
proposée,  en  sorte  qu'on  aura  d'abord  x= —  ^a.  Il  ré- 
sulte delà  seconde  que  2p  et  —  2^  sont  racines  de  Téqua- 
tion  aux  différences  des  racines  de  la  proposée,  d'où  Ton 
voit  que,  parmi  les  valeurs  absolues  de  ces  différences, 
une  au  moins  est  un  nombre  entier.  Mais  il  a  été  dé- 
montré (9)  que  ces  mêmes  différences  s'expriment  ra- 
tionnellement l'une  par  l'autre,  ce  qui  fait  que,  l'une 
étant  rationnelle,  toutes  le  sont.  Les  six  racines  de 
l'équation  aux  différences  sont  donc  rationnelles,  et  par- 
tant entières;  il  devient  manifeste  par  là  que  les  ra- 
cines Xy  dont  l'une  a  la  valeur  entière  —  2(X,  ne  peuvent 
être  qu'entières  toutes  trois. 

Les  relations  posées  entre  «,  (3,  P,  Q  expriment  donc 
des  conditions  suffisantes  pour  que  la  proposée  ait 
ses  trois  racines  entières:  mais  il  est  facile  de  voir  que 
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ces  conditions  sont,  de  plus,  nécessaires.  Qnelles  que 
soient,  en  efl*et,  les  racines  entières  a,  6,  c  de  la  pro* 
posée,  comme  leur  somme  algébrique  doit  être  nulle. 
Tune  d'elles  sera  nécessairement  paire,  tandis  que  les 
deux  autres  seront  paires  ou  impaires  ensemble.  On 
pourra  donc  toujours  poser,  en  nombres  entiers  a,  6, 
des  égalités  telles  que 

a  = —  2  a, 
^  z=r  a  -f-  p, 

c  =  a  —  p, 

et  de  ces  égalités  résultent  nécessairement  les  valeurs  ci- 
dessus  de  — P  et  de  Q. 

Du  reste,  ces  expressions  de  a,  &,  c  renferment  en 
elles-mêmes  la  preuve  complète  que  les  corrélations  de 
forme  etde  valeur, établies  entre  les  coefficients,  caracté- 
risent effectivement  toute  équation,  telle  que  la  proposée, 
dont  les  trois  racines  sont  entières.  Si  Ton  a  ajouté  la 
considération  des  équations  fournies  par  Télimination 
ci-dessus  de  |3  et  de  a^  c'est  surtout  dans  le  but  de  pré- 
senter, dès  à  présent,  une  application  du  théorème  pré- 
cédemment énoncé  (9). 

Ces  caractères  de  la  rationnalité  des  racines,  disons-le 
tout  de  suite,  ne  résolvent  pas  la  question  qu'on  doit  se 
proposer  sur  le  sujet.  Ils  n'offrent,  en  effet,  aucun  moyen 
pratique  de  les  constater  sur  une  équation  numérique 
donnée,  si  ce  n'est  par  <ies  tâtonnements  analogues  h 
ceux  qu'exigerait  la  recherche  des  racines  entières  elles- 
mêmes.  Mais  la  considération  de  ces  caractères  n'en  est 
pas  moins  utile,  surtout  en  ce  qu'il  est  facile  de  signaler 
d'avance  des  cas  très -étendu  s  où  ils  font  défaut,  et  où 
l'existence  de  trois  racines  entières  dans  la  proposée  de- 
vient conséquemmentimpossible.C'estainsique,dece  que 
la  valeur  numérique  de  P  doit  être  comprise  dans  la  for- 
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muleSy*  +  2*,  et  en  s'aidaut  des  principes  connus  tou- 
chant les  diviseurs  de  cette  formule  (^),  on  est  conduit 
à  conclure  que:  Si  le  nombre  — P  est  de  la  forme 
3/7  -h  a,  ou  si,  après  ax^oir  été  dégagé  de  tout  Jacteur 
carré,  il  est  divisible  par  a,  ou  par  5,  ou  par  1 1 ,  ou  par 
tout  autre  nombre  de  la  forme  indiquée,  la  proposée  ne 
saurait  ai^oir  trois  racines  entières.  Cet  énoncé  reproduit 
avec  plus  d'étendue  une  proposition  précédemment 
établie  (6). 

CONCOURS  DADXiSSION  A  L ÉCOLE  CENTRALE 

(ANNÉE  1875). 

PREMIÈRE   SESSION. 
Compositions  du  27  et  du  38  août  1875. 


Géométrie  analytique, 

m_ 

Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  O/,  et 
sur  Taxe  Ojt  un  point  A,  on  considère  les  hyperboles 
équilatères  qui  passent  par  le  point  A  et  dont  Tune  des 
directrices  est  Taxe  Oj,  On  demande  : 

1^  Le  lieu  de  celui  des  fojers  de  ces  hyperboles  qui 
correspond  à  la  directrice  O^  ; 

tP  Le  lieu  des  centres  de  ces  mêmes  hyperboles  \ 

3^  Le  lieu  de  leurs  sommets. 

Épure, 

Un  tétraèdre  régulier  ABCD,  dont  le  côté  est  égal  à 
G™,  i5,  repose  par  la  face  ABC  sur  le  plan  horizontal  de 

(*)  Voir  les  Recherches  d'Arithmétique  de  Lagrango  {^Mémoires  de 
VAcudéinie  des  Sciences  de  BerUn^  pour  les  années  1773  et  1775). 
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projection.  Le  cercle  horizontal  décrit  sur  BC  comme 
diamètre  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  AD. 

On  demande  ; 

1°  De  trouver  la  projection  horizontale  de  l'inter- 
section de  ce  cylindre  et  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre  ^ 

a^  De  représenter  en  projection  horizontale  le  solide 
commun  à  la  sphère  et  au  cylindre. 

On  tracera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  Tintersection  de  la 
sphère  et  du  cylindre,  et  la  tangente  en  ce  point.  On  ex- 
pliquera brièvement  ces  constructions  dans  une  légende 
inscrite  sur  Tépure  même. 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1144 

(  TOir  a*  série,  t.  XIII,  p.  iia); 

Par  m.   MORET-BLANC. 

Le  sextuple  d^un  carré  impair  est  toujours  décom- 
posable  en  trois  carrés^  Les  deux  premiers  ont  la  forme 

(6fidb,)S 
et  le  troisième  la  forme 

4(6fxdzi)». 

(CATÀLAff.) 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer  : 

i^  Si  le  carré  donné  est  premier  avec  3,  il  est  delà 
forme  (6/x  ±:  i)',  et  Ton  a  identiquement 

6(6f*±:i)'=  (6fi=ti)»-f-(6pzh  i)'-»-4{6f*=iii)'. 
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2^  Le  carré  donné  est  multiple  de  3.  Le  sextuple  de 
ce  carré  étant  de  la  forme  8m  +  6,  on  peut  le  décompo-* 
ser  en  trois  carrés  premiers  entre  eux  (  Lkgemdrb,  Théo- 
rie des  nombres,  n^*  319  et  320,  éd.  de  i83o),  deux  car* 
rés  impairs,  et  le  troisième  quadruple  d'un  carré  impair. 
Deux  de  ces  carrés  étant  nécessairement  premiers  avec  3, 
il  en  est  de  même  du  troisième.  Ils  seront  donc  de  la 
forme 

(6f*±i)%    (6fA±i)S    4(6f*±i)». 

C*    Q.    F.    D. 
Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  C.  Cbabanel. 


Question  1160 

(  Toir  1*  férle,  t.  XIV,  p.  96  )  ; 

Pae  m.  moret-blanc. 

Etant  donné  un  ensemble  de  sphères  ayant  un  axe 
radical  commun  y  on  les  coupe  par  une  de  leurs  sphères 
orthogonales,  et  l'on  prend  les  circonférences  obtenues 
comme  bases  d* autant  de  cônes  ayant  pour  sommet 
commun  un  point  de  Vaxe  radical.  Chacun  de  ces  cônes 
coupe  la  sphère  correspondante  suii^ant  une  deuxième 
circonférence  :  toutes  ces  circonférences  sont  sur  une 
même  sphère  orthogonale  aux  sphères  données,  Réci-- 
proque.  (G.  Fouret.  ) 

Soient  M  et  N  les  points  d'intersection,  réels  ou  imagi- 
naires, de  l'axe  radical  et  des  sphères  données;  C  le 
centre  de  la  sphère  orthogonale  et  S  le  sommet  commun 
des  cônes. 

Par  l'axe  radical,  faisons  passer  un  plan  quelconque; 
il  coupe  les  sphères  données  suivant  des  circonférences 
ayant  le  même  axe  radical,  la  sphère  orthogonale  suivant 
une  circonférence  orthogonale  aux  premières,   chaque 
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•cône  suivant  deux  génératrices  et  les  cercles,  intersec- 
tion de  ce  cône  avec  la  sphère  correspondante,  suivant 
deux  cordes  AB,  A'B'  de  la  circonférence  intersection  de 
la  sphère  et  du  plan,  dont  Tune,  AB,  est  la  corde  d'inter- 
section de  cette  circonférence  et  de  la  circonférence  or- 
thogonale. Il  faut  démontrer  que  les  tangentes  menées 
par  A'B'  à  la  circonférence  ABB' A'  vont  concourir  en  un 
point  de  Taxe  radical  qui  reste  le  même  quelle  que  soit  la 
circonférence  considérée. 

Le  point  de  concours  des  cordes  AB,  A'B'  appartient  a 
la  polaire  du  point  C  et  à  la  polaire  de  S;  c*estdonc  le 
pôledeFaxe  radical  par  rapportàlacirconférence  ABB'A^ 
Il  en  résulte  que  le  point  de  concours  C  des  tangentes 
menées  par  A'  et  B'  à  cette  circonférence,  pôle  de  A'B', 
est  sur  Taxe  radical.  Il  faut  démontrer  que  ce  point  est 
le  même  pour  toutes  les  circonférences. 

Toutes  les  cordes  AB  rencontrent  Taxe  radical  en  un 
même  point  D,  conjugué  harmonique  du  point  C  par 
rapport  à  MN.  Soit  TV  le  point  où  A'B'  coupe  Taxe  radi- 
cal. 

On  sait  que,  si  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une 
conique  et  que  Von  mène  une  transversale,  elle  ren- 
contre les  côtés  opposés  et  la  conique  en  trois  couples 
de  points  qui  forment  une  im^olution  (théorème  de  Dé- 
sargues). 

Les  points  S,  M,  N,  D,  ïï  forment  donc  une  involution 
dont  S  est  un  point  double-,  or  les  points  S,  M,  N,  D  sont 
fixes  ^  doDC  il  en  est  de  même  du  sixième  point  ly,  et  par 
suite  du  point  C,  conjugué  harmonique  de  IK  par  rap- 
port a  MN.  Le  théorème  est  donc  démontré.  Le  point  C 
est  le  centre  d'une  seconde  sphère  orthogonale  sur  la- 
quelle sont  situées  les  circonférences,  secondes  intersec- 
tions des  cônes  et  des  sphères  proposées. 
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Réciproquement,  si  l'on  donne  C  et  C,  ce  qui  déter- 
termiae  D  et  ly,  le  point  S  sera  l'un  des  points  douUes 
de  rinvolutîon  déterminée  par  les  deux  couples  de  points 
M,  N,  D,  ly.  Donc  : 

Étant  donné  un  ensemble  de  sphères  ayant  un  axe 
radical  commun  y  si  on  les  coupe  par  deux  sphères  or" 
thogonalesj  par  les  intersections  de  ces  deux  sphères 
avec  chacune  des  sphères  données ,  on  pourra  faire  pas- 
ser  deux  cônes ,  et  tous  ces  cônes  auront  leurs  sommets 
en  deux  mêmes  points  situés  sur  l'axe  radical. 

Note.  —  MM.  Brocard  et  Calinon  démontrent  de  même,  par  la  Géo- 
métrie élémentaire,  la  proposition  énoncée;  MM.Launoy,  Astoret  Chadu 
en  donnent  une  démonstration  analytique;  M.  Bourguet  indique,  d'une 
manière  abrégée,  la  démonstration  de  la  première  partie  seulement. 

(TUESTIONS. 

1183.  Vérifier  que 

les  neuf  quantités  a,  i,  c,  a',  6',  c',  a'',  b'\  c/'  étant  as- 
sujetties à  la  seule  condition 

aa' -^  bb' -h  ce' =z  o  (*). 

Cette  identité  donne,  par  exemple,  la  décomposition 
suivante 

(Catalan). 

(*)  Pour  y  satisfaire,  il  suflit,  comme  on  sait,  de  prendre 
a*:=ay — c/3,     b' =  col  —  «•/,     c'=a^  —  boL. 


1184.  Soit 
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siaybyCy  dy  ^19  ^19  ^19  ^1  sont  des  fonctions  données 
d*Qn  paramètre  arbitraire,  la  droite  mobile 

X  =  o,     Y  =  o 

engendrera  une  surface  réglée;  r équation  de  la  surface 
du  second  ordre  passant  par  trois  droites  infiniment 
voisines  de  la  surface  engendrée  sera 


(^) 


a 

b 

c 

d 
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0 
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aY' 

Y 

=  0, 


(3) 


a',  &',...,«',,  t', , . . . ,  a"^  b^\  . . . ,  a' ,  t", , . . .  sont  les 
dérivées  premières  et  secondes  des  fonctions  a,  &,..., 
^19  ^i9**«)  p&r  rapport  au  paramètre  dont  elles  dé- 
pendent-, X,  Y  sont  définis  par  les  égalités  (i),  et  l'on 
aposé 

X'=  a'x  4-  by  -+-  c'z  -f-  d't, 

Y'  =  fl,  X  -h  b\x-^c\z-hJ^  t. 

(L.  Paimvih.) 

1185.  Une  surface  du  second  degré  est  circonscrite  à 
un  tétraèdre.  Par  un  point  m  de  la  surface,  on  mène  a 
Fune  des  arêtes  une  parallèle  rencontrant  aux  points  a 
et  b  deux  des  faces  du  tétraèdre.  Si  Ton  désigne  par  D  la 
longueur  du  diamètre  de  la  surface  parallèle  à  cette  arête, 

la  somme   y  — ^^ —  étendue  aux  six  arêtes  est  nulle. 

(H.  Faure.) 
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■    ■  * — 

DE  U  TAGHYMÉTRIE, 

Par   m.   Casimir   RET. 


Sous  le  titre  général  de  :  Panorama  du  tout-savoir, 
virilité  intellectuelle  et  morale,  M.  Lagout  a  publié  i^ne 
série  de  travaux  de  vulgarisation,  dont  voici  les  titres  : 

ÉQiTATioirDUBiEif  :  Le  tout-savoir  vital,  — La  Patrie, 
—  Physiologie  comparée.  —  Lame,  —  Le  corps,  —  Le 
cœur,  —  L esprit,  —  La  profession.  —  La  virîculture, 

EIquation  du  beau  :  Loi  simple  et  familière  des 
sensations  agréables  avec  un  croquis  rkytkmé  de  Michel- 
Ange,  qui  est  [expression  vivante  de  l'équation  du  beau, 

EQUATION  DU  VRAI  :  Le  tout-savoir  technique,  — 
Groupe  des  sciences  de  raisonnement. 

Equation  des  grues  :  Loi  simple  et  pratique  des 
inondations. 

Equation  du  temps  :  Panorama  de  l'Astronomie,  — 
Le  régulateur  des  montres,  —  Instrument  populaire  de 
précision  du  temps  qui  résume  toute  V Astronomie  pr an- 
tique. 

M.  Lagout  vend  également  des  boites  de  manipula- 
tions, composées  de  volumes  verts  et  roses,  indispen- 
sables pour  graver  dans  Tesprit  les  vérités  nécessaires  de 
la  Tachymétrie  ou  Géométrie  en  trois  leçons,  qu'il  ne  se 
contente  pas  de  préconiser,  qu'il  veut  a  implanter  »  de 
force. 

Ministres,  évëques,  généraux,  recteurs,  maires,  con- 
seillers généraux  ou  municipaux,  M.  Lagout  emploie 
toutes  les  personnes  ayant  non  pas  autorité  en  Géométrie, 
mais  bien  autorité  de  par  la  loi,  pour  imposer  aux  écoles, 
aux  régiments,  aux  collèges,   urbi  et  orbi^  ses  boites 

Ann.  </«  Mathim.,  2«  série,  t.  XIV.  (Octobre  1875.)  28 


(434) 

tachymétriques  et  son  enseignement  de  la  Géométrie  en 
trois  leçons  q\i\\  résume  ainsi  {y oir  [Panorama  de  la 
Géométrie,  p.  3 1  et  suivantes)  : 

VUE    DEIf SEMBLE   DES    TROIS    LEÇONS. 

On  peut  les  spécialiser  en  trois  mots  : 

Première  leçon.  —  Chirométrie. 

Deuxième  leçon,  —  Opsimétrie. 

Troisième  leçon»  —  Cjclométrie. 

On  peut  les  généraliser  en  trois  mots  : 

Uniformité.  —  Uniformisation.  —  Mesures. 

Si  la  première  leçon  est  la  substance,  si  la  deuxième 
leçon  est  la  poésie,  la  troisième  leçon  est  le  surnaturel 
de  la  science  des  grandeurs.  . 

Il  y  a  dans  cette  leçon  trois  choses  : 

L'asymptote  du  cercle,  —  C'est  l'équerre  illuminée 
par  la  troisième  vérité,  celle  des  trois  carrés,  qui  permet 
d'approcher,  autant  que  de  patience,  du  nombre  mysté- 
rieux qui  marquerait  le  contour. 

L'armature  du  cercle,  —  C'est  le  polygone  régulier  à 
six  pans,  première  figure  de  transition  entre  les  figures 
rectilignes  et  les  figures  courbes,  qui  est  aussi  la  plus 
artistique  et  la  plus  commode* 

L'équation  du  cercle,  —  C^est  le  sou  par  franc  k 
ajouter  au  périmètre  du  polygone  à  six  pans  pour  avoir 
le  contour  usuel  en  nombre  inoubliable. 

TACHYMÉTRIE    SCAUBÉE    POUR    FIXER    LA   MÉMOIRE. 

L'accessible, 

Fils  à  plomb  et  niveaux  engendrent  le  carré, 
Qui  se  divise  en  quatre  triangles  égaux, 
Et  se  divise  encore  en  quatre  égaux  rubans. 
L'équerre  ou  mi-carré  engendre  le  triangle. 
Un  équarri  parfait  se  divise  en  six  tranches, 
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Et  se  divise  en  six  pyramides  égales. 
Le  carré  seul  est  donc  Tétalon  des  mesures 
Des  objets  réguliers  et  même  des  informes  ; 
D'où  la  règle,  en  deux  mots  :  uniformisation. 

L^  inaccessible. 

Un  objet  éloigné  donne  auprès  son  image  ; 
A  l'aise  on  le  mesure  et  puis  Ton  reconstruit 
L'objet  égal  en  nombre  et  puis  l'angle  identique, 
Au  moyen  du  rapport  de  deux  grandeurs  jumelles; 
Soit  distances,  hauteurs  ou  bien  carrés  métriques, 
Éléments  qui,  grossis,  viennent  se  confondre. 

Formes  rondes. 

Pour  les  corps  arrondis,  l'étalon  des  mesures 
Est  nombre  mystérieux.  L'hexagone  a  six  pans. 
Au  moyen  de  l'équerre,  touche  presque  au  mystère. 
Le  sou  par  franc  suffît  dans  les  arts  et  métiers  : 
Ajouter  le  vingtième  autour  de  l'hexagone, 
Donner  le  tour  du  cercle  aussi  vrai  que  possible. 

APPRÉCIATI0I9   DE  LA  TACHYMÉTBIE    ET    DE    SON    IlfVEMTETJR 

FAR    l' INVENTEUR    LUI-MEME. 

1 .  Inoubliable.  —  Après  une  heure  d'exposé  en  con- 
férence de  la  Tachymétrie,  on  a  vu  un  médecin,  un  avo- 
cat, un  directeur  d^établîssement  scolaire,  un  inspecteur 
d^académie,  un  évêque  dire  :  elle  est  inoubliable,  je  suis 
prêt  à  renseigner  à  mon  tour. 

2.  Panofoma  de  la  Géométrie.  — Nombre  des  articles  : 
3o*  —  Nombre  des  pages  (hors  préface)  :  a4.  —  Nombre 
des  figures  :  âii.  —  Rapport  des  nombres  :  i. 

L'effort  intellectuel  sera  représenté  par  i  x  i  =  i 
pour  posséder  le  tout  géométrique  :  c'est  la  géométrie 
mentale. 

Nous  ne  faisons  pas  chorus  avec  le  médecin,  avec  l'a- 
vocat, avec  le  directeur  d'établissement  scolaire,  avec 
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Tinspecteur  d'académie,  avec  Tëvèque,  enthousiastes  de 
Tachymëlrie  ! 

Les  approbations  oiïïcielles,  les  articles  flatteurs,  les 
lettres  louangeuses  que  M.  Lagon t  cite  si  complaisam- 
ment  dans  ses  conférences  et  dans  ses  brochures  ne  nous 
convainquent  pas.  Nous  sommes  même  certain  que,  si 
M.  Lagout,  grâce  à  sa  connaissance  des  rouages  adminis- 
tratifs, parvient  à  imposer  sa  méthode  dans  les  écoles^ 
elle  y  produira  les  plus  fâcheux  résultats. 

Et  voici  non  pas  toutes,  mais  quelques-unes  des  rai- 
sons sur  lesquelles  nous  basons  un  jugement  aussi  sévère. 

L'un  des  buts  les  plus  importants  de  Tétude  de  la  Géo- 
métrie est  d'habituer  l'esprit  à  raisonner  avec  la  plus 
complète  précision  en  ne  s'appuyant  que  sur  des  vérités 
indémontrables,  non  pas  à  cause  de  leur  obscurité,  mais 
â  cause  de  leur  extrême  évidence^  ce  but  est  laissé  de  côté 
par  la  Tachymétrie,  dont  les  raisonnements,  conduisant 
â  un  résultat  juste  dans  le  cas  spécial  choisi  par  Fauteur, 
conduiraient  à  des  résultats  faux  dans  mille  autres  cas. 

La  Tachymétrie  donnedes  démonstrations  ab  oi^o  et  par 
l'œil  comme  irréfutables  et  très-supérieures  aux  démon- 
strations d'Euclide  ;  or  on  sait  combien  les  impressions 
visuelles  sont  ab  oifo  trompeuses. 

Sous  le  prétexte  que  les  commençants  ne  connaissent 
pas  les  termes  de  la  Géométrie  avant  de  les  avoir  appris, 
M.  Lagout  a  inventé  un  langage  spécial,  beaucoup  plus 
compliqué  que  le  langage  ordinaire,  exigeant  au  préa- 
lable l'étude  d'une  langue  nouvelle,  et  empêchant  de  com- 
prendre par  la  suite  les  ouvrages  de  sciences  autres  que 
ceux  de  M.  Lagout. 

M.  Lagout  laisse  de  côté  toute  la  partie  de  la  Géométrie 
pratique  qui  apprend  à  faire  les  tracés,  et  son  <t  tout- 
savoir  géométrique  »  se  réduit  aux  métrés  courants  aug- 
mentés de  la  définition  de  la  similitude.  Or,  pour  l'en- 
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seignement  d'une  Géométrie  aussi  écourtée,  les  méthodes 
en  usage  dans  les  écoles  primaires,  si  supérieures  à  la 
Tacbymétrie  au  point  de  vue  de  la  logique  et  de  la  clarté, 
sont  tout  aussi  rapides. 

Enfin  ce  nVst  pas  un  procédé  pédagogique  nouveau 
que  de  montrer  aux  élèves  les  volumes  figurés  en  une 
matière  quelconque.  Dans  ce  but,  les  uns  emploient  du 
bois,  d^ autres  des  pommes  de  terre,  beaucoup  de  profes- 
seurs se  servent  du  carton  blanc.  M.  Lagout  préfère  les 
cartons  verts  et  roses  à  cause  de  son  équation  du  beau. 
Elst-ce  un  perfectionnement  ? 

-  Quelques  professeurs  font  fabriquer  par  les  commen- 
çants eux-mêmes  les  volumes  dont  ces  commençants 
étudient  pour  la  première  fois  la  forme  ou  la  décom- 
position. Que  les  autorités  imposent  dans  les  écoles  pri- 
maires cette  fabrication,  qui  repose  quelques  instants 
Tattention  de  Télèvè  et  lui  fait  mieux  saisir  la  forme  ou 
la  décomposition  d'un  volume  nouveau  pour  lui,  nous 
n'y  voyons  pas  grand  inconvénient  ;  mais  que  la  Tacby- 
métrie ne  remplace  pas  ces  petites  Géométries  primaires, 
souvent  signées  par  des  géomètres  éminents,  qui  en- 
seignent la  Géométrie  d'Euclide,  simplifiée  quant  à  la 
théorie  et  augmentée  d'applications  pratiques  la  rendant 
moins  abstraite. 

Et  si  nous  voulions,  comme  l'inventeur  de  la  Tacby- 
métrie, établir  un  parallèle  entre  elle  et  la  Géométrie, 
nous  n'osons  pas  dire  euclidienne,  car  il  n'existe  qu'une 
Géométrie  qui  est  celle  d'Arcbimède,  d'Euclide,  de 
Pascal  et  de  tous  les  géomètres,  nous  dirions  que  la 
Géométrie  est  la  science  qui  apprend  à  raisonner  juste, 
même  sur  des  figures  qui  sont  fausses,  tandis  que  la 
Tacbymétrie  est  un  art  qui  apprend  à  raisonner  faux, 
même  sur  des  figures  qui  sont  justes. 
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PERMUTATIONS  BEGTILIGNES  DE  3  9  LEHRES  ÉGALES  TROIS 
A  TROIS,  QUAND  DEUX  LETTRES  CONSÉCUTIVES  SONT  TOU- 
JOURS DISTINCTES 

(  Tolr  a*  «érle,  t.  XIV,  p.  999), 

pak  m.  vachette, 

Conseiller  municipal,  à  Mouy  (Oise). 


I.   Distinction   des  diverses  espèces;  ordre  d'une  es- 
pèce; variétés  d^une  même  espèce. 

Le   nombre   total    des   perturbations    de  3^  lettres 
égales  trois  à  trois  est 


On  désigne  par  B^^  9  le  nombre  de  ces  permutations  où 
deux  lettres  consécutives  sont  toujours  distinctes.  Les 
autres  contiennent  des  ter/iazre5aaa,  et  des  binai resoa, 

g)*oupes  de  trois  ou  de  deux  lettres  consécutives  pa* 
reilles  :  on  désigne  par  M^(r,  t)  ce  nombre  et  Tespèce 
des  permutations  qui  contiennent  r  ternaires  et  t  bi- 
naires, r-^t  n'étant  jamais  supérieur  à  q* 
On  peut  écrire 

Bç,3=My(o,o). 

Certaines  permutations  de  l'espèce  B^,s  sont  des  tour- 
nantes incomplètes;  telle  est 

ahcdeabcdeahcde, 

tournante  incomplète  à  q  places,  au  lieu  de  3 9. 

Les  Mf(r,  t)  sont  des  tournantes  complètes;  le  nombre 
des  tournantes  de  cette  espèce  est 
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U  faut  en  excepter  M|  (^,  o),  espèce  qui  n'a  qu^une  per- 
mutation et  qu'une  tournante  aaa. 

n     _L.  2P 

-^^^ — — ^  représente  le  nombre  des  tournantes  de  l'es- 
pèce Bf,8)  en  effet  P^  est  le  nombre  des  tournante»  in*- 
complètes,  à  q  permutations  distinctes*,  si  donc  on  ajoute 
aPf  à  6^,S9  le  quotient  de  cette  somme  parS^  sera  bien 
le  nombre  des  tournantes. 

L'identité 

servira  de  vérification. 

n  y  a  lieu  de  considérer  l'ordre  q  d'une  permutation 
et  de  s'occuper  d'abaisser  cet  ordre.  II  y  a  lieu  aussi  de 
considérer  des  variétés  asymétriques,  et  des  variétés  symé- 
triques de  fraction  -9  et  l'on  établira,  comme  dans  le  pre-* 
mier  article,  la  formule 


My 


(r,^)  =  3^pj;î -h  J  +  ^ -+-... j 


n.  Évaluation  directe  des  nombres  M^(r,  ^  —  r)  et 
M,(i7~i,o). 

i^  L'espèce  M^  (r,  1/  —  r)  contient  r  ternaires,  eiq  —  r 
binaires  avec  q- —  r  lettres  isolées,  distinctes,  sembla- 
bles aux  lettres  des  binaires.  Si  l'on  y  suppose  condensées 
en  deux  les  trois  lettres  d'un  ternaire,  et  en  une  les  deux 
lettres  d'un  binaire,  on  obtient  l'espèce  M^(r)  de  la  pre- 
mière Partie.  On  peut  passer  de  l'espèce  M^(r)  à  Tespèce 
My(r,  q  —  r). 

Soit  une  tournante  d'espèce  M^(r)  pour  ^  =  8  et  r  =  6 

h  ce  h  ddee  bffaa  g  g  b . 
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On  n'altère  pas  le  nombre  des  tournantes  en  transfor- 
mant chaque  binaire  en  ternaire  ;  et  ii  reste  en  outre 
2{q  —  r)  lettres  isolées»  égales  deux  à  deux  ;  chacune  des 
g  —  r  lettres  distinctes,  ayant  sa  semblable,  peut  être 
doublée  de  deux  manières,  ce  qui  fournit  2^~''  tournantes 
à  Tespèce  cherchée.  On  a  donc,  pour  le  nombre  des  tour- 
nantes de  cette  espèce,  soit 


soit 


^'"'^^^('•)' 


d'où  la  formule  (r,  ^  —  r) 

M,(r,  9  —  r)  =  3 . af-'-^Mylr), 

et  pour  r  =  o,  on  obtient  la  formule  (o,  g) 

M,(o,  9)  =  3.!iï-*B,,,. 

Pour   r=4f  —  I  et  r  =  ^,  on  obtient  les   formules 

(g  —  ij  i)et(^,  o) 

M,(^  —  1,1)=  3M,{q  —  i)  =  3y  (^  —  2)Pç, 

M,(^,o}=:|M,(y)  =  3P,r), 

a®  L'espèce  M^  (  ^  —  i ,  o  )  contient  q  —  i  ternaires,  qui 
forment  un  des  arrangements  de  l'espèce  ^^,^_i,  comme 
on  levoit  ici  pour  ^  =  6,  et  il  reste  q  —  i  places  : 

€iaa  'bbb'  ccc'ddd*  eee 

adonner  à  l'une  des  trois  lettresy*entre  deux  ternaires  con- 
sécutifs^ il  y  a  donc,  pour  ces  trois  lettres,  un  nombre  de 

systèmes  de  places  égal  à  (y  — 'ny  —  ^jiy  "-  J,  Or  il  y  a 

(^)  Voir  le  premier  article,  II. 
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-^^,7-1   tournantes  de  Fespèces  A^^^_i,  et,  comme 

chacune  d'elles  en  fournit  ^^~"  jK9-^^)\9        ;  j^  ^es-^ 

o 

pèce  cherchée,  on  en  comptera  -^ ^ ^^,7-1 

^^  6  P^;puisquilyena  ^M^(9  — 1,0) 

dans  l'espèce  cherchée,  si  Ton  égale  ces  deux  nombres  de 
tournantes,  on  a  la  formule  [q  — 1,0) 

My(y  -  1,  o)  =r  ^.q(q  -  2)  (y  -  3)P,. 

in.  Formule  du  nombre  B^,». 

A  la  formation  des  6^^  «  ne  peuvent  concourir  que  des 
Mf_i(o,  t)  et  des  M^i(i,f),  puisqu'il  faut  deux  des 
trois  lettres  nouvelles  h  pour  détruire  un  ternaire  j  dans 
Ie8M^_i(o,  t)  on  ne  peut  pas  prendre  <^3,  et  dans  les 
Mf.i(i,  t)  on  ne  peut  pas  prendre  t[>i.  Le  nombre 
Bf,8  sera  la  somme  de  six  parts  fournies  par  les  6^.1,89  les 
M^.i  (o,  1),  les  M^^,  (o,  2), les  M^«i  (o,  3),  les  M^.i  (1,0) 
et  les  M^.,  (i,  i). 

1°  Part  des  B^_i,8. 

Soit  une  B^^i^s  (pour 9  =5)  contenant  3^  —  3  lettres 

a'  b'C'd'a'C'b'd'ca'b'd, 

Si  l'une  des  trois  lettres  h  est  mise  a  Tune  des  deux  places 
extrêmes,  il  reste  3q  —  4  places  intérieures  pour  les  deux 

antres  A,  ce  qui  donne   — ^ systèmes  de 

places  pour  ces  deux  A,  et  (3^  —  4)  {^Ç  —  S)  pour  les 
trois  :  si  aucune  lettre  h  n'occupe  les  places  extrêmes, 

i_i — 12^    "  — LL-l 1  systèmes  de  places  >  en 


on  a 


tout,  ily  en  ^\q(ig  —  4)(3^  —  5).  La  part  sera 

2°  Part  desM^_i(o,  i). 

Soit  une  tournante  de  cette  espèce  (pour  ^  =  5) 

On  ferme  le  binaire  ce  avec  une  des  trois  lettres  A,  et  il 
reste  iq  —  4  places  pour  les  deux  autres  ;  d*où 


systèmes;  la  part  en  tournantes  est 

(37~4)(37-5)         I 


M,_,(o,  i). 


2  3(y  — I) 

et  en  permutations,  si  l'on  multiplie  par  3^, 

^(3^-4)(3^-5) 


^(q  —  l) 


M,_,(0,  i); 


comme  il  n'y  a  point  de  M|(o,  i),  cette  part  sera  tou* 
jours  applicable. 

3^PartdesM^^i(o,2). 

Soit  une  tournante  de  cette  espèce  (pour  ^  =  5} 

b'd^ca'b'a'dd'b'cca* 

On  ferme  chacun  des  binaires  avec  une  lettre  A,  et  il 
reste  3^  —  5  places  pour  la  troisième.  La  part  en  tour- 
nantes est  (3 9  —  5)  '  ^  M^i  (o,  a),  et  en  permu- 
tations 

^(37-5) 


My^.(o,  a). 


4«PartdesM..i(o,  3). 
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On  ferme  chacun  des  binaires.  La  part  est 


Mj_i(o,  3). 


ç~i 


5*^  Part  des  M^^t  (i  »  o  )• 

Soit  une  tournante  de  cette  espèce  (pour  ^  =  5) 

b'd'C'àaa'b'd'c  b*d'c. 

On  ferme  le  ternaire  avec  deux  A,  et  il  reste  iq  —  5  places 
pour  la  troisième.  La  part  est 

q  —  I  * 

6'  PartdesM^.i(i5  i). 

On  ferme  le  ternaire  et  le  binaire.  La  part  est 

^     M^.'(i,i). 


y  — I 


Si  l'on  ajoute  les  six  parts  et  qu'on  multiplie  par j 

on  a  la  formula 

^Bf..=  ^  (3?  -  4)(37  -  5)(9-  i)B,_.., 

i(3y-4){37— 5)M,_.(o,  I) 
(3y~.5)My_.(o,  2)-+-M,_.(o,  3) 
-f-(37  — 5)M,-,(i,o)-4-My_.(i,  i). 


IV.  Décomposition  des  T^^  pour  ç  =  a 
On  a  T,^,  =         ^,3. =  20. 
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Or 


Ba.9  =    2;     ababab,  tournaDte  incomplète  à  deux  per- 
mutations. 

M2(o,  I  )  =   o  ;     le  binaire  aa  en  entraine  un  autre* 

Ma(o,  2)=:i2;     ilya  une  seule  variété  asymétrique  aa  ba  bb, 

d'où 

Mj(o,  2)=:  i.SaPx. 

Ma  (  I ,  o  )  =   o  ;    le  ternaire  aa  en  entraîne  un  autre. 

Ma  (  I ,  I  )  =    o  ;     il  ne  peut  exister  avec  un  binaire. 
Ma(  I,  o)  =   6^     il  7  a  une  seule  variété  asymétrique  de  frac* 

tion  |,  aaa  bbb^  d'où  l'on  a 

M,(2,  o)  =  i.j.3.2P,. 

20 

V.  Abaissement  d^ ordre  du  nombre  M^(r,  f},  r/i'e- 
tantpas  nul. 

L'espèce  M^(r,  t)  contient  x— M^fr,  f)  tournantes,  si 

Ton  commence  une  tournante  par  un  des  r  ternaires^  le 

nombre  des  permutations  ainsi  comptées  est  ^M^(r,  t). 

Si  Ton  enlève  un  des  ternaires,  les  lettres  qui  Fentou- 
rent  peuvent  donner  un  ternaire,  un  binaire,  ou  rien  : 

b  aaa  bb  et  la  réciproque  \  (  bbb 


b  aaa  b  \  donnent  <  bb 

b  aaa  c 


4    DO 
f  ^ 


On  obtient  ainsi  des  permutations  d'ordre  q  —  i ,  et  le 
nombre  ainsi  compté,  relativement  à  la  lettre  a  éliminée, 
devra  être  multiplié  par  ^,  puisqu'il  7  a  ^  lettres  dis- 
tinctes. 

S'il  s'est  produit  un  ternaire,  on  a  Tespèce 

M,-..(r,/-i); 
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un  ternaire  bbb  a  remplacé  le  ternaire  enleva,  et  le  bi- 
naire bb  a  disparu.  Chacune  de  ces  tournantes,  com- 
mencée par  un  des  r  ternaires,  fournit  2  r  permutations 
à  Tespèce  cherchée;  on  place  le  ternaire  aaa  de  deux 
manières  dans  ce  ternaire.  La  part  sera 


ar 


S'il  s'est  produit  un  binaire,  on  a  l'espèce 

il  y  a  un  ternaire  de  moins,  aaa,  et  un  binaire  de  plus, 

bb.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée  par  un  des 

t  +  I  binaires,  fournit  t  +  i    permutations  à  l'espèce 
cherchée;  on  place  le  ternaire  aaa  à  Fintérieur  du  bi* 

naire.  La  part  sera 

M-_,  (r  — i,r-+-i). 


3(^-1) 


S'il  ne  se  produit  rien  de  nouveau,  on  a  l'espèce 
M^.i  (r —  I,  f)  ;  il  y  a  un  ternaire  de  moins.  Chacune 
de  ces  tournantes,  commencée  par  une  des  r  —  i  lettres 
initiales  des  r  —  i  ternaires,  ou  par  une  des  t  lettres  ini- 
tiales des  t  binaires,  ou  par  une  des  3q — 3 — 3  (r — i) — a  t 
lettres  isolées,  fournit  à  l'espèce  cherchée 

3y  _3_-3(r— i)--2r-f-r--i-4-r,     ou     3g  — 2r— r— i 

permutations,  si  l'on  place  en  tète  le  ternaire  aaa,  La 
part  sera 

3q  — 2r  —  ^  —  I  --      ,  . 
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Là  somme  des  trois  parts,  multipliée  par  q^  donne 

^M,(r,r); 
si  Ton  multiplie  tout  par  ^  —  i^  on  a  la  formule  (r,  t) 

Ci^.IliiM,(r,r)==r2rM^,(r,r-i)4-(r+i)M,_.(r--i,r-hi) 

-4-  (3ç  —  2r  —  r  — i)Mj_,(r— I,  f). 

VI.  Cas  particuliers  de  la  formule  précédente. 
Si  Ton  y  fait  r  =  o,  on  a  la  formule  (r,  o) 

'lll:i^^^{r,o)-^^^,{r^^ 

Elle  comprend,  pour  r  =3 1 ,  la  formule  suivante  (t ,  o), 
relative  à  une  des  espèces  qui  forment  B^^s  • 

^^  M^  (1,0)  =  M,.,  (o,  I)  H-  3  (ç  -  i)  B,-,.,. 

Or, pour  9=3  (IV))  on  a  trouvé  Mt  (o,  i)=oetBt^s=2; 
il  en  résulte 

\  M3  (1,0)  =  682,3  =12,     d'où     M3(i,o)  =9P3. 

On  le  vérifie  directement  ;  il  n'y  a  qu'une  variété  asy- 
métrique 

aaa  hc  bc  hc  ; 

doncMs  (1,0)  =  I.3.3P8  =  9P8- 

Elle  comprend  encore,  pour  r  =  i ,  t  =^  1  la  formule 
(1,1),  relative  à  une  des  espèces  qui  forment  6^,  : 

?-^M^i,i)=2M,.,(i,o)-f-2My-.,(o^2)H-(3y— 4)M^,{o,i). 
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YII.  Abaissement  d* ordre  du  nombre  M^  (o, <)  ;  cas 
particuliers» 

\ .  Cette  espèce  contient  5—  M^  (o,  f  )  tournantes;  si  Ton 
commence  la  tournante  par  un  des  f  binaires,  le  nombre 
des  permutations  ainsi  comptées  est  r~  M^(o,  £}. 

On  eulève  le  binaire  aa  et  la  lettre  isolée  a  «,  on  obtient 
ainsi  des  permutations  d'ordre  </  —  i,  et  le  nombre  ainsi 
compté,  relativement  à  la  lettre  a  éliminée,  devra  être 
multiplié  par  q. 

La  suppression  du  binaire  aa,  considérée  seule,  peut 

donner  un  ternaire,  un  binaire  ou  rien  : 

b  aahb  et  la  réciproque  ^  /  hbb 

b  aa  b  »  l  donnen  t  /   ^^ 

b  aac  »  j  \    bc 

La  suppression  de  la  lettre  a,  considérée  seule,  donne 
les  mêmes  cas  : 

b  a  bb    et  la  réciproque  j  [   bbb 

b  a  b  »  >   donnent  /  bb 

bac  »  )  \  bc 

Mais  le  binaire  aa  et  la  lettre  a  peuvent  produire,  par 
raccordement,  un  ternaire,  quand  on  les  enlève  : 

b aab ab     et  la  réciproque  donnent    bbb^ 

On  nomme  raccordement  toute  figure  qui,  comme  la 
précédente,  résulte  d'un  entremèlement  de  deux  ou  de 
pIuA  de  deux  figures  simples,  que  leur  rapprochement 
fait  confondre  en  une  figure  composée. 
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Premier  cas,  sans  raccordements. 

i^  Il  naît  de  aa  un  ternaire. 

Si  en  même  temps  il  nait  de  a  un  ternaire,  on  a  Tes- 

pèce  M^  (2,  £  —  3);  il  s'est  formé  deux  ternaires,  et 
.     trois  binaires  ont  disparu,  aa  et  le  binaire  voisin,  a?ec 

le  binaire  voisin  de  a.  Chaque  tournante  de  cette  espèce, 

commencée  par  un  des  deux  ternaires,  fournit  huit  per- 
mutations à  l'espèce  cherchée^  on  ferme  de  deux  ma- 
nières, le  premier  ternaire  avec  oa,  Tautre  avec  a.  La 

part  est 

g 

Uç(2,  f  —  3). 


3(^-1) 


S'il  naît  un  binaire,'on  a  Tespèce  M^_i  (i,  t  — i)  ^  il 
s^est  formé  un  ternaire  et  un  binaire;  aa  et  le  binaire 

voisin  ont  été  supprimés.  Chacune  de  ces  tournantes, 
commencée  par  le  ternaire,  fournit  2  [t  —  i)  permuta- 
tions à  Tespèce  cherchée  ;  avec  aa,  on  ferme  le  ternaire 

de  deux  manières  et  avec  a  Tun  des  t  —  i  binaires.  La 

part  est 

Sinon,  on  a  l'espèce  M^_i  (i,  t  —  a)  ;  il  s'est  formé  un 
ternaire,  et  deux  binaires  ont  été  supprimés,  aa  et  le 

binaire  voisin.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée 
par  le  ternaire,  fournit  a  (3^ — t  —  3)  permutations  à 
l'espèce  cherchée  \  on  ferme  avec  aa  le  ternaire  bbb  de 

deux  manières,  et  Ton  place  le  troisième  a  à  Tune  des 

Zq  —  3  —  2  —  [t  —  2)  places  disponibles,  et  il  y  en  a 
autant  que  de  lettres,  moins  deux  du  ternaire  et  une  de 
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chaque  binaire  (pour  9=7  et  f  =  5)  : 

bbb  'd'e'cc  dd*c  *e'g  'ff*  g  'f'C  g''* 

La  part  est  alors 

2(37— f— 3)^ 

a^  Il  naît  de  aa  un  binaire. 

Si  en  même  temps  il  naît  de  a  un  ternaire,  on  ob- 
tient Tespèce  M^_i  (i,  t  —  i);  il  s'est  formé  un  ternaire 
ccc  autour  de  a ,  un  binaire  hb  autour  de  aa^  et  les  deux 

binaires  aa  et  ce  ont  été  supprimés.  Chacune  de  ces 

tournantes,  commencée  par  un  des  t  —  i  binaires,  four- 
nit 2{f  —  i)  permutations  à  l'espèce  cherchée 5  on  ferme 
ccc  arec  a  de  deux  manières,  et  Ton  place  aa  dans  Tin- 

térieur  d'un  des  t  —  i  binaires.  La  part  est 

S'il  naît  un  binaire,  on  a  l'espèce  M^_|  (o,  ^  4-  i)  5  il 
s'est  formé  les  binaires  hh  et  ce ,  et  le  binaire  aa  a  été 

supprimé.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée  par  un 
des  t  +  i  binaires,  fournit  £(t  +  i)  permutations  à  l'es- 
pèce cherchée;  on  ferme  avec  aa  le  binaire  initial,  et 

avec  a  l'un  des  t  binaires  qui  restent.  La  part  est 

3i^M,_.(o.r+i). 

Sinon,  on  a  l'espèce  M^_i  (o,  t)  \  le  binaire  bb  rem- 
place le  binaire  aa.  Chacune  de  ces  tournantes,  com- 
mencée par  un  des  t  binaires,  fournît  t[Zq  —  t  —  3) 
permutations  à  l'espèce  cherchée*,    on  ferme  avec  aa 

le  binaire  initial,  et  l'on  place  a  à  l'une  des  3  y  —  t  —  3 
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places  disponibles,  et  il  y  en  a  autant  que  de  lettres,moins 
une  lettre  de  chaque  binaire  (pour  ^=  6  et  t  =  4)  - 

hb'c*d'e*dd'f*g'cc'f*gg'e'. 

La  part  est  alors 

3^  Il  ne  natt  de  aa  ni  ternaire  ni  binaire. 

S'il  naît  de  a  un  ternaire,  on  a  Tespèce  M^_,{i,  t — a)  ; 

il  s'est  formé  le  ternaire  ccc  et  les  binaires  oa ,  ce  ont 

été  supprimés«  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée 
par  le  ternaire,  fournit  a(3^  —  t  —  3)  permutations  à 
Tespèce  cherchée  ^  on  ferme  avec  a  de  deux  manières  le 
ternaire,  et  Ton  place  aa  à  l'une  des  Zq  —  3 — a  —  [t — a) 

places  disponibles,  et  il  y  en  a  autant  que  de  lettres, 
moins  deux  lettres  du  ternaire,  et  une  lettre  de  chaque 
binaire  (pour  ^  =  6  et  f  =  5)  : 

ccc  'dd*e  'f/'d'g'  ce  '  g  'f'g. 

La  part  est  alors 

2(3^  — r— 3) 

S'il  naît  un  binaire,  on  a  l'espèce  M^.i  (o,  t)  ;  il  s'est 
formé  le  binaire  ce,  et  le  binaire  aa  a  été  supprimé.  Cha- 
cune de  ces  tournantes,  commencée  par  un  des  t  binaires, 
fournit  t(Z(j  —  t  —  3)  permutations  à  l'espèce  cherchée; 
on  place  a  dans  le  binaire  initial,  et  aa  à  l'une  des 

iq  —  t  —  3  places  disponibles,  et  il  y  en  a  autant  qoe 
de  lettres,  moins  une  lettre  de  chaque  binaire  (pour 
q  z=z6ett  =  4)  : 

cc'd'€'dd*jy'g'd'e*M*/'A, 
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La  part  est 

/(37  — <  — 3) 


3(y~i) 


M^_,(o,  0- 


Sinon,  on  a  l'espèce  M^.i  (o,  t — i);  le  binaire  aa  a  été 

supprimé.  Dans  une  des  tournantes  (pour  9==:  6  et  i  =  5), 
il  y  a  3^  —  3  (f  —  i)  places 

bh*ce*h'c'd*e*dd'ff*e'f'e 

disponibles  pour  aa  et  a,  autant  que  de  lettres,  moins 

une  lettre  de  cbaque  binaire,  ou  Zq  —  t  —  a  •,  on  com- 
mence la  tournante  par  aa  une  fois  placé,  ce  qui  donne 

Zq  —  t  —  2  permutations,  et  il  reste  pour  a,  3  ^  —  t  —  3 

places,  ce  qui  donne  (3y  —  t  —  2)  (3^  —  t  —  3)  permu- 
tations* La  part  est 

(3y~^-2)(3y-/^3)  ,„.      ,^ 
(3^-ij M,_,(o,^~i). 


Deuxième  cas,  as^ec  raccordements. 

1.  On  a  l'espèce  M^«i  (i ,  f  —  i)  ;  il  s'est  formé  un  ter- 
naire, et  le  binaire  aa  a  été  supprimé.  Chacune  de  ces 

tournantes,  commencée  par  le  ternaire,    fournit  deux 
permutations  à  Tespèce  cherchée  ;  avec  aa  et  a  on  ferme 

le  ternaire  de  deux  manières.  La  part  est 

On  y  ajoute  les  dix  parts  trouvées  ;  leor  sommé,  mul- 
tipliée par  q^  donne  -^  M^  (o,  t)  ;  on  multiplie  tout  par 

oq 
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^ 5  et  avec  les  réductions,  on  obtient  la  formule  (o,  t) 

?iiZ:ilM^(o,0  — 8Mj_,  (2,  /  —  3) -^  2(2,  r-- 1)  M,_,  (i,  f— i) 

4(3y  — ^— 3)My_.(i,f— 2)-|-r(f-+-i)M^,(o,r-4-i) 
(3y— f— 3}[(2fMy_,(o,^)-l-(3^— ^— 2)M,_i{o,f— I;]. 


2.  Si  l'on  y  pose  £  =  i,  f=2,  f  =  3,  on  a  les 
trois  formules  (o,  i),  (0,2),  (0,3%  relatives  à  des  es- 
pèces qui  forment  B^,S9 

?-^My(o,  l)  =  2M^_,  (i,  o)  -I-  2M^,(o,  2)  -I-  {3q  —  4) 

X  [2M,_,  (o,  l)  -h  3{q  —  l)  B^,.,], 

^i?^My(o,2)=6M^,(i,i)  +  4(3y~5)M,«.(i,o)  . 

-f-6M,^.(o,3)-h(3^~5) 

X  [4M^,  (o,  2)  -I-  {3q  —  4)  M,^.  (o,  i}], 

=  8My_,(2,  o)H-ioM,«,(i,2)-f-4(3y  —  6)M,_,(i,  1} 
-hi2M^_,(o,4)  -h  (3^  — 6) 
X  [6M,..  (o,  3)  H-  (3y  -  5)  M^.,{o,  2)]. 

La  formule  (o,  2)  est  illusoire  pour  ^  ==  2;  elle  don- 
nerait 

jM,(o,2)=i4M,(i,o), 

d'où  Mf  (Oj  2)  serait  8,  tandis  qu'on  a  trouvé  12  (IV). 
D'abord  Mi  (1,  o)  n'est  qu'une  tournante  incomplète,  a 
une  place  au  lieu  de  trois,  et,  pour  cette  raison,  le  nom- 
bre trouvé  est  trois  fois  trop  petit;  il  faudrait  prendre 
24  au  lieu  de  8  ;  ensuite,  qu'on'  ferme  le  ternaire  avec  aa 

de  deux  manières,  ou  avec  a  de  deux  manières,  on  obtien- 
dra le  même  résultat;  le  nombre  trouvé  est  deux  fois  trop 
grandie  et  il  faudra  prendre  12  au  lieu  de  24. 
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VIII.  Résolution  de  trois  nouveaux  problèmes. 

1°  Trouver  le  nombre  Bj^+,,+p  des  permutations  dif- 
férentes faites  avec  3^-4-  a  £  4-  r  lettres^  dont  3  </  égales 
3  à  3,  2«  égales  a  à  a,  (f-^  t  +  r  étant  le  nombre  des 
lettres  distinctes,  quand  deux  lettres  consécutives  sont 
toujours  différentes. 

Une  tournante  d'espèce  M^  (r,  t)  devient  une  Bg^'+ji+rj 
si  Ton  y  suppose  condensées  en  une  seule  les  trois  lettres 
de  chacun  des  r  ternaires,  et  les  deux  lettres  de  chacun 
des  t  binaires,  et  qu'on  pose  q  —  r —  tz=z  q\  Or,  sur  les 
Zq  permutations  d'une  tournante  M^(r,  f),  il  y  en  a 
ar  +  £,  celles  où  les  extrêmes  offrent  un  ternaire  ou  un 
binaire  coupé,  qui  ne  donnent  à  l'espèce  cherchée  rien 
de  plus  que  les  3^  —  ar  —  t  autres  permutations.  On  a 
donc 

^                    Zq  —  ir^t  3y'-hr -h  9.f„   ,       . 

Vn-v-r  =  ^^^ M,  [r,t)=  3^^,_^^^^^  M,  (r.  t). 

a*^  Trouver  le  nombre  Bj^z+tt  des  permutations  diffé- 
rentes qu*on  peut  faire  avec  3  y' -h  a  f  lettres,  dont  3^' 
égales  3  à  3,  et  a f  égales  a  à  a,  qf-^-  t  étant  le  nombre 
des  lettres  distinctes,  quand  deux  lettres  consécutives 
sont  toujours  différentes. 

On  fait  r=  o  dans  la  formule  précédente, 

3  «'  -4-  2  / 

B3^+M=  ^^r:^\  Mf'-K/  (o,  0- 

3^  Trouver  le  nombre  B»^/^;.  des  permutations  diffé- 
rentes qu^on  peut  faire  avec  3y'-f-  r  lettres  dont  Zq* 
égales  3  à  3,  ^+  r  étant  le  nombre  des  lettres  distinctes, 
quand  deux  lettres  consécutives  sont  toujours  diflérentes. 

On  fait  f  =  o  dans  la  même  formule, 


(454) 

Toutes  ces  permutalions  sont  des  tournantes  com- 
plètes. 

IX.  Décomposition  des  Tsxtt  <^^cc  des  calculs  directs. 

Formule  B^,, By,a=     22P5 

»       (0,1) M,(o,i)=:     63P, 

Il  y  a  sept  variétés  asymétriques  : 

aa  hacbebc z 

bcbacbc 1 

ccfi^ 2 

bac f 

I 


Formule  (0,2).'. ...  * Ms(o,2)=     72P8 

II  y  a  huit  variétés  asymétriques  : 

aa  bb  c^éc 2 

aa  c  bb  ca^ 2 

cbac I 

acbe I 

aa  ca  bb  cbc% 1 

bc       cac I 

Formule  (0,9) M5(o,3)=    48P3 

Il  y  a  cinq  variétés  asymétriques  : 

aa  bb  cc^ 3 

aa  bb  a  cc^ .  i 

La  réciproque i 

5X9P8OU45P,  5 


1 
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H  y  a  une  symétrique  de  fraction  ^  : 

ygPa  ou  3Ps     aac  bb  a  ce  b» 

Forinale(i,o) 113(1,0)=:       9P 

II  y  a  une  variëté  asymétrique  : 

aaa  bc  bc  bc. 
Formule  (1,1) M3(i,i)=      18P3 

n  y  a  deux  variétés  asymétriques  : 

aaa  c  bb  cbc i 

La  réciproque i 

n 
Formule  (r,  q  —  r) ^/i  ,a;  =     36 Ps 

Il  y  a  quatre  variétés  asymétriques  : 

aaa  bb  cr.  bc i 

cb  ce I 

Les  réciproques 9. 

4 

Formule  [q  —  i  ,o)M3(2,o)  =0. 

(7— ï»i^ M,(2,i)=       pPs 

(^,0) M3(3,o)=       3P5 

280  P, 

Et,  en  effet,  Taxa  ==  Ts^j  ^'    '%  =  ioP,84  =  280 P3. 

I  •  2  •  o 

X.  Calculs  depuis  q  =  /i  jusqiHà  q  =  6^et  valeur  de  Bv^j. 

1»  Décompos.  desT3x«?T8X4  =  T3XB  — - — 5^ —  =i54ooP4  I 

2.0 


Formule  B. 
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9 
» 


o,i) 

o,a) 

0,3).... 

o,^) 

i,o)... . 
1,1).... 

ni) 

r.q'-r). 

r,  o) 

r.i) 


r,  q  —  r). 
y-i,o). 
^— I,  o) 
q,o).... 


M,(o,i) 

M4(0,2) 

M4{o,3) 
M4{o,4 
M4(i,o 
M/i,i 

M4(l,2 

M4(i,3 

M4(2,0 

M4(2,I 

M4(2,2 

M4(S,o 
M4{3,i 
M4(4,o 


2*  Décomposition  des  Tsxs,  T,x6  =  i4oi4ooPs» 
85,3  = 


Formule  B 


9 


» 
» 


» 

9 
» 
» 


7'3 

0,1) M5(o,l)=: 

0,2) M5(0,2)  = 

o,3), Ms(o,3)  = 

0,0 M5(o,4)  = 

0,q) M5(0,5)i=: 

1,0) M»{i,o)  — 

I,  0-» Ms(i,i)  = 

r,t) M»(i,2)  — 

^0 Ms(i,3)  = 

ng  —  r) Mj(l,4)  = 

/•,  o) M»(2,o)== 

r,  0 M,(2,l)== 

r,t) M,(2,2)=r 

^9  —  '') M5(2,3)=: 

ryO) M6(3,o)  = 

r.t) M,(3,i)  = 

r,  q  —  r),,    M,(3,2)  = 

y  — 1,  o) M5(4,<>)  = 

9-1,1) M.(4,i):= 

y,o) M»(5,o)  = 


=      l4l5P4 

-  367 2  P4 
r  4128P4 
=  2464  P4 

-  348  P4 

r  888P4 
:z  912P4 
=       480  P4 

=  54P4 

=:        1 20  P4 

-  i4iP* 
=3  4P. 
=     24  P4 

= 3P4 

15400P4 
1 40343  p» 

345645  Ps 

376920  pj 

23l26oPs 

8i84oPs 

i4o64Ps 

258i5Ps 
6i68oPs 
63060P5 

33720  Ps 

8640  P. 
2730  P» 

6270  Ps 

5760  Ps 

2460  Ps 

23oPs 

480  Ps 

420  Ps 

i5Ps 

45  p» 

3Ps 

i4oi4ooPs 
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39  Décomposition  des  Tsxt  Tsxt  =  1 90690400  P<. 


Formule  B 


î'ï 

o,  I  ) 

o,  2).... 

0,3)  ... 

0,0 

0,0 

0,  9 ) . . . . 

1,  o) 

1,1).... 

r,n 

^0 

^  0 

r,  7  —  r). 
ryO) 


r,  0 

^  0 

'•.o 

r,  o).... 
r,0-... 

^,0 


r,  o) 


^^j 

7—1,  o). 
7  —  1,  1). 
7,0).... 


Bg,3=  20167651  P« 


Mfl(o,i; 

1  — 

47946672  Pe, 

Me(o,2^ 

1  = 

5 1 354350  Â„ 

M<(o,3; 

320 1 8160  P0 

M,(o,4; 

1 

1 2391920  Ps 

M«(o,5) 

2870208  Pe 

M,  (0,6) 

^^^ 

3l9296Pe 

M«(  I90] 

— 

2940948  p« 

Me(l,l] 

67 7 3400  Pc 

Mfl(l,2] 

— 

686o52oP« 

M,(i,3) 

— 

3874320  Pe 

M.(i,4] 

— • 

1 245600  Pe 

Me(l,5) 

— 

189504  Pc 

Me(2,o) 

238365  P. 

M«(2,l) 

^^ 

526320  Pe 

Mc(2,2J 

49i94oPe 

M«(2,3j 

23688o  Pc 

Me(2,4) 

— 

5256oPe 

M«(3,o] 

_- 

14520  Pe 

M«(3,i, 

)- 

30240  Pe 

Me(3,2] 

24840  Pe 

M,(3,3; 

1  z:zz 

8880  Pe 

M«(4,o] 

— 

765  Pe 

M«(4,i; 

1 

i44oP« 

M«(4,2l 

— 

990  P- 

M«(5,o) 

=r 

36  Pe 

M«(5,i) 

^^Pe 

M«(6,o) 

1 

3Pe 

90590400  Pe 

4*  Valeur  de  B,,3. 
Formule  B,,3,  87,3  =  3980871  i56P,. 
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SDR  U  THÉORIE  DES  SECTIONS  CONIQUES 

(TOlr  mèoie  tom*,  p.  a65); 

Par  m.  Édoua&d  LUCAS. 


La  méthode  que  nous  avons  employée  précédemment 
permet  de  démontrer  encore  les  théorèmes  suivants  : 

Théohème.  —  Les  arêtes  de  deux  trihdres  trirec- 
tangles  ayant  le  même  sommet  forment  six  généra-- 
triées  d^ un  même  cône  du  second  ordre* 

En  prenant,  en  elTet,  pour  axes  des  coordonnées  les  trois 
arêtes  du  premier,  et  en  désignant  par 

^  __  r  _» 

ai        bi        Ci 

pour  i=  I,  2,  3,  les  équations  des  arêtes D.du  second,  le 
cône  cherché  a  pour  équation 

axa^a^    ,    bxhibz       CiC^Ci 

! î =  o, 

puisque,  si  Ton  exprime  que  la  droite  Di,  par  exemple, 
se  trouve  tout  entière  sur  le  cône,  on  retrouve  la  condi- 
tion qui  exprime  que  les  droites  Ds  et  Ds  sont  rectangu- 
laires. 

Théorème.  —  Deux  systèmes  de  trois  diamètres  con- 
jugués d'aune  surface  du  second  ordre  à  centre  unique 
forment  six  génératrices  d^un  même  cône  du  second 
ordre. 

Désignons  par 
l'équation  de  la  surface  du  second  ordre  rapportée  au 
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premier  système,  et  par 

jÇ  :?!  —  f 

pour  i  =::  I ,  a,  3,  les  trois  diamètres  D,*  formant  le  second 
système.  Le  cône  cherché  a  pour  équation 

tf,  <J,  «3  hx  h^  6a     .     Tï  ^1  <?î  ^3 

M h  N h  P =  o, 

puisque,  si  Ton  exprime  que  la  droite  Ds  est  située  sur 
ce  cône,  on  retrouve  la  condition  qui  exprime  que  les 
droites  Ds  et  D3  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  surface 
donnée. 

On  démontre  de  la  même  manière  les  deux  théorèmes 
suivants  : 

Théobème.  —  Les  faces  de  deux  trièdres  ttirectangles 
forment  six  plans  tangents  d^un  même  cône  du  second 
ordre. 

Théorème.  —  Deux  ^sternes  de  trois  plans  dia- 
métraux conjugués  d*une  surface  du  second  ordre  à 
centre  unique  forment  six  plans  tangents  d^un  même 
cône  du  second  ordre. 

Si,  en  effet, 

pour  z  =:  1 ,  a,  3,  représente  Téquation  d'un  plan  diamé- 
tral du  second  système  dans  la  surface 

Ma?»-f-N7'-hP2'=i, 

rapportée  aux  trois  plans  du  premier,  le  cône  cherché  a 
pour  équation 


\/ 


fiia^aiX  jbxb^h^y    ,    ^    ICyC^c^z 


P 


-  =  o. 
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L'avantage  de  ce  genre  de  démonstration ,  qui  rentre 
dans  la  méthode  synthétique,  consiste  non -seulement 
dans  la  brièveté,  mais  dans  rétablissement  de  Téquation 
de  la  courbe  ou  de  la  surface,  ce  qui  permet  de  déduire 
aisément  les  propriétés  métriques  correspondantes. 

Théobèmb.  — Si,  sur  les  trois  diagonales  d'un  quadri-^ 
latère  complet,  on  prend  trois  couples  de  points  gui  di^ 
irisent  harmoniquement  ces  trois  diagonales^  les  six 
points  seront  situés  sur  une  conique. 

En  prenant  pour  triangle  de  référence  le  triangle  dia- 
gonal du  quadrilatère  et  les  équations  des  côtés  du  qua- 
drilatère sous  la  forme 

—  ±  —  ±:  -  =o, 

les  deuic  sommets  du  quadrilatère  situés  sur  Taxe  des  z 
sont  donnés  avec  z  =z  o  par  les  équations 

—  Zt—  r=0, 

«1     ri 

et  l'équation  d'un  faisceau  de  deux  droites  conjuguées 
harmoniques  des  deux  précédentes  est,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  v, 

~  -f-  -j  —  av =  o, 

et  les  traces  de  ces  droites  sur  Taxe  des  z  sont  situées  sur 
la  conique  ayant  pour  équation 

jc,        j^,        «j  xz  zx  xy 

-^  -I-  ~r  4-  -T  —  2\ au av  --^  =  o, 

*î      y\      »î  •       7i«i  «1*1  «i/i 

dont  la  forme  symétrique  démontre  immédiatement  le 
théorème  proposé. 

On  en  déduit  la  proposition  suivante  : 
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Sî  une  conique  divise  harmoniquement  deux  diago- 
nales iTun  quadrilatère  complet,  elle  di^fise  aussi  har- 
moniquement  la  troisième. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  le  quadrilatère  et  la  conique 
sont  conjugués,  et  l'équation  précédente,  qui  représente 
Téquation  générale  des  coniques  conjuguées  a]}  quadri- 
latère, contient  trois  paramètres  arbitraires  (^). 

Théorème.  —  Les  droites  qui  joignent  les  sommets 
d 'un  triangle  à  deux  points  quelconques  se  coupent  en 
de  nousfeaux  points  dont  les  projections  sur  les  côtés 
correspondants  forment  six  points  situés  sur  une  co- 
nique^ 

Considérons  deux  points  Pj  et  Ps  dans  le  plan  du 
triangle  de  référence  ABC;  les  droites  BPi,  CP,  et  BP,, 
CPj  se  coupent  en  deux  points  distincts  de  Pi  et  P,, 
dont  les  projections  sur  Taxe  des  x  sont  données  par 
Féquation 


X,       \ 

=o; 

XxyiZ^I 


par  conséquent,  en  opérant  de  même  pour  les  autres 
sommets,  on  obtient  six  points  situés  sur  la  conique 


\-— 1 /2— ' ! ^  1  —...  =  0. 

PiJ^i      y\jr^      2i*2  x^tTxZx      xxytz^j 

En  retranchant  cette  équation  de  celle  de  la  conique 

r^  r'  z^  /    I  I    \ 

h  -^ 1 yz\ i —...  =  0, 


X 

X 


qui  passe  par  les  six  projections  de  Pi  et  de  P,,  on  ob* 
tient  Téquation  d'une  conique  circonscrite  au  triangle  de 

(*)  Chasles,  Traité  des  Sections  coniques,  t.  I,  p.  96.  >—  P.  Serret, 
Géométrie  de  direction,  p.  261. 
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référence,  et  dont  la  position  du  centre  d'homologie 
donne  lieu  à  diverses  propriétés  métriques. 

Cette  conique  passe  par  les  points  d^intersection  des 
deux  premières. 

Théorème.  —  Si^  par  les  trots  points  conjugués  d^un 
point  par  rapport  aux  trois  côtés  (Tun  triangle  pris  pour 
axes  de  référence  y  on  mène  destangentes  à  une  conique, 
leurs  traces  sur  les  axes  correspondants  forment  six 
points  d'une  conique» 

Nous  appelons  points  conjugués  d'un  point  donné  par 
rapport  à  un  triangle  les  trois  points  d'intersection  des 
polaires  de  ce  point  par  rapport  à  deux  des  angles  de  ce 
triangle. 

Désignons  par 

Téquation  de  la  conique  donnée,  et  par  Pi  (x,,^,,  Zi)  le 
point  donné.  Le  point  conjugué  de  ce  point  par  rapport 
à  Taxe  des  z  a  pour  coordonnées  proportionnelles 
^1)^19  —  ^i)  6t  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
conique  donnée  ont  pour  traces  sur  l'axe  des  z  les  deux 
points  fournis  par  les  équations  ^  =  o  et 

—  iixx[Afx,Xi  H-  ai(Bj?,  -f-  B>,  -4-B''2,)]  =  o. 

Ces  deux  points  et  les  quatre  analogues  sont  situés  sur 
la  conique 

ar'(AV;  H-  A'zJ^-  2Br,a,)  -4-  r'{k"x]  4-  AzJ  H-  2B'«,x.) 

-}-«»(A'xî-hAr;-f-2B".r,/,) 

—  2A/i»i^8 —  2A'3,j:,»x —  'xk!'  x^yxxy 

—  z  (  Bar,  -h  B'j,  H-  B'^Zi  )  [xyz^  -h  yzx^  -h  zxy^  )  =  o. 

Ce  théorème  comporte  un  grand  nombre  de  cas  parti- 
culiers, ainsi  qu'en  corrélation. 
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Théo&èm£.  —  Les  droites  qui  joignent  un  point  aux 
traces  tïune  droite  sur  les  côtés  du  triangle  de  réfé'^ 
rence  rencontrent  les  autres  côtés  en  six  points  situés 
sur  une  conique. 

En  désignant  par  Pi  (xi,j^,,  «i)  et  par  D,  (ii,  i/,  w)  le 
point  et  la  droite  donnés,  la  conique  cherchée  a  pour 
équation 

Yz 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant,  géné- 
ralisation du  théorème  de  Pascal  : 

Si  deux  cubiques  ont  trois  points  communs  en  ligne 
droite,  les  six  autres  points  d^ intersection  sont  situés 
sur  une  conique. 

Nous  compléterons  enfin  le  théorème  de  M.  Chasles, 
démontré  dans  l'article  précédent.  Nous  avons  vu  que,  si, 
par  les  trois  sommets  d'un  triangle,  on  mène  des  tan- 
gentes à  une  conique 

leurs  traces  sur  les  côtés  opposés  sont  situées  sur  la  co- 
nique 

—  2  AB/«  —  2  A'B'zr  —  2A"B".r;  =  o. 
L*équalion  de  la  conique  4>  peut  s'écrire 

B^«»-f-  B'»j»4-  B"^8'—  ^B'B^yz 

—  aB^Bzo:  —  nBB'xy  -h  ^/(a:,^,  z)  =  o, 

d  désignant  le  discriminant  de  y*,  et,  par  conséquent,  les 
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coniques  y*  et  cp  ont  leurs  points  d'intersection  sur  la  co- 
nique 

inscrite  dans  le  triangle  de  référence. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1171 

(rolr  a*  série,  t.  XIV «  p.  a4o); 

Pa&  m.  L.  MICHEL,  au  Puy. 

Soient  M,  A,  B  trois  points  (Tune  circonférence; 
irouifer  le  Heu  géométrique  des  foyers  des  paraboles 
tangentes  en  A,  6  aux  droites  MA,  MB,  lorsque  le  point 

M  se  déplace  sur  la  circonférence» 

(Laisànt.) 

Quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  circonférence, 
r angle  en  M  reste  constant.  Or,  on  sait  que  langle  de 
deux  tangentes  à  la  parabole  est  égal  à  la  moitié  de 
Pangle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  corde  de  contact. 
Si  donc  on  désigne  par  F  un  point  du  lieu,  Tangle  AFB 
est  constant  ;  le  lieu  est  par  suite  une  circonférence  de 
cercle  facile  à  déterminer. 

yote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret^Blauc; 
G.  Yandame;  A.Bertrand  ;  Gambey;  Lez;  Goulin  et  Nivelle,  élèves  du  lycée 
de  Rouen;  P.  S.,  de  Cherbourg;  A.  Durel,  répétiteur  au  lycée  du  Havre; 
F.  Pitois,  élève  du  collège  d'Annecy;  Ghadu;  GondeloD,  élève  du  lycée 
de  Moulins;  Tourrettes;  A.  Pellissier;  L.  Arriu;  Launoy,  à  Lille;  Cha- 
banel,  à  Reims. 
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Question  1172 

(roir  a*  série,  1.  XIY,  p.  240); 

Par  m.  h.  LEZ. 

Soient  a,  i,  c  les  côtés  ;  S  la  surface  d'un  triangle 
ABC  ;  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ,• 
ap'  le  périmètre  du  triangle  de  périmètre  minimum 
inscrit  dans  ABC  : 

I**  Construire  le  triangle  ABC^  connaissant  ap'  et  les 
angles  A,  B,  C^ 

a^  Démontrer  la  formule  S  =  ;;'R. 

(C.    CBADtJ.) 

Pour  construire  un  triangle  ABC<  connaissant  les  an- 
gles A,  B,  C  et  le  périmètre  ap'  du  triangle  inscrit  de 
périmètre  minimum,  c'est-à-dire  le  triangle  PMN  obtenu 
en  joignant  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  primitif, 
il  suffit  de  remarquer  :  i^  que  les  angles  au  centre  O  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  sont  doubles  des  an- 
gles aux  sommets^  a**  que  les  côtés  PN,  PM,  MN  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  rayons  OA,  OB,  OC 
passant  par  les  sommets  opposés  \  3^  que  les  angles  P, 
N,1VI  sont  les  suppléments  des  angles  aC,  aB,  a  A  ;4*^que 
les  hauteurs  du  triangle  ABC  sont  les  bissectrices  des  an- 
gles M,  N,  P. 

Construisant  donc  un  triangle  PNM  dont  on  connaît 
les  angles  et  le  périmètre  ip\  les  perpendiculaires  à  ses 
bissectrices  détermineront  le  triangle  ABC. 

Quant  à  l'aire  du  triangle  ABC,  il  est  facile  de  voir 
qu'elle  égale  p'R;  car,  si  l'on  joint  le  centre  O  du  cercle 
circonscrit  aux  sommets  du  triangle  PMN,  la  figure  se 
trouve  décomposée  en  trois  parties  ayant  chacune  pour 
surface  la  moitié  d'un  côté  du  triangle  MNP  multiplié 
par  le  rayon  R.  On  peut  trouver  la  valeur  de  pf  en  ob- 

Ann.  de  Mathémai.,  a*  série,  t.  XIV.  (Octobre  1870.)  3o 
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servant  que  S  =  pr  =  p^K^  d'où 

ip{p  —  a)(p—b){p  —  c) 
^  ""  abc 

^a^b*~\-  na^c^-h  2^'c*—  û*  —  b*—  e* 

^abc 

z=z  —f-  =  -- —  =  ha  sin  A. 
aoc         oc 

U  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  de  résoudre  les 
questions  posées  par  M.  Gambey  (même  tome,  page  3 a 8), 
et  relatives  à  Ténoncé  de  M.  Chadu  ('*'). 

i^  Pour  construire  le  triangle  ÂBC,  connaissant  ses 
angles  et  le  rayon  i^  du  cercle  inscrit  au  triangle  PMN,  il 
suffit  de  construire  d'abord  le  triangle  PMN  dont  les 
angles  sont  les  suppléments  de  aC,  26,  a  A  et  dont  le 
rayon  r^  du  cercle  inscrit  est  donné  :  c'est  un  problème 
connu.  Les  perpendiculaires  aux  bissectrices  intérieures 
détermineront  les  côtés  du  triangle  ABC. 

a^  Si,  au  lieu  de  cela,  on  connaît  les  angles  et  la  sur- 
face du  triangle  PMN,  on  construira  d'abord  ce  triangle, 
ce  qui  est  simple,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  trouver  un  triangle 
semblable  à  un  triangle  donné  et  d'une  aire  déterminée. 
Le  reste  de  la  construction  comme  dans  le  cas  précédent. 

3^  Quant  aux  formules 

h  h*  h" 
S  = j-  =  2RVtangA  tangB  tangC, 

elles  découlent  des  transformations  suivantes  : 
Puisque 

p'^=zh  sin  A,    p'  =  h'  sinB,    p'  =  h"  sînC, 


(*)  M.  P.  Sondai  nous  a  envoyé  une  solution  analogue  de  ces  mêmes 
questions. 
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on  peat  écrire 

/>z=AA'A''sinAsinBsinC  =  ^. 
Or 


8 


«nAsmBsmC- ^^^ =  — , 

car 

et 

fl»^V 

~  8/?(/?  —  a;  (p  —  b)[p'-c)^ 
d*où 

mais  pr  ==  p'Vi\  alors 

2/?' 

De  même,  en  remarquant  que  les  côtés  du  triangle  MNP 
sont  représentés  par 

fn^=z ,      n=z , 

10C  nac 

et  que  m  H-  /i  4-  ^  =  ap',  on  a,  en  réduisant ^ 

mais 

tang A  tangB  ta.gC  :^  8^.i^a6c        '^ 

d'où 

3o. 
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car 

^p  [p  —  a){p  —  b)  (p  —  c) 

abc 


=p' 


Note»  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  P.  S.,  de  Cherbourg- 
E.  Gatti,  étudiant  à  l'Université  de  Turin;  Michel,  au  Puy;  F.  Stordeur, 
de  Lille;  E.  Rebufiel,  élève  du  lycée  de  Rennes^  Tourrettes^  F.  Pitois, 
élève  du  collège  d'Annecy;  Gondelon,  élève  du  lycée  de  Moulins;  E.  Du- 
pont, élève  du  lycée  du  Havre  ;  A.  Durel  et  E.  Vasselin. 


Question  H73 

(voir  a*  série,  t.  XIV,  p.  a88); 

Par  m.  L.  MICHEL,  au  Puy. 

Lorsque  les  médianes  d^un  triangle  inscrit  dans  une 
ellipse  se  coupent  au  centre  de  la  courbe  y  le  lieu  du 
point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  est  une 
ellipse  tangente  à  la  développée, 

(POUJADE.) 

Les  médianes  du  triangle  étant  des  diamètres,  les  côtés 
sont  respectivement  parallèles  aux  tangentes  aux  trois 
sommets,  et,  par  suite,  les  trois  hauteurs  du  triangle 
sont  des  normales  à  l'ellipse. 

Cela  posé,  soit  (a,  |3)  un  point  du  lieu.  Si  Ton  forme 
Téquation  connue  du  quatrième  degré,  qui  a  pour  racines 
les  abscisses  des  pieds  des  normales  menées  du  point 
(a,  (3)  à  Tellipse,  on  trouve  que 

x"  -I-  a:*^  -4-  X'^= 


D'ailleurs  a/  H-  j:''-4-  x"'  =  o,  puisque  Porigine  est  le 
centre  des  moyennes  distances  des  pieds  de  trois  des 

normales.  En  remplaçant  x  par  — —  dans  Téquation 

en  a:,  on  a,  entre  a  et  (3,  une  relation  qui  est  Téquation 
du  lieu.  On  trouve  ainsi  aisément,  en  remplaçant  d'ail- 
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leurs  a  et  (3  par  x  et  j^, 

équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Elle  peut 
s'écrire 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  celte  courbe  est  tangente 
à  la  développée  de  l'ellipse.  On  peut  le  mettre  nettement 
eu  évidence  de  la  façon  suivante  : 

L'équation  de  la  développée  est 

Je  remarque  que,  si  ^  et  u  sont  liés  par  la  relation 
Jf  -}-  u  =  I ,  il  en  résulte 

a'  -h  «'  —  -J-  -h  Zzu  =^  I 
ou 

D'après  cela,   Péquation  [%)  de  la  développée  peut 


s'écrire 


(?y-m'-j-![(?)'-mT=». 

ce  qui  montre  clairement  que  Tellipse  (i)  lui  est  tan- 
gente en  ses  points  d'intersection  avec  les  droites  défi- 
nies par  l'équation 

[axY-^  [byYz=zOf     ou    xz=z±-rx, 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Gondelon,  élève 
du  lycée  de  Moulins;  Moret>B1anc ;  Launoy,  à  Lille;  Chadu;  Tourrettes; 
Chabanel,  à  Reims;  P.  Sondât,  professeur  au  collège  d'Annecy  ;  P.  S., 
de  Cherbourg;  Gambey;  A.  Astor,  à  Angoulème;  Vladimir  Habbé,  à 
Odessa. 
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Question  H74 

(  TOlr  a"  série,  t.  XIV,  p.  aS8  ); 

Pae  m.  F.  STORDEUR, 

Maftre  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

Trouver,  dans  V intérieur  (T un  triangle  ABC,  un  point 
O  qui  soit  tel  que,  si  de  ce  point  on  abaisse  des  perjfen-- 
diculaires  OA',  OB',  OC,  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB  de 
ce  triangle,  Faire  du  triangle  A'  B'  C  soit  un  maximum. 

(Harkema). 

Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  du 

cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  pour  axes  deux 

droites  rectangulaires  quelconques  passant  par  ce  point. 

Soient  alors 

X  =  X  cos  a  -1-  ^  sin  a  —  a  =  o, 

lLz=x  cos  p  -h^  sin  p  —  c  =  o, 

les  équations  respectives  des  côtés  BC,  AC  et  AB  du 

triangle. 

Si,  d*un  point  O  du  plan  dont  les  coordonnées  sont 
X  etj^,  on  abaisse  les  perpendiculaires  OA',  OB',  OC  sur 
les  droites  précédentes,  la  surface  S  du  triangle  A'  B'  C 
est  fournie  par  Tégalité 

(i)  psinA -*- vXsinB  H->fAsinC  =  aS. 

Et  si,  dans  cette  relation,  on  considère  x  et  jr,  qui  j 
entrent  implicitement,  comme  coordonnées  courantes, 
on  a  Téqualion  du  lieu  du  point  (x,  j).  Ce  lieu  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées,  car 
son  équation  ne  diffère  que  par  une  constante  a  S  de 
celle  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 

f*v  sin  A  +  vX  sinB  +  Xfi  sinC  =  o. 

En  remplaçant  dans  Téquation  (  i  )  X,  /x  et  y  par  leurs 
valeurs  exprimées  en  fonction  de  x  et  de/,  on  trouve  que, 
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ponr  que  le  cercle  lieu  du  point  (x,  /)  soit  réel,  il  faut 
<pie  la  quantité 

ptv  sin  A  -i-  wu  sinB  -4-  uv  sinC  —  2 S 
soit  positive,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

2S5  wsinA  4-  wusmB  4-  «««'sinC. 

Le  maximum  de  S  a  donc  lieu  lorsque  cette  inégalité 
se  change  en  égalité. 

Dans  ce  cas,  le  lieu  du  point  {x,  j)  se  réduit  à 
un  cercle  de  rayon  nul,  c'est-à-dire  à  l'origine  des 
coordonnées.  Ainsi  le  point  cherché  est  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et  la  surface  maxi- 
mum est  le  quart  de  celle  de  ce  triangle. 

Il  faut  remarquer  que,  si  le  triangle  donné  a  un 
angle  obtus,  le  centre  du  cercle  circonscrit  est  à  l'ex- 
térieur-, l'énoncé  de  la  question  suppose  donc  que  le 
triangle  ABC  a  tous  ses  angles  aigus. 

Toutefois,  le  maximum  de  S  ainsi  déterminé  est  un 
maximum  relatif*,  car,  eu  égard  seulement  aux  valeurs 
absolues,  S  peut  prendre  une  valeur  aussi  grande  que 
l'on  veut  pour  une  position  du  point  O  convenablement 
choisie  à  l'extérieur  du  triangle. 

Quand  le  point  O  est  à  l'origine  des  coordonnées,  S  est 
maximum^  si  le  point  décrit,  autour  de  l'origine,  un 
cercle  de  rayon  croissant,  S  décroit  jusqu'à  la  valeur 
zéro  qu'elle  atteint  lorsque  le  point  O  est  sur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC 

EnGn,  si  le  rayon  du  cercle  croit  indéfiniment,  la 
surface  S,  devenue  négative,  décroit  indéfiniment  et  sa 
valeur  absolue  croit  au  delà  de  toute  limite. 

Noie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Michel,  au  Puy; 
P.  S.,  à  Cherbourg;  Gambey;  Tourrettes;  Maleyx;  Chadu;  P.  Soudât; 
Lei;  Genty;  Moret-Blauc. 
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Questions  H78  et  1179 

(Toir  a*  série,  t.  XIY,  p.  336); 

Par  m.  p.  SONDAT, 

Professeur  au  collège  d^Annecy. 

1178.  Soient  P  un  point  ptis  sur  Vaxe  d'une  co- 
nique à  centre,  et  MN  une  tangente  quelconque,  limitée 
aux  deux  perpendiculaires  élevées  aux  extrémités  de 
cet  axe:  démontrer  que  la  puissance  du  point  V^par 
rapport  à  la  circonférence  de  diamètre  MN,  est  con^ 
stante.  (Laisàht.) 

On  sait  que  la  droite  MN  est  vue  de  chacun  des  foyers 

F  et  P  sous  un  angle  droit,  ce  qu'il  est  d'ailleurs  facile 

de  démontrer^  la  circonférence  de  diamètre  MN  passe 

donc  aux  foyers,  et  la  puissance  du  point  P,  représentée 

par  le  produit 

PF  X  PF, 

est  évidemment  constante. 

1179.  Soient  MN  une  tangente  quelconque  à  une 
parabole,  limitée  en  M  à  la  tangente  au  sommet,  et 
en  N  à  une  perpendiculaire  Jixe  quelconque,  élevée  sur 
l'axe  de  la  courbe  i  P  un  point  fixe  quelconque  pris  sur 
cet  axe  :  démontrer  que  la  puissance  du  point  M,  par 
rapport  à  la  circonférence  de  diamètre  MP,  est  con- 
stante. 

(LUSIKT.) 

Soit 

p 

une  tangente  quelconque  à  la  parabole 
(2)  x^  =  2px'. 
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elle  rencontre  la  tangente  au  sommet  A  et  la  pefpendi- 
culaire  fixe,  menëe  à  Taxe  à  une  distance  AB  =  6  de  ce 
sommet,  aux  points  M  et  N  pour  lesquels 


AM  =  -^ 


2l7f 

Si,  d'ailleurs,  on  pose  AP  =  a  et 


(3) 


I 


«-+- 

b 

a 

0\ 

a 
BN 

—  » 

6 

j 

■ 

2 

p'r=(«-a)»4-pS 


le  cercle  décrit  sur  NP  comme  diamètre  aura  pour  équa- 
tion 

(4)  (^-«r■+-(r-pr=p^ 

et  sera  rencontré  par  la  droite 

(5)  j  =  ^ 

en  deux  points  dont  les  distances  au  point  M  sont  les 
racines  de  Téquation 


(^— )'-^fe-py=^'' 


obtenue  en  éliminant  y  entre  (4)  et  (5). 
Le  produit  de  ces  racines 


CT 


=-(s^-fy- 
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représente  la  puissance  du  point  M,  et  devient,  diaprés 
les  relations  (3), 

zj  =  ao =  const.      c.  q.  f,  d. 

2 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambey,  B.  Lau- 
noy;  Ley;  A.  Pellissier;  A.  Astor;  Catala,  à  Guéret;  U.  Lamelle;  C.  Le 
Paige,  à  Liège;  E.  de  Lamaze,  à  Sorrèze;  MoretrBlanc;  L.  Goulin,  élève 
du  lycée  de  Rouen. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Brocard  nous  a  adressé  les  solutions  des  questions 
868,  898  et  932  ;  c'est  par  oubli  que  ces  solutions  n'ont 
pas  été  mentionnées  plus  tôt. 

Nous  avons  reçu  les  Mémoires  suivants  : 

Génération  des  lignes  et  des  surfaces  du  second  degré, 
diaprés  Jacobi,  par  J.  Wàille.  Besançon;  1875. 

Alcune  formole  fondamentali  per  lo  studio  délie  equa^ 
zioni  algebrico-differenziali  di  primo  ordine  e  se- 
cundo grado  tra  due  variabili  ad  intégrale  générale 
algebrica.  Nota  del  M.E.  prof.  Felice  Casorati,  letta 
nelPadunanza  del  10  décembre  1874?  del  R.  Istiluto 
lombardo  di  Scienze  e  Lettere. 

Principes  d'une  théorie  des  systèmes  symétriques  d^ élé- 
ments, par  le  D'  Emil  Weyr,  secrétaire  perpétuel 
de  la  Société  mathématique  de  Bohème.  (Extrait  des 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  na- 
turelles de  Bordeaux.  ) 

Ueber  Raumcurven  vierter  Ordnung  mit  einen  cuspidal 
Punkte,  von  D'  Emil  Weyr,  in  Prag.  (Extrait  des 
Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Vienne.) 
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Suî  determinanti  di  funzioni.  Nota  del  prof.  Felige 
Casorati.  Milan;  1875.  In-4* 

Notice  sur  la  vie  et  les  trav^aux  de  Rodolphe-Fré- 
déric-AlJred  Clebsch,  par  M.  Paul  Mawsiow,  profes- 
seur à  l'Université  de  Gand.  (Extrait  du  Bullettino  di 
Bibliograjia  e  di  Stoiia  délie  Scienze  matematicHe  e 
fisiche,  t.  Vin,  mars  iSyS. 

Le  Catalogue  contenu  dans  les  pages  i4-66  de  cette  publi- 
cation indique  180  travaux  de  Clebsch;  de  ces  180  travaux,  les 
7*,  68*,  70*,  86*,  93*  ne  sont  pas  indiqués  dans  le  Catalogue  in- 
titulé Uste  der  Publicationen^  qui  se  trouve  aux  pages  5i-55 
du  volume  intitulé  Mathematische  Annalen,  VII  Band;  Leip- 
zig, 1874-  Les  recensements  (Referate)  indiqués  dans  le  pre- 
mier de  ces  Catalogues,  sous  les  n®'  107-177,  ne  sont  men- 
tionnés dans  le  second  [Mathematische  Annaten^  yiIBand,p.55, 
lig.  1 2-1 4)  autrement  qu'ainsi  : 

«  Einzelne  Referate  in  den  Banden  der  Fortschritte  der  Phy- 
sik,  dem  ersten  und  zweiten  Bande  der  Fortschritte  der  Ma- 
thematik,  in  Hoffmann^s  Zeitschrift  fur  mathematischen,  etc. 
Unterricht.  »  ' 


PIIBUGATIONS  RÉCENTES. 


The  Cône  and  its  sections  treated  geometncallyy  by 
S. -A.  Renshaw,  of  Nottingham.  London,  Hamihon, 
Adams  and  C^-^  Paternoster  Rovv:  1875.  In-4,  avec 
planches. 

C'est  un  Traité  complet  des  sections  coniques,  où  tous  les 
théorèmes  sont  démontrésgéométriquementàla  manière  d*Âpol- 
lonius.  I/auteur  a  introduit  la  courbure  et  les  propriétés  anhar- 
moniques. 
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Archiu  Mathematiky  a  Fjsihy^  publié  par  la  Société 
mathématique  de  Bohème,  à  Prague,  et  rédigé  par  le 
secrétaire  perpétuel,  D*"  Emijl  Wbyr.  Prague,  Ed.  Gré- 
gra^  1875.  Iq-8,  avec  planches. 

Cette  publication  parait  à  des  époques  irrégulières  et  contient 
des  Mémoires  écrits  en  langues  diverses.  A  la  fin  de  chaque 
volume,  on  publie  en  français  un  extrait  des  Mémoires  écrits  en 
langue  bohème. 

Analecles^  ou  série  de  Mémoires  sur  les  diverses  parties 
des  Mathématiques,  par  M.  Nicolaïdès,  paraissant  à 
époques  ir régulières  par  livraisons  de  2  feuilles,  à  partir 
de  i87i.  Prix  de  chaque  livraison  :  Soc. 

,  Les  dix-sept  premières  livraisons  de  cet  intéressant  Recueil 
contiennent  :  I.  Mémoire  sur  le  mouve mental' un  point  matériel. 
Sur  la  théorie  des  surfaces.  —  II.  Note  sur  la  théorie  des  nom- 
bres. Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel.  Sur  quelques 
articles  des  Annales  de  Mathématiques,  —  III.  Théorie  du 
mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Application  aux 
organes  des  machines.  —  IV.  Problèmes  de  Géométrie.  — 
V.  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  Bertrand.  Sur  les  po- 
daires  et  les  arcs  plans.  —  VI.  Théorème  de  Fagnano.  Nouvelle 
propriété  d'un  système  de  coniques  homofocales.  Théorèmes 
de  MM.  Chasies  et  Kupper.  Représentation  géométrique  d'Eu- 
ler,  etc.   —  VII.  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires.  — 

VIII.  Sur  les  développées  successives  des  courbes  planes.  — 

IX.  Sur  les  développées  successives  des  courbes  planes  (suite). 
Nouvelles  propriétés  du  mouvement  d'un  point  matériel.  Note 
sur  la  théorie  des  caustiques  ;  relation  entre  les  rayons  de  cour- 
bure  de  la  caustique  et  de  l'anticaustique  ;  formules  diverses  ; 
centre  de  jonction.  —  X.  Transformation  des  courbes  et  des 
surfaces.  Transformation  des  courbes  à  double  courbure  parb 
méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques.  Transformation  des 
surfaces.  —  XI  et  XII  réunies.  Surfaces  podaires.  Sur  les 
éléments  d'une  substitution  orthogonale  ternaire.  Sur  le  mouve* 
ment  d'un  quadrilatère  articulé  ;  coulisse  de  Stephenson,  parai- 
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lélogramiue  de  Watt.  Sur  les  équations  fondamentales  des  sur- 
faces; formes  de  ces  équations  lorsque  les  deux  systèmes  de 
lignes  que  l'on  considère  se  coupent  sous  un  angle  variable.  Cas 
particuliers;  équations  de  M.  Bonnet,  de  M.  Ck>dazziy  de  Lamé, 
de  Bour.  —  XIII  et  XIV  réunies.  Forme  définitive  des  équations 
fondamentales  des  surfaces.  Applications  diverses.  Enveloppe 
d'une  droite.  Mouvement  des  polygones  articulés.  Mémoire  sur 
les  surfaces  orthogonales.  —  XV.  Mémoire  sur  les  surfaces 
orthogonales  (suite).  Cas  particuliers.  Transformation  des  for- 
mules en  coordonnées  polaires  ;  nouveaux  systèmes.  Autre 
transformation  ;  nouveaux  systèmes.  —  XVI.  Note  au  sujet  du 
Mémoire  qui  précède  (surfaces  orthogonales).  Sur  le  mouve- 
ment des  polygones  plans  et  sphériques.  Théorèmes  sur  le  pen* 
tagone,  sur  l'hexagone,  etc.  Théorèmes  de  Cinématique.  Sur 
le  mouvement  d'un  point  matériel.  Sur  les  surfaces  à  courbure 
moyenne  constante.  —  XVII.  Sur  les  surfaces  réglées.  Cas  par- 
ticuliers. Lignes  tracées  sur  les  surfaces  réglées.  Sur  quelques 
courbes  gauches. 

Traité  d* Algèbre,  par  H.  Laurent,  à  l'usage  des  candi- 
dats aux  Ecoles  du  Gouvernement  ;  a^édit.^in-SjiSjS. 
Prix  :  7  fr.  5o. 

L'auteur  s'est  proposé,  dans  cet  Ouvrage,  de  développer  le 
programme  des  connaissances  exigées  pour  l'entrée  à  l'École 
Polytechnique  et  à  l'École  Normale.  Toutefois,  il  ne  s'est  pas 
astreint  à  suivre  ce  programme  à  la  lettre,  et  il  a  donné  de 
l'extension  aux  théories  les  plus  intéressantes.  Nous  citerons  en 
particulier  celles  des  polynômes  entiers,  des  déterminants,  des 
imaginaires,  des  séries,  ainsi  que  ce  qui  a  trait  à  l'analyse 
combinatoire  et  aux  éléments  du  Calcul  différentiel. 

Elementi  di  Calcolo  grafico,  de!  prof.  Luigi  Cremonà. 
Texte  et  figures,  in-8,  1874.  Prix  :  2  fr.  5o. 

Cet  Ouvrage  a  été  écrit  principalement  pour  les  élèves  des 
Écoles  d'application  qui  veulent  se  préparer  à  l'étude  de  la 
Statique  graphique.  Il  peut  servir  d'utile  introduction  à  l'Ouvrage 
suivant. 
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La  Statique  gi^aphique  et  ses  applications  aux  construc^ 
tions,  par  M.  Levy.  Un  volame  grand  in-8  avec  un 
atlas  même  format,  comprenant  24  planches  doubles; 
1874.  Prix  :  16  fr.  5o. 

La  Statique  graphique  met  à  la  disposition  de  tous,  pour 
tenir  lieu  des  calculs  laborieux  auxquels  se  livrent  encore 
journellemeut  nos  ingénieurs,  des  procédés  simples  et  expé- 
ditifs.  Ces  procédés  ont  de  plus  le  précieux  avantage  de  ren- 
fermer toujours  en  eux-mêmes  le  principe  de  leur  vérification, 
de  telle  sorte  qu*ils  peuvent,  comme  toutes  les  méthodes  gra- 
phiques, laisser  nn  doute  sur  une  fraction  décimale,  chose  très- 
indifférente  en  ce  genre  d'applications  ;  ils  sont  en  revanche 
exempts  de  ces  chances  d'erreurs  grossières  que  comportent  les 
longues  opérations  arithmétiques. 

Riassunto  délie  Lezioni  di  Algebra  date  dal  comm. 
GiusTO  Bellavitis.  In-8,  i5o  pages,  1875. 

Chap.  I.  Principes  et  résolution  numérique  des  équations 
algébriques  à  une  inconnue.  —  Chap.  II.  Résolution  algé^ 
brique  des  équations.  —  Chap.  III.  Théorèmes  relatifs  aux 
polynômes  et  aux  équations.  Facteurs  décimaux.  Décomposition 
des  fonctions  fractionnaires.  —  Chap.  IV.  Factorielles.  Combi- 
naisons. Probabilités.  —  Chap.  Y.  Élimination  et  déterminants. 

—  Chap.  Vf.  Nombres  entiers,  fractions  continues,  congruences. 

—  Chap.  VU.  Logarithmes,  exponentielles  et  fonctions  hyper- 
boliques. —  Chap.  VIII.  Imaginaires.  Quantités  géométriques. 
Fonctions  circulaires  et  trigonométriques.  —  Chap.  IX.  Fonc- 
tions interpolaires.  Dérivées  et  séries  infinies.  Méthodes  d^ap- 
proximation.  —  Chap.  X.  Fonctions  symétriques.  Théorie  des 
formes  et  des  substitutions  linéaires. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 

« 

Par  M.  H.  FAURE, 

Chef  d'escadrons  au  S';*'  régiment  d'artillerie. 


L  Une  surface  du  deuxième  degré  étant  coupée  par 
un  plan  P,  désignons  par  D  le  diamètre  parallèle  à  la 
tangente  en  un  point  quelconque  de  la  section,  par  p  la 
distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  en  ce 
point  et  par  a  Fangle  que  forme  ce  plan  tangent  avec  le 
plan  P. 

i^  Pour  tout  point  de  la  section 


sina 


==  const» 


2°  La  constante  conserve  la  même  valeur  lorsque  le 
plan  P  roule  sur  une  surface  homofocale  à  la  surface 
donnée. 

II.  On  donne  trois  surfaces  du  deuxième  degré  homo- 
focales.  Une  droite  e  touchant  les  deux  premières  coupe 
la  troisième  A  au  point  a.  Si  le  plan  tangent  au  point  a 
rencontre  au  point  m  la  parallèle  Om  menée  à  e  par  le 
centre  O  de  A,  Om  a  une  longueur  constante,  quelle  que 
soit  la  droite  e. 

Par  un  point  d'une  surface  du  deuxième  degré,  on 
mène  trois  plans  rectangulaires  A,  B,  C.  Si  l'on  désigne 
par  o^j^jf  les  rayons  de  courbure  des  trois  sections  en  ce 
point  et  par  T  le  plan  tangent  en  ce  même  point  : 

sin-*TA       sin-'TB       sin-^TC 

1 s ' =  const. , 

a  ^  7 

quels  que  soient  les  trois  plans. 
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^  UL  Lorsque  trois  surfaces  du  deuxième  degré  A,  6,  C 
touchent  les  mêmes  droites  :  i^  si  par  chaque  tangente 
de  G  on  mène  des  plans  tangents  à  chacune  des  deux  au- 
tres, les  droites  qui  joindront  les  points  de  contact  de  la 
surface  A  avec  les  points  de  contact  de  la  surface  B  se- 
ront tangentes  à  une  surface  du  deuxième  degré  qui 
touche  les  mêmes  droites  que  A  et  B;  2^  si  une  tangente 
qui  roule  sur  C  rencontre  la  première  aux  points  a,  d^ 
et  la  seconde  aux  points  h  y  b\  on  a 

-:    p^=const., 

a  et  p  étant  les  diamètres  de  A  et  B  parallèles  à  la  tan- 
gente mobile. 

IV.  Lorsque  trois  surfaces  du  deuxième  degré  A  ,,6,  C 
touchent  les  mêmes  plans,  si  Ton  mène  un  plan  tangent 
à  Fune  C  et  que  Ton  désigne  par  A,  B  les  produits  des 
axes  des  sections  déterminées  par  ce  plan  dans  les  deux 
autres,  par  A',  B'  les  produits  des  axes  des  sections  dia- 
métrales parallèles  dans  ces  deux  surfaces  respective- 
ment, on  a,  quel  que  soit  le  plan  tangent, 

A       B 

—  :  ;rr  const. 
A'*      B  ^ 


QUESTIONS. 

1186.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des 
hyperboles  équilatères,  doublement  tangentes  à  une  pa- 
rabole donnée,  de  telle  sorte  que  la  corde  des  contacts 
intercepte  sur  l'axe  de  la  parabole,  &  partir  de  son  som- 
met, une  longueur  qui  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  les  segments  que  cet  axe  détermine  sur  la  corde 
elle-même.  (Gambet.) 
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THÉORÈME  POUR  LA  DISCUSSION  DUN  SYSTÈME 
DR  71  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  n  INCONNUES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ, 

Mattre  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 


Soit  un  système  de  n  équations  de  premier  degré  à  n 
inconnues  : 

El      =.  a]  X,  H-  .  .  .  -f-  a{arf-h .  .  . 
(i)  \  -haf^Xp-ha^^^'x^,-^... 

-h  tf  7  ^r  H-  .  .  .  -4-  «7  J?« ^,  =  O, 


% 

9 


Ea     =:  «i  x,  4- .  .  .  -H  a^Xf-h  • . . 


» 


E^     =  «^  j:,  -f-  .  .  .  -f-  fljj  Xf-h .  •  . 
{P)         {  -h  flj  j:^ -+- flp' x^+, -f- .  . . 

-\-  Op  Xp-h  .  •  »  -h  OpXn  —  ApZZi  Of 

(/?-+- 1)  {         •+.  aPp^^xp  H-  lïj:;:;^^^..  -f- . . . 

» 

Ey     =:  «^  j:,  -t- . . .  4-  fl^x/-  -h . . . 


(7)         j  -^a^q^p-^aP  'xp+,  ... 


7 
.9 

/ 


E„     =  a,l  X,  -f- . . .  4-  ûfii  .ry-h  . . . 
{n)         {  4-<jr^4-a{;-*-'x^+,4-... 

4-flîJ?r-f-..  .4-û;x„—  *„=0. 

jinn,  de  Mathémat,,  a*  série,  t.  XIV.  (NoTembre  1875.)       3l 
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Je  suppose  difTérent  de  zéro  le  déterminant  mineur 
d*ordre  p,  obtenu  en  supprimant  dans  le  déterminant 
des  coefficients  des  inconnues  les  p  premières  colonnes 
et  les  p  premières  lignes.  Soit  D  ce  déterminant. 

Je  désigne  par  D.^^  le  déterminant  mineur  d'ordre  p, 
obtenu  en  supprimant  dans  ce  même  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  : 

1^  Les  p  premières  colonnes; 

a^  Les  p  premières  lignes,  excepté  celle  de  rang  oc,  et 
la  ligne  de  rang  ç  ;  a  prend  les  p  valeurs  i ,  2, ...,/;;  et 
i  chacune  de  ces  valeurs  correspondent  pour  q  les 
{n  —  p)  valeurs  (p  -+- 1),. . .,  /*. 

Je  multiplie  les  deux  membres  de  Téquation  (a)  par  D, 
les  deux  membres  de  l'équation  (/>  +  1}  par        ( —  i)D..^^„ 


les  deux  membres  de  Téquation  {q)  par 


(-i)î-^D^,, 


les  deux  membres  de  Féquation  [n)  par  ( — i }"""'' D,,«, 

et  j'ajoute;  j'ai  Téquation 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  remplacer  le  système 
donné  par  le  système 

H.=:o, 


H«=o, 

» 

H,=  o, 

E^,  —  o, 

t 

Ey  =  o, 

• 9 

E„:=  o. 
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Eneffety  si,  pour  des  valeurs  des  inconnues,  les  ystème 
primitif  est  vérifié,  le  système  ci-dessus  l'est  pour  les 
mêmes  valeurs. 

Réciproquement,  si,  pour  des  valeurs  des  inconnues, 
le  système  ci-dessus  est  vérifié,  pour  ces  mêmes  valeurs  les 
[n  — p)  dernières  équations  du  système  primitif  sont  vé- 
rifiées, et,  parmi  les  p  premières,  Téquation  E,,  =  o,  par 
exemple,  est  vérifiée,  puisque  la  relation  H.  =  o  se  ré- 
duit pour  ces  valeurs  à  DE«=  o,  ou  E.=  o,  D  étant  dif- 
férent de  zéro. 

Je  développe  Téqualion  H«  =  o. 

Le  coefficient  de  Xf  est 

ou  le  déterminant  mineur  d'ordre  p  —  i 


«  a 


a 


a 


P-*" 


•  ■  •  • 

ai      aP 


P+t 


a 


a' 


p-¥-t 


.n 


+  1 


a 


n 


'". 


qu'on  obtient  en  supprimant  dans  le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  les  p  premières  colonnes,  à 
l'exception  de  celle  de  rang  f^  et  les  p  premières  lignes, 
à  l'exception  de  celle  de  rang  a.  Je  désignerai  ce  déter- 
minant par  i^{,. 

Le  coefficient  de  x^,  qui  se  déduit  du  précédent  en 
remplaçanty*par  r,  est  nul,  puisque  c'est  un  déterminant 
qui  a  deux  colonnes  identiques  ^  le  terme  constant^  changé 
de  signe,  se  déduit  du  coefficient  de  Xf  en  remplaçant  la 
première  colonne  par  A*.,  ^p+i,. . .,  A"^, . . .,  Ar„.  Pour  l'ob- 

3i. 
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tenir,  on  supprime  dans  le  déterminant  des  coefficients 
des  inconnues  les  /;  premières  colonnes,  que  l^on  rem- 
place par  une  colonne  unique  A*!,  X't,. . .  «  A*»,  cl  dans  le 
tableau  obtenu  on  supprime  les  ^premières  lignes,  à  l'ex- 
ception de  celle  de  rang  a.  Je  désignerai  ce  déterminant 
par  K., 

L'équation  H«  est  doue 

Ai.r,  4-.  .  .-f-z^x/-+-.  .  .H-  ASx^—  Ka=:0. 

Le  second  système,  équival(*nt  au  premier,  est  donc 


A  J  07,-1-..  .H-  ùf^jrf-\-.  .  .-h  ^1xp-'K,  =  0^ 
Ai  J-,  -t- ...-+-  a{  .r^-h .  .  .  H-  Aj  ar«  —  K«  =  o, 


àp  JT,  -f- .  . 


à/Tf-h...-h^^'.T^-Kp=: 


o, 


E-+,  =  o, 


Kç  =  o, 


E„  — o. 


Si  Ton  suppose  nuls  les  p^  déterminants  A^,  on  obtient 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donné  un  système  de  n  équa-' 
fions  du  premier  degré  à  n  inconnues,  si  le  déterminant 
mineur  D  d'ordre  p^  obtenu  en  supprimant  dans  le  dé-- 
terminant  des  coefficients  des  inconnues  les  p  premières 
colonnes  et  les  p  premières  lignes  y  est  différent  de  zéro, 
et  si,  en  outre,  les  p'  déterminants  mineurs  A^  d^ ordre 
(p  —  i),  obtenus  en  supprimant  de  toutes  les  façons 
possibles  les  p  premières  colonnes  sauf  une ^  et  les  p  pre- 
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mières  lignes  saiij  une,  sont  tous  nuls^  deux  cas  sont  à 
distinguer  : 

Ou  les  p  déterminants  K^,  obtenus  en  supprimant 
dans  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  les 
p  premières  colonnes  pour  les  remplacer  par  une  co- 
lonne  formée  des  termes  constants^  et  dans  le  tableau 
obtenu  les  p  premières  lignes ,  sauf  une^  ne  sont  pas 
tous  nuls;  les  équations  proposées  nont  pas  de  solution 
en  nombres  finis . 

Ou  ces  p  déterminants  sont  nuls;  le  système  est  ré- 
ductible aux  (n  —  p)  dernières  équations;  et,  «,  don- 
nant aux  p  premières  inconnues  des  valeurs  arbitraires^ 
on  considère  ces  [n  —  p)  équations  comme  équations 
entre  les  (n  —  p)  dernières  inconnues,  le  déterminant 
D  des  coefficients  de  ces  inconnues  étant  différent  de 
zéro;  il  y  a  une  solution  et  une  seule,  (Je  suppose  traite 
Je  cas  ou  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues 
est  différent  de  zéro.) 

Remarque.  —  Dans  le  cas  des  t'quations  homogènes, 
le  système  admet  toujours,  a  priori^  la  solution 

1*1  —  Ji-i  — —  .  ■  •  —  JCf^ O  I 

le  cas  d'impossibilité  ne  peut  donc  se  présenter  (et,  en 
effet,  les  déterminants  K  sont  tous  nuls),  et  il  y  a  réduc- 
tion à  [n  —  p)  équations. 

On  conclut  de  là  la  remarque  suivante,  qui  constitue 
une  propriété  des  déterminants  et  montre  clairement 
Taccord  entre  le  théorème  précédent  et  la  discussion 
connue  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
à  n  inconnues  : 

Quand  le  déterminant  D  est  différent  de  zéro^  et  que 
les  p^  déterminants  mineurs  ùf^  sont  nuls,  il  arrive  que 
le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues,  et  tous 
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les  déterminants  mineurs  jusqu  à  V ordre  (p —  i)  inclu- 
siifement  sont  nuls. 

En  effet,  considérons  le  système  d^équations  homo- 
gènes obtenu  en  supprimant  les  termes  constants  dans  les 
équations  données  ;  le  déterminant  D  étant  différent  de 
zéro,  et  les  p*  déterminants  A{  étant  nuls,  les  équations 
se  réduisent  à  (n  —  p)^  et  Ton  peut  se  donner  p  incon- 
nues. Or,  si  le  déterminant  des  coefficients  des  incon- 
nues, et  tous  les  déterminants  mineurs  jusqu'à  Tordre 
(p—  i)  inclusivement  n'étaient  pas  nuls,  supposons  que 
le  premier  différent  de  zéro  fût  d'ordre  p'<^p'^  les  j/^ 
déterminants  A{.  étant  nuls,  le  système  se  réduirait  a 
{n  —  f/)  équations,  et  l'on  ne  pourrait  se  donner  que;/ 
des  inconnues* 

Le  théorème  qui  vient  d'être  démontré  donne  la  dis- 
cussion complète  d'un  système  de  n  équations  du  pre-^ 
mier  degré  à  n  inconnues  : 

i^  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
différent  de  zéro  :  une  solution,  une  seule.' 

2^  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
nul  y  un  des  déterminants  mineurs  du  premier  ordre  est 
différent  de  zéro,  soit  celui  qu'on  obtient  en  supprimant 
la  première  ligne  et  la  première  colonne  \  deux  cas  : 

Ou  le  déterminant  Kl  n'est  pas  nul  :  impossibilité; 

Ou  le  déterminant  Ki  est  nul  :  les  n  équations  se  ré- 
duisent aux  (n —  i)  dernières  \  on  peut  se  donner  X|  arbi- 
trairement, et  alors  on  a,  pour  les  {n — i)  autres  in- 
connues, un  système  unique  de  valeurs. 

3^  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
nul,  et  aussi  tous  les  déterminants  mineurs  du  premier 
ordre  ;  un  des  déterminants  mineurs  du  second  ordre  est 
différent  de  zéro,  soit  celui  qu'on  obtient  en  supprimant 
les  deux  premières  lignes  et  les  deux  premières  colonnes; 
deux  cas  : 
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Ou  lesdëterminants  K', ,  K',  ne  sont  pas  nuls  tous  deux  : 
impossibilité  ; 

Ou  ces  deux  déterminants  sont  nuls  :  les  n  équations 
se  réduisent  aux  {n — 2)  dernières;  on  peut  se  donner 
Xi  etXf  arbitrairement,  et  alors  on  a,  pour  les  {n — a) 
autres  inconnues,  un  système  unique  de  valeurs.  Etc. ,  etc. 


DE  QUELQUES  NOOYELLES  FORIIILES  HE  SOMMATION; 

Par  m.  Édouabd  LUCAS. 


1 .  Considérons  la  série  de  x  quantités 

et  formons  une  table  de  multiplication  en  écrivant  suc- 
cessivement les  uns  au-dessous  des  autres  les  produits 
des  termes  de  la  série  par  ceux  de  la  série 

la  somme  des  termes  de  la  table  sera  égale  au  produit  des 
sommes  des  deux  séries  que  nous  désignerons  par  U, 
et  V«,  ainsi  qu'on  le  voit  en  faisant  Taddition  par  lignes 
ou  par  colonnes. 

D'autre  part,  en  prenant  seulement  les  p  premiers 
termes  de  la  table  qui  se  trouvent  dans  la  p*^*^  ligne  et 
les  p  —  I  premiers  de  la  p'^^  colonne,  on  a,  pour  ex- 
pression de  leur  somme, 

UpVp  -i-PpVp—  ttp Vp, 

et,  par  suite,  en  faisant  la  somme  de  ces  expressions  de 
/7  =:  I  à  p  =  Jtr,  on  a  la  formule 

(1)  U.V,-2(«fVp  +  o,U,)+2«,.',=o. 

P=i  p=\ 
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En  supposant,  par  exemple, 


I 

Up  =  — ; •  f       Pp  =  aP, 


on  en  déduit 

et,  en  effectuant  le  quotient  de  i-î-  (a — i)p*parp(^-h  i), 
on  a  aussi 


r^ r-  aPz=z  a 


p=i 

En  particulier,  pour  a  =  2  et  2a  =  i,  on  a  les  for- 
mules 

I             2.3.  p  2/"^* 

— ^  2  -h  ^-7  2»  H-  7-5  2*  H-...-4- —^ ; ^z= 1, 

2.3          3.4          4.5  (p-^^Kp-^^)  P-^^ 

3    I        4    ï         5    1  17-4-  2     I  t 


1,2  2         2.3  2*         3.4  a*  P{P-^^)^  {P'^^)^ 

2.  Considérons  une  troisième  série  de  quantités 

et  plaçons  les  unes  au  .-dessus  des  autres  les  tables  obte- 
nues en  multipliant  tous  les  termes  de  la  première  table 
successivement  par  tous  les  termes  de  la  troisième  série. 
Nous  formerons  ainsi  un  cube,  sorte  de  Table  de  mul- 
tiplication k  trois  entrées,  et  le  compartiment  ayant  pour 
coordonnées  p^  q^  r  contiendra  le  produit  Up  v^  w^. 

Cela  posé,  considérons  successivement  les  cubes  ayant, 
k  partir  de  Torigine  i,  2,  3,...,  p  unités  de  côté,  el 
cherchons  la  somme  des  termes  qu'il  faut  ajouter  au 
(p  —  I )'«"»«  cube  pour  obtenir  le  p***"'.  Elle  a  pour  ex- 
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pression 

(ftpyp'^t'pVp  —  ftp*p){vfp  —  <^p)-^  ^p^p^pf 

et,  puisque  la  somme  des  termes  de  toute  la  table  est  égale 
au  produit  des  sommes  des  trois  séries,  on  a 


/»=*  p=je  p= 


X 


v^ysW,--^Uj,y,Wp--^p,Wpiip-^^(^pVpVp . 

p  =  i  pz=l  p  =  i 

p=.x  p:=x  P^=* 

p=i         p=i         p=i 

p=zx 

^^  Up  Vp  WpZm  O. 

p  =  l 

Dans  le  cas  où  les  trois  séries  sont  identiques,  on  a 

\}\-  32  »,  u; + 32  «;u,  -2  «; = «. 

On  a,  de  même,  par  une  voie  analogue,  la  formule  gé- 
nérale 


pz=x  p  =  x  p  = 


X 


(3)  u;  -  «.2«,ur' -*- «'^''p^r -^  •  •  • + (— )"2^ = *•' 

p=i  p=i  p=i 

dans  laquelle  n,,  Tit,  713, . . .  représentent  les  coefîicients 
de  la  puissance  n  du  binôme. 

Si  Ton  fait,  dans  cette  formule,  //^  =1,  on  obtient,  en 
désignant  par  S«  la  somme  des  m**'""  puissances  des  x 
premiers  nombres, 

x^  —  fil  S»—!  -h  /I2  S„_j  — .  • .  dt  S«. 
3.  Considérons  les  trois  développements  de 
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remplaçons-y  successivement  x  par  i,  a,  3,. . .,  x,  et 
ajoutons  dans  chaque  cas  les  x  égalités  obtenues,  nous 
trouvons  les  formules 

(j?-hi)"— X"— 1=  2 ( m, S«_, -h  OT4  S*«4  -4-.-.)» 
(x-h  f  )*-h  X"—  1=  2  (ill,  S«-.,  -f-  /Wa  S^,  H- . . .)» 

qui  permettent  de  calculer  S^  lorsque  Ton  connaît  S^^.!, 

La  première  de  ces  formules  nous  montre,  à  Paidedes 
valeurs  de  So  et  de  Si,  que  S^  est  toujours  divisible  par 
le  produit  x(x  +  i).  En  retranchant  ax  du  premier 
membre  de  la  seconde  des  formules  (4)9  et  2S0  du  se- 
cond membre,  on  voit  que  le  premier  membre 

f[x)  =  (x  -h  l)*' —  x" —  2X  —  I 

s*annule  pour  x  =  —  ~,  si  m  est  pair  et  égal  k  ^t\  donc 
St/  est  divisible  par  Sf  De  même,  en  faisant  passer  dans 
le  premier  membre  de  la  même  formule  le  terme  en  Si, 
dans  le  cas  de  m  impair  et  égal  à  22  + 1 ,  on  obtient 

ff{x)  =:(*-+-  !)»'+•  —  jr«+'—  (2/  -h  i)x  (x  -f-  l)  —  I, 

et,  puisque  la  dérivée  de  cette  expression  s'annule  aussi 
pour  X  =  o  et  X  =  —  1 ,  on  en  conclut  que  St^+i  est  di- 
visible par  S\  ou  Ss.  On  déduit  de  ce  qui  précède  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  des  m**""'  puissances  de^ 
X  premiers  nombres  entiers  est  divisible  par  la  somme 
des  carrés  ou  des  cubes  des  m  premiers  nombres,  suivant 
que  m  est  pair  ou  impair  (  *  ) . 

(*^)  Ce  théorème,  que  nous  compléterons  plus  loin,  se  trouve  énoncé 
par  M.  Prouhet  dans  la  Note  VI  du  Cours  d'Analyse  de  Sturm,  t.  II, 
p.  375.  Voir  aussi  le  Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand,  t.  I, 
p.  352. 
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4.  On  a  pour  expression  générale  de  S„ 

—  (— iy[2i-4-l],/B,ar, 


(—  l)'"[2/-h  2],rB,X«->^»— .  .  . 
\  —  (--l)'[2l-f-2],fB,.ar', 

et  l'on  a  aussi 

-^--  =  (2'  -+-  l)Sa.-,       —  =  21S,/-,  — -(—  l)'B,-. 

Les  facteurs  numériques  B^  sont  connus  sous  le  nom 
de  nombres  de  BernouUL  Au  Heu  de  les  déterminer, 
ainsi  qu'on  le  fait  habituellement,  à  Taide  des  dévelop- 
pements en  séries,  on  peut  opérer  comme  il  suit.  En  re- 
marquant que  Sm  =  i  pour  x  =  i  et  que  Su-  s'annule 
pour  x  =  —  7,  on  obtient  les  trois  formules  suivante  : 

/  — |==[2/-hl],B.-[2/H-l],B,-f-...  — (-l)'[2/-f-l],/B„ 

/— [2/-|-2],B,— [2£-t-2]4B,4-...— {— l)'[2/-+-2]„-B,-, 

2/=:[2/-^-l],2'B,  — [2/-+-l]4  2*B,-h... 
—  (~l)'[2/-+-l]„.2»'B/. 

La  substitution  de  a:  =  2  dans  les  valeurs  de  Sti  et  S^/^t 
donne  de  même 

2/-hi         2/  — 3        r     •   .      1   ®'        r    •    .     1   ®«  ^ 

-^•:rr  +  —^  =  [^'  +  ']^  ^  - [^'  + 1]*  ^  -+-.  •  • 

2,4-2  2'—  2  r      .     ,       n    B,  B, 


t3l-»-2 


4         >■      ■    ■•  2»      •■         -'2^ 


2^ 
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Et  d'ailleurs,  toutes  ces  formules  se  démonlrent  aisé- 
ment par  induction,  en  faisant  voir  :  i°  que  si,  pour  une 
valeur  déterminée  de  Jf,  elles  sont  vraies  pour  les  sommes 
S«,  S„_i,. . .,  elles  sont  vérifiées  pour  S„  ;  2°  que  si,  pour 
toute  valeur  déterminée  de  m,  elles  sont  vraies  pour 
toutes  les  valeurs  i,  2,  3,. . .,  a:  dex,  elles  sont  encore 
vérifiées  pour  cette  dernière  valeur  de  x  augmentée  de 
Tunilé. 

5.  En  posant,  dans  la  formule  (1), 

nous  obtenons  la  formule  suivante,  dans  laquelle  il  est 
important  de  tenir  compte  de  la  parité  ou  de  l'imparité 
de  m  et  de  /i, 

/Wj  ~T-  /?3           g                              /Wj  "+"  "s  «     o 
y  ■t'2  î>in-H»— 3      »~    7» "4  ^«-Hi— 6  -+-..., 

et,  pour  m  =  w, 
w  -f-  I 


2 


S^  =  S,«.+,  -f-  [m  -h  i]î  B,  S,«_, 


—  [w  -4-  i]4  BjSj^-j  -h  [m  4-  i]e  Bj  vS^^i  -i- . . . , 

■ 

qui  donne,  comme  cas  particuliers  (^), 

S,  =  S3, 

83  =  ySj  -4-  785, 

Sa 2c_i_ïc  ic 

♦  —  i  ^9  -r-  j^i  —  7T  0&1 


(*)  Voir  Nouvelles  Jnuales,  i^  srrio,  l.  IX,  p.  ^9. 
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el  iiiversf'iTîonl 

2Sj=2Sî, 

2  ^4  — —  d  d  2  """"   ^  I  • 

2S,  =  4Sî-3s;-»-ss 

as, = 5SÎ  -  V  s;  -H  V  s;  -  v  sj, 

et  il  serait  facile  de  trouver  la  loi  générale  des  coefficients. 
L'équation  (7)  fait  voir  :  i^  en  supposant  m  et  n  de 
même  parité,  queSt/4.1  est  algébriquement  divisible  par  S', 
et  que  le  quotient  est  une  fonction  entière  de  Si  ;  2^  eu 
supposant  m  et  ti  de  parité  différente,  que  Su  est  algé- 
briquement divisible  par  St,  et  que  le  quotient  est  encore 
une  fonction  entière  de  Sf  Ces  propriétés  permettent  de 
calculer  facilement  les  sommes  S.  En  désignant  par  ^t.*^! 
et  par  ^,j  les  quotients  de  Si,^.!  par  S',  et  de  S^j  par  St, 
et  faisant  successivement  n  =  i  et  n  =  2  dans  cette  foi- 
mule,  nous  obtenons,  en  posant  jr  =  2S1  =  x(x  -i- 1), 

(/-+-l)r7j/+i  =  ('-^  2)7:„.».,  -h[2l-h  a]aB,<7a/+, 

—  [2  /  -h  2]4  B,  7„-,-H  .  .  .  —  (  —  I  )' [2  /  -f-  2]a,-  B/, 

'-+-'       î                     2/-f-5  .    r      •     .        lu 
J  7ji+i=  3—  ^»'+4  -f-[2'  -h  2]jB,<7„-+, 

—  [2l-h2]4Ba7„-     H-.  .  .— •(— l)*[2/-f-  2],/B/. 

Ces  deux  formules  donnent  successivement,  pour  £  =  i« 
2,  3,  4)-  •  •)  les  équations  suivantes: 

7»  — tJ  —  IJ   ^  iX         *> 

7n  —  7./  3/    ^  9  J  »^^^3» 

7»3 — 7/  37  ^^  I  i7  ai  J  ^^    lok  /         !•*> 


(494) 

et 

37,  =  3, 

i39«=:37»-i5r^-h4ij^-^/'-H-!:V-Vr, 

Les  coefficients  des  diverses  puissances  dej^  sont  al- 
ternativement positifs  et  n^atifs,  comme  cela  résulte  de 
la  loi  de  sommation.  On  peut  trouver  aussi  la  loi  des 
coefficients,  en  remarquant  que  pour /=2ona^=ii. 
On  observera  que  Çio  est  divisible  par  j^  —  i. 

A  Taide  des  formules  (a)  et  (3),  on  peut  encore  ex- 
primer Sm  s» Sp  et  S^  en  fonction  linéaire  des  sommes  S, 
et  généraliser  ces  résultats.  On  retrouverait  ainsi,  comme 
cas  particuliers,  les  formules 

4s;=  3s.-f-s„ 


qui  seraient  les  deux  premières  d'une  série  de  formules 
analogues  qui  ont  été  indiquées  par  M.  Ed.  Amignes  (*). 

CONCOURS  GÉNÉRAL  OB  1814^ 

Par  m.  MORET-BLANC. 


Mathématiques  spéciales.  (Paris.) 

Démontt^r  que  la  forme  la  plus  générale  ri* un  po- 
lynôme entier  F  (  x),  satisfaisant  aux  relations 

F(I-X)=:F{X), 

F(x) 


a)= 


{*)  Nouvelles  AnnaUsy  'i*  série,  t.  X,  p.  81  et  117. 


(495) 
est 

F(x)=r(*»—jr)V(a:»— .r-f-i)« 

X[A,(ar'  — :r-+-l)»"-4-A,(;ir*— x-f-i)n»~')(j.»_j;)» 

p,  y,  n  étant  des  nombres  entiers,  et  A^,  Aj,  Aj,.««j  A„ 
^eJ  constantes  quelconques. 

Eq  venu  de  la  première  condition,  à  toute  racine 
a:  =  a  de  l'équation  F(x)  =  o  correspond  une  racine 
x=  1  —  a,  et  deux  racines  conjuguées  fournissent  dans 
le  polynôme  F  (x)  un  facteur  de  la  forme  x* — ar-f-Ar, 
A:  étant  un  nombre  entier  ou  fractionnaire.  F  (x)  est 
donc  un  produit  de  facteurs  de  cette  forme  multiplié  par 
une  constante  arbitraire  dont  nous  pouvons  faire  abstrac- 
tion, puisqu'elle  n'est  pas  altérée  dans  les  transfor- 
mations. 

Pour  satisfaire  à  la  seconde  condition,  il  faut  qu'en 

remplaçant  op  par  -  dans  l'expression  x*  —  x  +  A,  ou 

retrouve  cette  expression  même,  ou  tout  au  moins  une 
expression  de  même  forme,  divisée  par  une  puissance 
de  X. 
Posons 

^(x)=zx^ — a? -h  A*, 

on  aura 

1  —  x-{-  Ax^       X  —  x*  -h  kx^ 


©= 


x"  a? 


Le  numérateur  n'aura  la  forme  de  <f  (x)  que  si  l'on  fait 
A:=  I  ou  %:=  o. 

Dans  le  premier  cas, 

.  /i\ x'  —  x-hi  t('*'). 


(496) 
dans  le  second, 

^(  j:)  =  j:'  —  jp, 

"xj"      X*       ^        X*       ' 

.r' — X  ne  devra  donc  entrer  dans  le  polynôme  qu'à  des 
puissances  de  degré  pair. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  F(jî)  doit  être  une 
fonction  entière  de  (x*  —  x)  et  de  (x* — x  +  i). 

Soient  ip  et  q  les  plus  petits  exposants  de  (x* — x) 
et  (x' — x-hi)  respectivement;  on  aura 

P  étant  un  polynôme  entier  en  (x'  —  x)'  et  (x' — x-+-i), 
qui  renferme  nécessairement  un  terme  indépendant  de 
(x* — x)',  et  un  terme  indépendant  de  x' — x-f-i,  et  tel 

qu'en  y  changeant  x  en  -  chaque  terme  se   trouve  dî- 

visé  par  une  même  puissance  de  x. 
Soit 

le  terme  général.  En  y  changeant  x  en  -,  il  devient 


^G»4-2r 


Il  faut  donc  que  6j-{-arait  une  valeur  constante. 

Soit 

6  J  -f-  7.rr=  2r, 

ou 

Comme  il  y  a  un  terme  où  r=  o,  il  faut  que  t  soit 
un  multiple  de  3  ;  soit  /  =  3  /i. 

On  pourra  donner  à  5  toutes  les  valeurs  entières  de- 
puis I  jusqu'à  n,  et  Ton  aura 

(x)=(x>— x)V(a?»— x-f-i)'  2  A,(x»— x)»(x>— x4-l)'f'•-'^ 


j=o 


(497) 
les  coefficients  A«  étant  arbitraires,  et  />,  q^  n  étant  des 
entiers  qui  satisfont  à  la  condition 

&p  -4-  2  y  H-  3/1  =  /If. 

En  développant,  on  a  le  polynôme  de  Ténoncé.  Il  satis- 
fait aux  relations  données,  et  c'est  le  polynôme  le  plus 
général  qui  y  satisfasse,  puisqu^on  ne  lui  a  imposé  que 
des  conditions  strictement  nécessaires. 

Mathémaliques  spéciales,   (Départements.) 

Si  l'on  considère  la  Jonction  e*"'*  de  la  variable  x, 
et  que  l'on  en  prenne  les  dérii^ées  successives,  on  re- 
connaît que  ladérii/ée  de  V ordre  n  est  égale  au  produit 
de  la  fonction  e""'*  par  un  polynôme  entier  en  x,  que 
l'on  représentera  par  (f:(x). 

i^  Démontrer  que  les  polynômes  <f(x)  satisfont  aux 
relations  suivantes  : 

çf^  (x)  désignant  la  dérivée  première  du  polynôme  ^«(x), 
et  ^'„  (x)  la  dérivée  seconde. 

2^  Calculer  les  coefficients  du  polynôme  cp„(x),  or^ 
donné  suivant  les  puissances  de  la  variable  x. 

On  a 

fi(jî}=—  a  -h  4*% 

f9t(x)  =  t2  —  48j^'-f-  l6x*, 
Ânn.  de  Mat/témat.^  1*  série,  t.  XIV.  (Novembre  1 8/5.)         '2 


(  498) 
et  Ton  vérifie  sans  difficulté  que  ces  valeurs  satisfont  aux 
relations  données.  Il  suffit  donc  de  démontrer  que,  si 
ces  relations  sont  vérifiées  jusqu*à  une  valeur  /i,  elles 
le  seront  encore  pour  la  valeur  /i  -+- 1 . 

Or  on  a,  diaprés  la  loi  de  formation  du  polynôme  ^(x), 

puis 
or 

•-  ^'^  ?n-l(-'')  ~  4'?  ('^  —  0  ?«-»(-^)' 

donc 
et 

?' ^. ,  (^)  =  ~  ^  (  w  -4-  t)  (p'„  (i)  rr^  4/1  (//  -h  I  )  f„-,  (or)  : 

or 
doue 

?n  +  l  (^)  =  3*-*?«+ 1  (')  —  ^f  " -+■  0  ?-^t  (x). 

Les  valeurs  de  <îfl+i(a:),  ç^',^,(.r),  Cj'^^.ifo:)  se  déduisent 
de  celles  de  cp„(ar'),  cj>I,(x),  f„{x)^  en  changeant  /i  en 
n-^i]  donc  les  formules  données  sont  générales. 

2^  On  a,  par  la  formule  de  Maclaurin, 

fii^'^;  —  ?«  lo  j  -H .r  H X*  -t-  ...  H j:*. 

I  I  .a  1 .2. .  ,/i 


D'après  la  relation  ^'„  (x)  = —  a/i  cj>„_,  (.r),  on  aura 

^(r)(ar)r-.-P.;,^;r-i)(x) 
et,  par  suite, 

,0')(o^^-3«t(/'_-"(o). 


(499) 

Pour  n  pair,  les  dérivées  d^ordre  impair  renfermeront 
le  facteur  c{>i(o)  =  o,  et  il  en  sera  de  même  des  dérivées 
d'ordre  pair  pour  n  impair;  le  polynôme  cp„(j:)  ne  ren- 
fermera que  des  termes  dont  le  degré  sera  de  même  pa- 
rité que  n. 

On  voit,  par  la  relation  ci-dessus,  que,  pour  x  =  o, 
une  dérivée  se  déduit  de  la  précédente  en  diminuant  n 
dune  unité  et  multipliant  par  —  2n.  Cela  posé,  on 
aura  ' 

n 

(p«  (o)  —  1.3.5. ..(/?  —  i)(—  2)*, 


n-t-S 


ç'^(o)r=  1,3.5. . .(«  —  2) /i  ( — 1)  *  , 


n-t-l 


(p^  (o)  =  1 .3.5.  •  .(/i — i)/i(— 2)  *   , 


/H-S 


^^  (o  •  =1 .3.5. . .(«  — -  2)  (/i  —  i)/i(— 2)  •   , 


n-^k 


*;;(o):=i.3,5...(/i  — 3)(/i  — 2)(/i  — i)«(— 2)  *   , 


^^p)(o)  =  1 .3.5. .  .(/ï  — /;  -f-  x)(/ï  -—/?  4-  2). .  ./î(-—  2)   * 

n  et  p  devant  toujours  être  de  même  parité. 
On  aura  donc 

pz=n 
,     .         «r;^  I.3.5...f7?  —  #?  -I- l)(/?  — /^ -4-î>.).../î  ^=LiZ! 

?,w=2 ....3.../> ^-^)*  ^' 

p  =  o 

en  donnant  à  p  toutes  les  valeurs  paires  ou  impaires,  de 
zéro  à  w,  suivant  que  n  est  lui-même  pair  ou  impair. 

Pour  /?  =  o,  le  dénominateur  est  1,  et  le  numérateur 
s'arrête  au  facteur  n  —  i 

Mathématiques  élémentaires. 

Étant  données  les  quatre  arêtes  AB,  DA,  BC,  CD 
f/'«/i  tétraèdre^  déterminer  le  tétraèdre  de  manière  que 

32. 


(  5oo  ) 

son  volume  soit  maximum.  Le  létraèdre  ainsi  déler^ 
miné,  calculer  les  deux  autres  arêtes  BD  et  AC  et  le  vo- 
lume dans  les  deux  cas  suii/ants  : 

I®  Lorsque  les  arêtes  opposées  AB  et  CD  sont  égales, 
ainsi  que  les  deux  arêtes  BC  et  AD  *, 

a®  Lorsque  les  deux  arêtes  consécutives  AB  et  BC 
sont  égales,  ainsi  que  les  deux  arêtes  CD  et  DA. 

Comparer  les  volumes  en  supposant  que  les  deux 
arêtes  AB  et  AD  ont  respectivement  des  longueurs  égales 
dans  les  deux  cas. 

Le  volume  est  ëvidetnnient  susceptible  d'un  maximum, 
car  il  ne  peut  surpasser  le  sixième  du  produit  des  trois 
plus  petites  arêtes  données.  Il  n'a  pas  atteint  sa  valeur 
maximum  si  Fun  des  dièdres  AC,  BD  est  aigu  ou  obtus; 
car,  en  prenant  Tune  des  faces  de  ce  dièdre  pour  base,  on 
augmenterait  la  hauteur,  et,  par  suite,  le  volume  du  té- 
traèdre, en  rendant  ce  dièdre  droit.  Les  deux  dièdi^es  AC, 
BD  du  tétraèdre  maximum  doivent  donc  être  droits. 

Ces  deux  conditions  jointes  aux  quatre  données  for- 
ment six  conditions  qui  déterminent  le  tétraèdre. 

1°  Soient  AB  =  CD  =  a  et  BC  ==  AD  =  i. 

Il  est  évident,  d'après  les  données,  que  tout  ce  qu'on 
pourra  dire  de  l'arête  AC,  dans  le  cas  du  maximum, 
s'appliquera  aussi  à  l'arête  BD,  et  réciproquement;  donc 
ces  deux  arêtes  doivent  être  égales.  Appelons  x  leur 
longueur  commune,  et  V^  le  volume  du  tétraèdre  maxi- 
mum. 

Soient  BE  et  DG  perpendiculaires  sur  AC,  on  aura, 
par  un  théorème  connu, 

AG  =  EC  = î 

0.x 


(  ^^I  ) 

puis 


GE  =(x— 2EC)>=5 L. 


je* 


BE  zirDG   =:A'--EC  =  -^^ ^^ >— i i-, 

Bd' =:  BË  V  GË'-4-Dg'=  aBF/-h  Eg', 
ou 

x»= ) 

et,  en  chassant  le  dénominateur, 

3x*—  a(a»-4-  ^»)x»-.  (fl»—  ^')'=:  o, 
d'où 


car  on  ne  peut  prendre  pour  x'  que  la  valeur  positive. 
On  a  ensuite 

V,  =  7;â;BE  = j = > 

o  ?.4'^  '^*^ 

et,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur, 


V.=: 


2 


^    /a'4- />»-h  2i/û'  — a=»^»^-f- Â-* 

7  y 3 


a*>  Soient  AB  =  BC  =  a,  CD  =  DA  =  b. 

Posons  AC  =  x,  BD  =^y^  et  soit  I  le  milieu  de  AC  : 


BI 


Soit  Vi  le  volume  du  tétraèdre  maximum  : 


V=lxBI.DI=lxy/«'-|^6'-| 


(  5o2  ) 
d'où 

V  sera  maximum  en  même  temps  que  9  V*. 

Multipliant  les  deux  derniers  facteurs  respectivement 
par  oc  et  |3,  et  déterminant  a,  ^  et  or  de  manière  à  rendre 
la  somme  des  facteurs  constante  et  les  facteurs  égaux,  ce 
qui  rend  leur  produit  maximum,  on  a  les  trois  équa- 
tions 

î=«(-ï)=K'-?)- 

d'où,  en  éliminant  a,  /3, 

3x*—  8(fl»-+-  />»).r»-4-  i6«»6»=  o, 


/gy -        • 

3 

La  première  valeur  est  inadmissible,  car  elle  doune- 

rait 

j:»]>4^'     ou     x^Tibj     si     a'^b^ 

et 

x'^'^^a*     ou     jr>2flr,     si     b^a. 

Le  volume  maximum  sera  donc  donné  par 

■ 

AC    =  jr-z=z 9 


BD   --j-'zrz  â»H-  />' = — 1_ 

4  3 

On  a  alors 


En  faisant  le  carré  de  \i,  on  trouve,  en  réduisant  V| 


(  5o3  ) 

et  V^  au  môme  dénomiriateur,  que  les  deux  valeurs  sont 
identiques.  Le  volume  maximum  est  donc  le  même  dans 
les  deux  cas. 

Philosophie, 

Etant  donnés  un  cercle  de  rayon  R  et  deux  rayons 
rectangulaires  OA  et  OB,  déterminer  les  côtés  OC  et  OE 
d'un  rectangle  OCDE,  inscrit  dans  le  quart  de  cercle 
AO,  et  tel  (]ue,  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  du 
rayon  OA,  la  surface  totale  du  cylindre  engendré 
soit  égale  à  la  surface  d'une  circonférence  de  rayon 
donné  a. 

Soient  x  aly  les  côiés  du  rectangle  respectivement 
situés  sur  OA  et  OB.  On  a  les  deux  conditions 

ou 

(1)  27»H-2Jrr  =  r/% 

(2)  X»4-r='-::R^ 

Substituant  dans  la  seconde  équation  la  valeur 

fl' —  2r* 

X  rzz  -  -     — ^~ 

tirée  de  la  première,  il  vient,  en  chassant  le  dénomina- 
teur, 

d'où 


,       R*-f-fl'±:v/(R'-4-a»)'— 2<?^ 


ou 


(  5o4  ) 

Pour  que  les  valeurs  de  j^*  soient  réelles,  îl  faut  qu'on 
ait 

R'  — 

\J^  —  I 

La  valeur  maximum  de  la  surface  totale  du  cylindre  est 
donc 

Les  valeurs  correspondantes  de  y'  et  x*  sont 

,__R»fîH-V^)         ,      R^fa  — v^) 

r- 5 , ^ 

Pour  construire  géométriquement  j^  dans  le  cas  général, 
on  posera 

d'où 

,       R»  -h  a^  a^ 

X* s  -4-  -r  =  O. 

ia  o 

Ou  obtiendra  les  valeurs  de  z  en  construisant  deux 

ligues  dont  la  somme  est et  le  produit  -rr* 

2«  •  *  o 

On  trouvera  ensuite  y  par  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  a  et  z. 

Rhétorique, 

On  donne  deux  sphères  tangentes  extérieurement  et 
dont  tune  a  un  rayon  double  de  celui  de  Vautre,  jf 
V ensemble  de  ces  deux  sphères  on  circonscrit  un  tronc 
de  cône  dont  on  demande  le  volume  et  la  surface  totale, 
connaissant  le  rayon  de  la  petite  sphère. 

Soient  O,  O'  les  centres  des  deux  sphères,  A,  A'  les 
points  de  coutact  d'une  génératrice,  S  le  sommet  du 
cône,  C,  G  les  centres  des  deux  bases,  CD,  CIV  leurs 
rayons,  et  /'  le  rayon  O'A'  de  la  petite  sphère. 


On  a 


aoD  ) 


00'  =  S0'=:3r, 


cl*où 


SA'   =80'  —  O'A'  =8/^, 

SA'=2rv^. 

Les  triangles  semblables  SC'D',  SA'O'  donnent 

SC\OA^          iir»          rv^â 
Cl  u  =  — ^^ — j —  = ■=.  =  > 

CD  =  4C'D'=9rv/2, 
CC'=6r, 

V=  f  irCC  (cd'  -f- (TF'-h  CD.  C'D')  :=  21  Trr», 
S  =  ff  [cd' -+-  cTy '-h  (CD  -h  CD') DD']  =  3iirr». 

*  Seconde, 

I.  Étant  donné  un  tétraèdre,  on  suppose  que  Von 
mène  par  chaque  arête  un  plan  parallèle  à  Varête 
opposée,  et  Von  demande:  i**  quel  sera  le  solide  ainsi 
obtenu;  t?  quel  sera  le  rapport  de  son  volume  à  celui 
du  tétraèdre. 

Soit  ABCD  le  tétraèdre  donné. 

Le  volume  obtenu*  étant  limité  par  six  plans  paral- 
lèles deux  a  deux,  est  un  parallélépipède,  dont  A,  B,  C, 
D  sont  quatre  sommets,  et  les  six  arêtes  du  tétraèdre  sont 
six  diagonales  des  faces. 

Appelons  A',  B',  C,  IV  les  sommets  du  parallélépi- 
pède respectivemeut  opposés  h  A,  B,  C,  D.  On  ob- 
tiendra le  tétraèdre  proposé  en  retranchant  du  parallélé- 
pipède les  quatre  tétraèdres  A'BCD,  B'ACD,  CABD, 
lyABC^  dont  chacun,  ayant  pour  base  la  moitié  d'une 
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face  du  parallélépipède,  et  pour  hauteur  la  hauteur  cor- 
respondante, a  pour  volume  le  sixième  du  volume  du 
parallélépipède;  le  tétraèdre  donné  est  donc  le  tiers 
du  parallélépipède,  et  le  volume  de  celui-ci  est  le  triple 
de  celui  du  tétraèdre. 

IL  La  différence  de  deux  nombres  est  a  y  et  la 
somme  de  leurs  racines  carrées  est  aussi  égale  à  a  \ 
quels  sont  ces  deux  nombres? 

Soient  j:  et  7"  les  deux  nombres  cherchés,  on  a  les 
équations 

(2)  s^x-^\[r  =  ay 

d*oà,  eu  divisant  membre  à  membre,' 

(  3  )  y  X  —  v(>'  =  '  • 

Les  équations  (2)  et  (3), combinées  par  addiiion  et  sous- 
traction, donnent,  en  divisant  par  2, 

Vx=r  , 

ei  —  I 


2 


d'où 


3 
9 


'=(-) 

--(^y- 


Troisième. 

L  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B 
sur  la  circonférence;  par  ces  deux  points  on  mène  deux 
cordes  égales  de  longueur  quelconque  ;  trousser  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  ces  cordes. 
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Soient  ÂIB  le  plus  grand,  et  âHB  le  plus  petit  des 
deux  arcs  sous -tendus  par  la  corde  ÂB,  ÂC  et  6D  deux 
cordes  égales,  et  M  leur  point  de  rencontre. 

Il  y  a  deux  cas  k  considérer,  suivant  que  les  arcs  AC 
et  BD  sont  comptés  en  sens  contraires  ou  dans  le  même 
sens  de  rotation. 

1**  Les  arcs  AC  et  BD  sont  de  sens  contraires. 

Les  angles  M AB,  MBA  sont  égaux  comme  ayant  même 

AHBzizAC        AHBzpBD      ,         .        ,     »fAr» 
mesure = -^ — ;    le  triancle  M  Ad  est 

2  2  ^ 

isoscèle,  et  le  lieu  du  point  M  se  compose  de  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  de  la  corde  AB  et  de  la 
droite  indéfinie  AB  elle-même,  correspondant  au  cas  où 
les  deux  cordes  égales  se  confondent  avec  AB. 

2*^  Les  arcs  AC  et  BD  sont  pris  dans  le  même  sens  de 
rotation. 

Si  les  cordes  AC  et  BD  sont  plus  petites  que  AB,  le 
point  M  est  extérieur  au  cercle,  et  l'angle  AMB  a  pour 
mesure  la  demi-différence  des  arcs  AIB  et  AHB,  dimi- 
nués chacun  d'une  même  quantité  (AC  =  BD),  c'est-à- 

dAIB  —  AHB  .         1  inij. 

iPe ,  ce  qui  est  la  mesure  de  1  angle  des  tan- 
gentes en  A  et  B. 

Si  les  cordes  AC  et  BD  sont  plus  grandes  que  AB,  le 
point  M  est  intérieur  au  cercle,  et  l'angle  AMB  a  pour 

mesure >  valeur  supplémentaire  de  la  précédente. 

Le  lieu  du  point  M  dans  le  second  cas  est  donc  la 
circonférence  circonscrite  au  triangle  formé  par  la 
corde  AB  et  les  tangentes  en  A  et  B. 

Cette  dernière  partie  du  lieu  disparaît  à  Tinfini, 
lorsque  AB  est  un  diamètre. 

II.   Démontrer  que,  si  la  somme  3"  -i- 1 ,  dans  laquelle 
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n  représente  un  nombre  entier  »  est  un  multiple  de  lo^ 
la  somme  3"^*-+-  i  sera  aussi  un  multiple  de  lo, 

3"+  1  étant  un  multiple  de  lo,  3"  est  terminé  par  le 
chiffre  9;  or  3*=  8i  ;  donc  le  produit  3"X  3*=  3*^*  est 
terminé  par  9  et  3"+* H-  i  est  un  multiple  de  10. 

PORNIXES  PROPOSÉES  (*) 

Par  m.  DËSBOVES. 


.w 


Première  question.  —  Si  Ton  donne  à  R,  r,  r\  r"^  1 
leur  signification  ordinaire,  et  que  l'on  désigne  par  x, 
y^  z  les  rayons  des  trois  cercles ,  qui  touchent  intérieur 
rcment  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  et  sont  inscrits 
respectivement  dans  les  angles  A,  B,  C  de  ce  triangle^  on 
a  les  formules  suivantes  : 


4Rr 

X  zr:                    »       Y  z 

4Rr 

z  = 

4Rr 

4r— 2(jr-+-j^H- 

•)-(? 

xz 

H 

y 

*?)• 

I             2 

2R        r 

I         I 

—  -  H-- 

*      r 

I 
-4-  -ï 

z 

2Rr 

I      1  — 

-  1 

X 

« 

7^ 

2Rr  ~ 

I        I 

:-H 

X           Z 

I 

-  — » 

2Rr 

r         I 

:-  H 

X       y 

I 

>    — •  • 

Par  les  trois  premières  formules,  on 

calcule  a?,  ^',  r 

(*)  Extrait  de  la  nouvelle  édition  de»  Questions  de  Trigonométrie ^  qoi 
doit  prochaïncmcnt  paraître. 
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<!onuais5aul  R,  r,  /  ',  r^\  r"',  et,  par  les  autres,  on  résout 
la  question  inverse. 

Seconde  question.  —  Si  l'on  suppose  que  les  trois 
cercles  de  l'énoncé  précédent  soient  remplacés  par  les 
trois  cercles  analogues,  tangents  extérieurement  au  cercle 
circonscrit  à  un  triangle, et  que  TondésigneparXi^j^i,  jSi 
les  rayons  des  nouveaux  cercles,  on  a 

4R/  4Rr^  4R/' 

'''=?r^r?''   -^'^/Tir;:'    ^'=7:^7'    *.r.2.  =  «6Rv, 

SaR»—  2R(j^,  Z, -f-X,«,-4- J:,7,)  —  X.jiJ.rrrO, 
4*1  Ji  «i/^—  [(Xs  «I  -4-  ar,  «,  +  jc,^,  ) r  —  ar,^,  2,]»=  o, 

et,  si  Ton  pose 

r-4-4R  ï  I  i 

■  4-  -  ^^  » 


2R/«  X, -f-4ï^        Ji  +  4^         2,  -h4R 

ou  a  aussi 

■~  x,  h-4r'    '"  "^j-,-4-4r'       ■""  «7^-4^* 

Nota.  —  Pour  résoudre  les  questions  précédentes,  on 
pourra  prendre  pour  point  de  départ  les  formul  es  sui 
vantes,  faciles  à  démontrer  : 

>  ,B  .C 

X  cos'  —  =  r  cos'  —  =  z  cos*  —  =  r, 

2         "^  2  2 

jT,  CCS  -  =  r ,     j,  cos'  -  1=  r  y     Zx  cos*  -  i=  r  . 

2  2  2 


QUESTIONS  DAKALYSB  INBfiTBRIINfiB  ; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


1 .  Trouver  tous  les  systèmes  de  deux  nombres  entiers 
dont  le  quotient  par  leur  somme  de  la  somme  de  leurs 
cinquièmes  puissances  est  un  carré  parfait. 
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Celle  queslion,  qui  comprend  comme  cas  particulier 
la  question  1168,  a,  comme  solutions  simples, 

(3,-1,  II),  (8,  II, -2490»  (123,  35,  i336i), 
{808,  —  627,  I  i6934i)t  •  •  •  » 

2.  Résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

3.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  ayant  pour 
côtés  des  nombres  entiers,  et  tels  que  le  carré  de  l'hypo- 
ténuse, augmenté  ou  diminué  du  double  de  Taire  du 
triangle,  soit  égal  à  un  carré  parfait. 

4.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  le  carré  de  Thypolénuse,  augmenté  ou 
diminué  de  Taire  du  triangle,  soit  égal  à  un  carré  par- 
fait. 

5.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  Taire  du  triangle  augmentée  des  carrés 
construits  sur  les  trois  côtés  soit  égale  à  un  carré  parfait. 
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Ce  Traité  est  divisé  en  cinq  Livres. 

Le  Livre!*'  traite  des  quatre  opérations  fondamentales  sur 
les  nombres  entiers. 

Le  Livre  II  renferme  les  propriétés  élémentaires  des  nom- 
bres. 
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Le  Livre  III  comprend  les  fractions  ordinaires,  les  fractions 
décimales  et  le  système  métrique. 

Le  Livre  IV  a  pour  objet  les  nombres  irrationnels. 

Le  Livre  V  a  pour  titre  :  Méthodes  abrégées,  —  Erreurs 
absolues  et  relatives.  —  Problèmes, 

Nous  croyons  qu*il  suffira,  pour  faire  connaître  dans  quel 
esprit  a  été  rédigé  cet  Ouvrage,  d'extraire  de  l' Avant-Propos 
ce  qui  suit  : 

<c  Pour  faciliter  autant  que  possible  l'étude  de  ce  Traité,  je 
me  suis  attaché  d^abord  à  établir  dans  les  matières  qui  le  con.>- 
posent  des  divisions  et  subdivisions  nombreuses  et  bien  tran- 
chées, que  la  typographie  s*est  appliquée  à  faire  nettement  res- 
sortir. Ce  sont  comme  autant  de  repères  ou  de  lignes  de  démar- 
cation qui,  tout  en  reposant  Fesprit,  le  dirigent  et  servent  à 
fixer  les  notions  acquises. 

y>  J'ai  placé  dans  un  Chapitre  à  part  les  théorèmes  relatifs 
aux  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  nombres  entiers. 
Il  m*a  semblé  que  ces  théorèmes,  dont  Tapplication  est  si  fré- 
quente dans  la  suite,  seraient  mieux  saisis,  ainsi  groupes,  que 
lorsqu'ils  sont  disséminés  dans  les  Chapitres  qui  précèdent. 

»  J*ai  consacré  un  Chapitre  spécial  à  la  généralisation  de  la 
théorie  des  fractions  ordinaires.  On  rencontre  souvent,  dans 
les  calculs,  des  expressions  fractionnaires  dont  les  termes  ne 
sont  pas  des  nombres  entiers;  et  il  est  indispensable  de  dé- 
montrer que  les  régies  établies  pour  le  calcul  des  fractions  ù 
termes  entiers  sont  applicables  aux  fractions  à  termes  quel- 
conques. 

»  La  théorie  des  fractions  égales,  appelées  communément 
proportions,  se  rattache  essentiellement  à  celle  des  fractions  or- 
dinaires, et  aujourd'hui  Talgorithme  des  proportions  est  géné- 
ralement remplacé  par  Tégalité  des  rapports.  CVst  pourquoi 
j'ai  placé  cette  dernière  théorie  immédiatement  après  celle  des 
fractions  ordinaires.  Il  convient,  d'ailleurs,  de  ne  pas  reléguer 
vers  la  fin  de  l'Arithmétique  l'exposition  des  propriétés  des 
rapports  égaux,  dont  l'usage  est  si  fréquent,  notamment  en 
Géométrie. 
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»  Je  n^ai  pas  hésUé  à  employer  les  lettres  de  Talphabet  pour 
désigner  les  nombres  toutes  les  fois  que  ce  mode  de  représen- 
tation m'a  paru  préférable,  soit  pour  l'exposition  de  la  théorie, 
soit  pour  la  démonstration  des  règles  de  calcul.  J'estime  que  ce 
n'est  ]3as  là  empiéter  sur  l'Algèbre,  où  ces  symboles  compor- 
tent une  généralité  qui  n'a,  pour  ainsi  dire,  point  de  limites. 
Ici  leur  signification  précise  et  parfaitement  déterminée  ne 
permet  pas  d'aller  au  delà  du  rôle  spécial  qu'on  leur  assigne, 
et  ils  ont  l'avantage  considérable  de  rendre  Texposition  plus 
commode  et  plus  rapide.  » 

Pour  montrer  comment  l'auteur  a  entendu  la  division  et  la 
subdivision  des  matières  qui  composent  ce  Traité,  nous  trans- 
crivons ici  la  partie  de  la  Table  des  matières  relative  au 
Livre  III. 

LIVRE  III.  —  Fractions  oedimaiees.  —  Fractions  dbcixalxs. 

Système  buLteique. 

Chapitre  premier.  —  P réiim inaires  :  §  I.  Origine  des  frac- 
tions. §  II.  Définitions.  Notations.  Théorème.  §  m.  Prin- 
cipes. Théorème. 

Chapitre  II. —  Transformations  diverses  opérées sar  les  frac 
lions  :  §  I.  Simplification  des  fractions.  Fractions  irréduc- 
tibles. §  II.  Transformation  d'un  nombre  entier  en  nombre 
fractionnaire.  §  III.  Transformation  d'un  nombre  entier  joint 
à  une  fraction  en  nombre  fractionnaire.  §  IV.  Extraction  des 
unités  contenues  dans  un  nombre  fractionnaire.  §  V.  Trans- 
formation d'une  fraction  en  une  autre  fraction  d'espèce  donnée 
§  VI.  Réduction  des  fractions  au  même  dénominateur. 
§  VII.  Réduction  des  fractions  au  plus  petit  dénominateur 
commun. 

Chapitre  III. —  Les  quatre  opérations  fondamentales  sar  les 
fractions:  §  I.  Addition.  §  II.  Soustraction.  §  III.  Multi- 
plication. §  IV.  Division. 

Chapitre  IV.  —  Généralisation  de  la  théorie  des  fractions  : 
§  I.  Définitions  et  principes.  §  II.  Addition.  §  III.  Sous- 
traction. §  W,  Multiplication.  §  V.  Division. 


(5i3) 

Chapit&e  V. —  Propriétés  des  fractions  égales  (proportions)  ; 
§  I.  DéGnitions.  §  II.  Théorèmes. 

Chapitre  VI.  —  Des  fractions  décimales»  —  Principes  : 
§  I.  Extension  du  système  de  numération  décimale.  Défini- 
tions. §  II.  Écriture  et  énoncé  des  nombres  décimaux. 
§  III.  Des  fractions  décimales  ajant  un  nombre  illimité  de 
chiffres. 

Chapitke  »Vn.  —  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur 
les  nombres  décimaux  :  %  1.  Addition.  §  II.  Soustraction. 
§  III.  Multiplication.  §  IV.  Division.  §  Y.  Évaluation  d'un 
quotient  à  moins  d'une  unité  décimale. 

Chapitre  VIII.  —  Transformation  des  fractions  ordinaires 
en  fractions  décimales  et  réciproquement  :  §  I.  Transformation 
des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales.  §  II.  Transfor- 
mation des  fractions  décimales  en  fractions  ordinaires. 
§  III.  Théorèmes  relatifs  aux  transformations  précédentes. 

Chapitre  IX.  —  Système  métrique  :  §  I.  Établissement  du 
système  métrique.  §  II.  Exposé  et  nomenclatui-e  du  système 
métrique.  §  III.  Mesures  effectives.  §  IV.  Notions  sur  les 
anciennes  mesures  de  France.  §  V.  Réduction  des  anciennes 
mesures  en  nouvelles  et  réciproquement.  §  VI.  Nombres  com- 
plexes. 

Nous  dirons  maintenant  que  Pauteur  a  su  allier  la  clarté  à  la 
concision,  et  que  la  démonstration  des  nombreux  théorèmes 
répandus  dans  son  Ouvra<;e  se  distingue  par  une  qualité  essen- 
tielle, la  rigueur. 

En  Mathématiques,  «  chaque  difficulté  doit  être  prise  à  sa 
naissance  et  éclaircie  aa  moment  où  elle  se  produit.  Rien  n'est 
plus  dangereux  que  le  séjour  prolongé  d'une  idée  obscure  dans 
l'esprit;  elle  y  laisse  toujours  quelque  trace,  après  même  que  la 
vérité  s'y  est  fait  jour.  Il  ne  faut  pas  dire  aux  élèves  :  Allez  en 
açanty  la  foi  vous  viendra  ;  il  ne  faut  avancer  qu'en  s'appuyant 
sur  des  précédents  sans  nuages  (*).  »   Cette  pensée  et  cette 

(  *  )  DoHAiiBL,  Des  méthodes  dans  les  sciences  de  raisonnement  ;  II*  Partie , 
Avant-Propos. 

Ann,  de  Mathém.^  a"  série,  t.  XIV.  (Novembre  1875.)        33 
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règle  ont  certainement  inspiré  et  dirigé  H.  Signol  dans  la  rédac- 
tion de  son  Traité  tV Arithmétique, 


«IIAMIIATÈRES  ET  SB€Ti«NS  GONIOlilS  (*); 

Pab  m.  Paoi,  terrier, 

Ingénieur  à  Paris. 


Définition.  —  Nous  appelons  axe  radical  d^un  qua- 
drilatère VdLTie  radical  commun  aux  circonférences  dé- 
crites sur  les  trois  diagonales  comme  diamètres. 

Théorème  I.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  de 
deux  sommets  opposés  d*un  quadrilatère  complet  sur 
les  côtés  non  adjacents  à  ces  sommets  se  coupent  deux 
à  deux  en  quatre  points.  On  joint  respectivement  les 
intersections  des  perpendiculaires  abaissées  sur  deux 
côtés  aux  intersections  des  deux  autres  côtés.  On  dé^ 
termine  ainsi  quatre  droites  qui  concourent  sur  Taxe 
radical  du  quadrilatère, 

Théorève  il  —  Si,  de  deux  sommets  opposés  d'un 
quadrilatère  complet,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  côtés  respect ii^ement  non  adjacents  à  ces  sotn-^ 
mets,  les  quatre  pieds,  joints  detix  à  deux  de  toutes  les 
manières,  donnent  lieu  à  trois  intersections  situées  tune 
sur  l'axe  radical  du  quadrilatère  donné,  les  deux  autres 
sur  chacune  des  deux  diagonales  qui  ne  passait  pas 
par  les  deux  sommets  considérés. 

Chaque  couple  de  sommets  opposés  donnant  lieu  a 
trois  intersections,  on  obtient,  par  la  considération  suc- 

{*)  LeB  propriétés  ci-après  peavent  être  étendues  et  généralisées  par 
rapplication  des  méthodes  de  transformation  des  figures. 
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cessive  des  trois  couples,  neuf  points  d'intersection  ou 
concours,  dont  trois  sur  l'axe  radical  et  deux  sur  chaque 
diagonale.  Ces  neuf  concoure,  diversement  groupés,  don- 
nent les  résultats  ci -après  : 

Théobème  III.  —  Les  deux  concours  fournis  par  deux 
diagonales  du  quadrilatère  complet  sur  la  troisième 
diagonale  forment  auec  les  extrémités  de  celle-^ci  un 
système  harmonique. 

Théouème  IV.  —  Les  4cux  concours  fournis  par  deux 
diagonales  du  quadrilatère  sur  la  troisième^  les  deux 
extrémités  de  celle-ci  et  ses  intersections  a\fec  les  deux 
premières  forment  trois  couples  de  points  en  inifolu^ 
tion . 

Théouème  V.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  des 
deux  extrémités  d  *unc  diagonale  sur  les  côtés  non  con^ 
courants  à  ces  extrémités  se  coupent  deux  à  deux  en 
quatre  points.  Ces  quatre  points ^  pris  deux  à  deux, 
donnent  six  droites  dont  quatre  passent  par  les  extré- 
mités de  la  diagonale  considérée.  Les  deux  autres 
passent  par  les  concours  que  la  même  diagonale  fournit 
sur  chacune  des  deux  autres. 

Théorème  VI. —  Les  deux  concours  que  deux  diago- 
gonales  d^un  quadrilatère  fournissent  réciproquement 
Vune  sur  Vautre,  et  le  concours  que  la  troisième  diago- 
nale fournit  sur  Vaxe  radical  du  quadrilatère  sont  trois 
points  situés  sur  un  même  alignement  perpendiculaire 
à  cette  troisième  diagonale. 

Théorème  VII.  —  Les  trois  alignements  que  les  dia- 
gonales  d*un  quadrilatère  fournissent  réciproquement 
les  unes  sur  les  autres,  et  ces  trois  diagonales  elles- 
mêmes  sont  respectivement  les  côtés  de  deux  triangles 
semblables  et  homologiques. 

33. 
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Théorème  VIII.  —  Les  six  côtés  de  ces  deux  trian* 
gles  se  coupent  deux  à  deux  en  quinze  points.  Six  de 
ces  points  sont  les  sommets  mêmes  des  deux  triangles, 
six  autres  sont  sur  une  conique^  les  trois  derniers  sont 
sur  une  droite. 

Théorème  IX.  —  Le  centre  d^homologie  du  triangle 
des  alignements  et  du  triangle  diagonal  est  situé  sur 
la  circonférence  circonscrite  à  ce  dernier  triangle. 

Vaxe  radical  du  quadrilatère  est  un  diamètre  de 
cette  circonférence. 

Théorème  X.  —  Si,  du  milieu  d*un  des  côtés  d'un 
quadrilatère^  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le 
côté  opposé,  et  réciproquement  : 

i^  Les  deux  perpendiculaires  se  coupent  sur  l'axe 
du  quadrilatère  f 

2^  Le  point  d  intersection  dit^ise  en  deux  parties 
égales  le  segment  de  cet  axe  limité  aux  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  des  deux  triangles  formés  par  les 
deux  côtés  que  l'on  considère,  successivement  combinés 
avec  chacun  des  deux  autres  côtés  du  quadrilatère. 

Théorème  XI.  —  Les  deux  quadrilatères  formés,  le 
premier  par  les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux 
des  côtés  dUtn  quadrilatère  quelconque,  le  second  par 
les  perpendiculaires  abaissées  du  milieu  de  cliaque  côté 
sur  son  opposé  sont  égaux  et  sjmétriques  par  rapport 
au  centre  des  moyennes  distances  du  quadrilatère 
donné. 

Théorème  XII.  —  Si  Ton  désigne  par  a,  p,  y  les  trois 
concours  respectivement  fournis  sur*  Vaxe  radical  du 
quadrilatère  par  les  trois  diagonales,  et  par  m,  n,  p,  q 
les  points  de  rencontre,  sur  le  même  axe  radical,  des 
hauteurs  des  quatre  triangles  formés  pat*  les  côtés  trois 
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à  trois  du  quadrilatère ,  on  a  les  trois  relations 

a.m        an        pm        p/i        yw        77 
ctq         aj?         ^/j  py         yp         7/1  ' 

d^oà  il  suit  que.  les  perpendiculaires  élevées  sur  l'axe 
radical  ou  ligne  des  hauteurs  du  quadrilatère  donné 
parles  points  de  concours  ol^  ^^y  sont  respectivement 
les  ajces  radicaux  des  couples  de  circonférences  qui  ont 
pour  diamètres  {mp^  ^Ç)^  ('^^  P^  ^^Ç)^  [mn^  PÇ)' 

Les  relations  ci-dessus  conduisent  à  quatre  autres  de 
la  forme  suivante  : 


nm 


"XnpyCnq na'X  n  ^X  ny 


pn  X  mq  X  qp       p^X^m^X  qy 

• 

Théorème  XIII.  —  Le  rappoit  harmonique  déter- 
miné par  les  concours  sur  la  diagonale  extérieure  du 
quadrilatère  est  égal  au  rapport  des  diamètres  des  deux 
circonférences  nm^  pq^  dont  la  corde  commune  passe 
au  point  de  concours  y  journi  par  la  diagonale  exté' 
rieure  sur  Vaxe  radical. 

Le  rapport  harmonique  sur  Vune  des  diagonales  in- 
térieures est  égal  au  rapport  des  diamètres  des  deux 
circonférences  mq^  np  dont  la  corde  commune  passe 
au  point  de  concours  [3  fourni  par  Vautre  diagonale 
intérieure  sur  Vaxe  radical. 

Définition.  —  Nous  appelons  centre  perspectij  d'un 
quadrilatère  inscrit  le  point  symétrique  du  centre  de  la 
circonférence  circonscrite  par  rapport  au  centre  des 
moyennes  distances  du  quadrilatère. 

Théorème  XIV.  —  Si,  de  chacun  des  sommets  du 
quadrilatère  inscrit  au  cercle,  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  côtés  non  adjacents,  et  si  Von  joint  les 
couples  des  perpendiculaires  issues  de  chaque  sommet  ; 
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1®  Les  quatre  droites  de  jonction  concourent  sur 
Vaxe  radical  du  quadrilatère,  en  un  point  qui  est  le 
centre  perspectif; 

a°  Ces  quatres  droites  sont  égales. 

La  première  partie  de  ce  théorème  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Les  tangentes  aux  sommets  des  quatre  paraboles  qai 
ont  respectivement  pour  foyers  les  quatre  sommets  d  un 
quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  pour  tangentes  les  côtés 
des  triangles  formés  par  les  trois  autres  sommets,  con- 
courent au  centre  perspectif  du  quadrilatère. 

Théouème  XV,  —  Dans  un  quadrilatère  inscrit  au 
cercle  : 

i^  Les  deux  concours  fournis  par  les  diagonales  in- 
térieures sur  Vaxe  radical  se  confondent  en  un  seul 
point,  qui  est  le  centre  perspectif,  et  le  troisième  con- 
cours, fourni  sur  l'axe  radical  par  ta  diagonale  exté- 
rieure, passe  à  Vmfini. 

7^  Les  concours  fournis  par  chacune  des  diagonales 
intérieures  sur  Vautre  sont  à  V infini,  et  les  concours 
fournis  par  la  diagonale  extérieure  sur  chacune  des 
deux  intérieures  sont  respectivement  aux  points  mi- 
lieux de  celles-ci, 

y*  Les  perpendiculaires  abaissées  du  milieu  île  chaque 
diagonale  intérieure  sur  Vautre  se  coupent  au  centre 
perspectif 

4**  Des  trois  aWgnemenis  fournis  par  les  neuf  con- 
cours trois  à  trois,  deux  se  coupent  au  centre  per- 
spectif le  troisième  passant  à  V infini. 

Théorème  XVL  —  On  a  vu  (théorème  VIII)  que 
Vaxe  radical  de  tout  quadrilatère  est  un  diamètre  du 
cercle  diagonal.  Dans  le  cas  du  quadrilatère  inscrit,  les 
extrémités  de  ce  diamètre  sont,  d^ une  part,  Vinfersec- 
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iion  des  diagonales  intérieures,  d'autre  part,  le  centre 
d'homologie  du  triangle  diagonal  et  du  triangle  formé 
par  les  trois  alignements  des  points  de  concours. 

Ce  dernier  triangle,  dans  Tespèce,  a  un  sommet  au 
centre  perspectif  déterminé  par  deux  côtés,  respectiye* 
ment  perpendiculaires  aux  diagonales  intérieures,  et  le 
troisième  côté  à  l'infini. 

Tbéorèice  XVII.  --»  Les  points  de  rencontre  des  hau-- 
teurs  des  quatre  triangles  formés  par  les  côtés  trois  à 
trois  d'un  quadrilatère  inscriptible  sont  symétriquement 
placés^  sur  Vaxe  radical,  par  rapport  au  centre  per- 
spectif. 

Théorème  XVIII.  —  Les  six  perpendiculaires  réci- 
proquement abaissées  des  milieux  des  côtés  d'un  qua- 
drilatère inscrit  sur  leurs  opposés  et  du  milieu  de  chaque 
diagonale  sur  Vautre  concourent  au  centre  perspectif 
du  quadrilatère* 

Définitions»  —  On  appelle  droite  de  Simson  la  droite 
qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  de  la  circonférence  circonscrite  sur  les  trois  côtés 
du  triangle  inscrit. 

Nous  appelons,  par  extension,  droites  de  Simson 
d'un  quadrilatère  inscrit,  les  quatre  droites  de  Simson 
fournies  par  chaque  sommet  et  par  le  triangle  des  trois 
autres. 

Nous  appelons  hauteurs  du  quadrilatère  les  quatre 
perpendiculaires  abaissées  du  milieu  de  chaque  côté  sur 
son  opposé. 

Nous  pouvons,  dès  lors,  confondre  dans  l'énoncé  sui- 
vant les  deux  propriétés  précédentes  : 

Les  quatre  droites  de  Simson  et  les  quatre  hauteurs 
iVun  qitadrUatère  inscrit  concourent  au  centre  per- 
spectif 
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Théobèmb  XIX.  —  Le  centre  perspectif  d*un  qua- 
drilatère  inscrit  est  un  point  tel  que,  si  on  le  joint  par 
des  droites  aux  milieux  des  côtés  et  des  diagonales,  les 
angles  formés  par  deux  quelconques  de  ces  droites  ^  et 
par  les  côtés  ou  diagonales  qui  leur  correspondent,  sont 
égaux  ou  supplémentaires. 

Corollaires.  —  i**  Le  centre  perspectif  d'un  quadrila- 
tère inscrit  est  le  centre  de  l'hyperbole  qui  passe  par  les 
quatre  sommets. 

a^  Les  centres  d^un  cercle  et  d^unc  hyperbole  équila- 
tère,  qui  ont  quatre  points  communs,  sont  symétrique- 
ment placés  par  rapport  au  centre  des  moyennes  distances 
de  ces  quatre  points. 

Théorème  XX.  —  Les  quatre  droites  de  Simson  d'un 
quadrilatère  inscrit  se  coupent  deux  à  deux  au  centre 
perspectif  sous  quatre  angles  ayant  pour  mesure  les 
demi-différences  des  arcs  sous-tendus  par  les  cordes 
(côtés  ou  diagonales)  qui  joignent  les  sommets  corres^ 
pondants. 

Définition.  —  On  ^Li^^eWe  quadrilatère  des  hauteurs  Kt 
d'un  quadrilatère  inscrit  donné  A  le  quadrilatère  qui  a 
ses  sommets  aux  points  de  rencontre  des  hauteurs  des 
quatre  triangles  formés  par  deux  côtés  et  une  diagonale 
de  A. 

On  sait  que  ces  deux  quadrilatères  sont  égaux  et  symé- 
triques. 

Théorème  XXI.  —  Le  centre  de  symétrie  d'un  qua^ 
drilatère  A  et  de  son  quadrilatère  des  hauteurs  Ai  est  le 
centre  perspectif  commun  à  A  et  à  A^ 

Corollaires.  —  i^  Les  droites  de  Simson^  les  hau- 
teurs et  les  axes  radicaux  des  deux  quadrilatères  se  con- 
fondent deux  à  deux,  quant  à  la  direction. 
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2°  Le  centre  perspectif  est  le  centre  à* inscription  et  le 
centre  àihomothéeie  directe  ou  inverse  de  trois  couples 
de  quadrilatères  semblables  au  proposé,  savoir: 

Le  quadrilatère  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  sommets  de  A  sur  les  diago- 
nales, et  le  quadrilatère  symétrique  fourni  par  Ai. 

Les  deux  quadrilatères  ayant  pour  sommets  les  pieds 
quatre  k  quatre  des  huit  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  de  A  sur  les  côtés  non  concourants  et  les  deux 
quadrilatères  symétriques  fournis  par  Ai* 

Chacun  de  ces  trois  couples  de  quadrilatères  a  ses  huit 
sommets  distribués  sur  une  circonférence  ayant  pour 
centre  le  centre  perspectif  du  quadrilatère  donné. 

Théorème  XXIL  —  Quand  un  quadrilatère  Ai,  cir- 
conscrit à  un  cercle,  a  pour  points  de  contact  consé^ 
cuti/s  les  sommets  consécutifs  d^un  quadrilatère  inscrit  A'^ 
quand  un  autre  quadrilatère  At  a  pour  côtés  consécutifs 
les  quatre  droites  qui  détenninent,  deux  à  deux,  les 
deux  points  de  concours  fournis  par  les  diagonales  in^ 
térieures  de  A  sur  la  diagonale  extérieure  : 

1°  Les  quadrilatères  Ai,  A,  sont  en  homothétie  di^ 
recte,  et  le  centre  d^homothétie  est  au  point  d^ inter- 
section de  la  diagonale  extérieure  commune  et  de  la 
droite  qui  contient  le  centre  dHnscription ,  le  centre 
des  moyennes  distances  et  le  centre  perspectif  de  A. 

2**  Le  centre  perspectif  est  le  centre  de  la  circonfé- 
rence  inscrite  dans  At. 

3**  Le  centre  d^ homothétie  est  le  point  central  d*une 
in\folutiùn  formée  par  les  trois  couples  de  sommets  ex- 
térieurs de  Ai  et  de  Af 

4°  Les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  per- 
spectif de  A  sur  les  côtés  du  même  quadrilatère  passent 
respeciiv^ement  par  les  sommets  de  A  t. 
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Théorèmb  XXIII.  —  Si  les  diagonales  inierieuresdu 
quadrilatère  inscrit  A  se  coupent  à  angle  droit,  toutes 
les  autres  conditions  étant  conformes  €ui  précédent 


énoncé  : 


1^  Le  centre  perspectif  et  le  point  d^ intersection  des 
diagonales  de  A  se  confondent  ; 

3^  Le  rayon  d'homothétie  qui  joint  le  centre  d^in- 
scription  O  et  le  centre  perspectif  a  de  A  est  perpendi^ 
culaire  sur  la  direction  commune  aux  diagonales  exté- 
rieures des  trois  quadrilatères,  et  contient  le  point 
d'intersection  (3  des  diagonales  de  A«. 

3^  Les  quadrilatères  A,,  Ai,  circonscrits  à  deux  cer- 
cles qui  ont  respectivement  pour  centres  le  centre  per- 
spectifet  le  point  O^  centre  d'inscription  de  A,  sont,  de 
plus,  inscrits  dans  deux  autres  cercles  dont  les  centres 
sont  respectii^ement,  pour  le  premier  au  même  point  O, 
pour  le  second  en  un  point  Oi  situé  sur  le  rayon  d*ho- 
mothétie  Oa, 

4®  Les  distances  des  points  alignés  0,Oi,  a  et  ^  au 
centre  d^homothétie  T  des  deux  systèmes  sont  liées  par 
la  relation 

TO        V  TO. 

5*^  Les  droites  menées  par  le  centre  du  cercle  cir^ 
conscrit  au  quadrilatère  A,  parallèlement  à  celles  qui 
joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  passent  réci- 
proquement par  les  points  de  concours  de  ces  côtés* 

Théorème  XXIV.  —  Dans  le  quadrilatère  inscrit  A  à 
diagonales  rectangulaires,  les  milieux  des  quatre  côtés 
et  les  pieds  des  quatre  hauteurs  sont  huit  points  situés 
sur  une  même  circonférence.  Le  centre  de  cette  circon- 
férence  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  circonscrit. 
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Le  rayon  de  cette  circonférence  est  la  moitié  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  A,. 

Cette  propriété  présente  une  grande  analogie  avec  le 
théorème  des  neuf  points,  démontré  par  Euler,  pour  le 
cas  du  triangle.  Les  huit  points  désignés  dans  l'énoncé 
correspondent  aux  milieux  des  trois  côiés  et  aux  pieds 
des  trois  hauteurs  dans  le  cas  du  triangle.  Les  trois  au- 
tres points,  dans  ce  mémecas,  sont  les  milieux  des  droites 
qui  joignent  les  sommets  du  triangle  au  point  de  ren- 
contre des  hauteurs.  Dans  le  quadrilatère,  ces  trois  der- 
niers points  ont  pour  correspondants  les  milieux  des 
quatre  droites  qui  joignent  le  centre  perspectif,  ou  point 
de  rencontre  des  hauteurs  de  A,  aux  sommets  de  A%. 
Mais  ces  quatre  points  se  confondent  avec  les  pieds  des 
quatre  hauteurs  de  A. 

Théorèmb  XXV.  —  Le  centre  commun  O  des  circon- 
férences circonscrites  aux  quadrilatères  A  et  A  ^  et  le 
centre  perspectif  a  de  K  sont  les  foyers  d'une  ellipse 
qui  a  pour  centre  et  pour  grand  axe  le  centre  et  le  dia- 
mètre du  cercle  des  douze  points,  pour  tangentes  les 
côtés  du  qudrilatère  A,  pour  polaire  focale  la  diagonale 
extérieure  du  même  quadrilatère,  et  pour  cercle  direc^ 
teur  relatif  au  foyer  a  le  cercle  circonscrit  au  quadri- 
latère Aj. 


SUR  LA  HGOIPOSITION  M8  NOMBRES  EN  FACTEURS 

PREMIERS; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Les  opérations  que  Ton  effectue  habituellement  pour 
décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  sont 
longues  et  pénibles,  puisque  Ton  est   obligé  de  faire 
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exactement  les  divisions  de  ce  nombre,  souvent  très- 
grand,  par  une  série  de  diviseurs  que  Ton  essaye  succes- 
sivement.  On  peut,  à  Taide  de  la  remarque  suivante, 
abréger  le  calcul  d'une  manière  notable*  Considérons, 
par  exemple,  le  nombre 


=  4^785.55361, 


dont  tous  les  diviseurs  sont  de  la  forme  8op  -f- 1 .  Prenons 
les  logarithmes  des  nombres  de  cette  forme,  compris 
entre  60000  et  6a  000,  et  retranchons-les  du  logarithme 
du  nombre  donné-,  nous  pouvons  déterminer  exacte- 
ment les  cinq  chiffres  du  quotient  et  former  le  tableau 


suivant  : 

Diviseurs. 

63 1  2667 

Quotients. 

60  l6ï 

7793i5o 

85i  9517 

71  112 

60961 

785o52i 

8462146 

70  180 

61  121 

786  1905 

845  0762 

69996 

61  441 

788  4583 

842  8084 

69632 

61  681 

790  i5i4 

84i  1 153 

69361 

On  rejettera  d'abord  tous  les  quotients  non  terminés 
par  Tunité;  puis,  parmi  ceux  qui  font  exception,  on 
rejettera  tous  ceux  qui  ne  satisferont  pas  à  la  preuve 
par  9  ou  par  1 1,  en  supposant  la  division  exacte.  Lors- 
que le  calcul  logarithmique  ne  donne  pas  un  nombre 
suffisant  de  chiffres  sur  lesquels  on  peut  compter,  on  peut 
obtenir  le  dernier,  les  deux  ou  les  trois  derniers,  en  dé- 
terminant, ce  qui  est  facile,  les  trois  derniers  chifires  du 
quotient  à  l'aide  des  derniers  chiffres  du  dividende  et  du 
diviseur,  en  supposant  toujours  la  division  exacte.  J'ai 
ainsi  démontré  que  le  nombre  pris  pour  exemple  est  pre- 
mier. II  est  plus  grand  que  celui  que  Legendre  considère, 
d'après  Euler,  comme  le  plus  grand  des  nombres  prc- 
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miers  connus,  à  savoir  : 

a"  —  1  =r  2147483647. 

Nous  remarquerons  que  le  dernier  nombre  essayé  dans 
le  tableau  donne  le  produit 

61681 X  69361  =  4278255841, 

qui  ne  diâere  que  par  deux  chiffres  du  nombre  donné. 

J^observerai,  à  ce  propos,  qu  il  serait  bon,  dans  les 
Tables  de  logarithmes,  dMndiquer  par  un  signe  placé  à 
côté  du  dernier  groupe,  formant  chacun  des  logarithmes 
de  10  000  à  100  000,  le  cas  où  le  nombre  considéré  est 
premier.  On  aurait  ainsi,  sans  plus  d'espace  et  sans  plus 
de  frais,  une  Table  des  nombres  premiers  de  i  à  108000 
avec  le  logarithme  en  regard,  ce  qui  serait  un  véritable 
progrès  dans  Télude  de  la  théorie  des  nombres. 

Nous  indiquerons  encore  les  décompositions  suivantes  : 

3o'* — 1  =  7*. 19. 29  I22ÏI  837931 .51941161, 
3o'*-+-i  =:  Il . i3.3i  .67.271 .4831 .71261 .517831, 
2^'4- 1  =  3. 83. 8831418697- 

J'ai  essayé  ce  dernier  nombre  pour  tous  les  facteurs 
prefïiiers,  inférieurs  à  60000,  et  ainsi 

57073  X  154739  =  8831418947 

ne  diffère  que  par  deux  chiffres  de  ce  nombre,  et  d'ail- 
leurs le  dernier  facteur  est  divisible  par  i3.  L'opération 
qui  consiste  à  essayer  les  autres  nombres  premiers  de 
60000  à  95  100,  et  qui  comporterait  une  seule  page  de 
calculs,  reste  à  faire  ^  mais  je  n'ai  pu  continuer,  n'ayant 
pas  i  ma  disposition  les  Tables  de  Cfaernac.  Il  serait 
donc  facile  de  s'assurer  si  ce  nombre  est  premier,  et, 
dans  le  cas  de  réussite,  ce  serait,  je  pense,  le  plus  grand 
nombre  premier  connu  actuellement. 
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QOESTIOKS  D  AKALYSB  INUfiTIMINÊE -, 

Pâk  m.  Edouard  LUCAS. 


1.  Si  (Xyjr,z)  représente  une  solution  en  nombres 
entiers  de  Fëquation  indéterminée 

Aj:>-h  B^-+-  Cz^-^-  3Dxxz=:  o, 

on  obtient  une  nouvelle  solution  à  Taide  des  équations 

X        Y       Z 

1 h  -  =  o, 

AX;c*-h  BY/»-4-  CZi»=  o. 

2.  Si  (x^y,  z)  et  (oti,  /i,  Zf)  désignent  deux  solutions 
distinctes  de  Téquation  précédente,  on  obtient  une  nou- 
velle solution  à  l'aide  des  équations 

X     Y     Z 

X    jr    z     =0, 

AXjtXi  •+-  BY jj,  H-  GZz2|  =  0.  ♦ 

3.  L^équation  biquadratique  x*  —  5j^*  =  1  a  pour 
solution,  eu  nombres  entiers,  j;=:3,  ^^  =  3,  et  n*en  a 
point  d^ autres. 

A.  La  différence  de  deux  cubes  consécutifs  n'est  ja- 
mais égale  à  un  bicarré. 

5,  Trouver  en  nombres  entiers  toutes  les  solutions 
des  deux  progressions  arithmétiques 

TX^2J^3J^4«^ 
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et  ainsi  Ton  a,  pour  la  première, 

i  167'. 2  X97'.3x  57'.4Xi3%    de  raison    9071 

et,  pour  la  seconde, 

i  607'. 3  X  3o3*.5  X  ï9i'-7  X  ii3',     de  raison     gSoaa. 

6.  La  difjférence  de  deux  cubes  consécutifs  n*est  ja- 
mais égale  k  un  bicarré. 

7.  Résoudre  complétemenl  Téquaiion 

dont  Legendre  a  donné  une  solution  incomplète  (*). 

8.  Trouver  toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la 
somme  des  cinquièmes  puissances  des  x  premiers  nom- 
bres est  un  carré  parfait. 

QUESTIONS 

Proposées  pa&  M.  C.  MORE  AU, 
Capitaine  d'Artillerie,  à  Calais. 


1 .  Démontrer  les  formules 

-(Ty-[=^-]-["-^^"3-]'-- 

mv     r(/t -4- 1) 

=r  COS ~ -^-  y 

2 


K^) 


^^       ^H^'/^  0        »' 'ï' — 0('**— 4)  sin/iTT 

'"T^"^       i».2«  i».2>.3»  *" "1^' 

et  indiquer  entre  quelles  limites  elles  sont  exactes. 

(*)  Legendrb,  Théorie  des  Nombres ^  t.  II,  p.  136. 
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2.   Dans  quels  cas   peut-on  aussi    représenter  sous 
forme  finie  la  série 


3.  Faire  voir  que,  dans  le  produit  limité 

(l-h-rr)  (i-hJt'r)  (i  -♦-.r>r).  ..(i  -f-  jc^r), 
le  coefficient  de  2^  est  égal  à 

Si,  pour  a:  <[  Il  n  augmente  indéfiniment,  on  obtient 
le  développement  d'Euler.  Pour  x  =  i^  on  retrouve  la 
formule  du  binôme. 


OUESTiON. 

1187.  Étant  donnée  l'équation  cubique 

a^'\- px  -4-ç  =  o, 

dans  laquelle  la  quantité  —  ^p^ —  ^79*  ^^^  égale  à  un 
carré  /**,  on  sait  que  la  différence  entre  deux  racines  quel- 
conques de  cette  équation  est  exprimable  par  une  fonc- 
tion entière  delà  troisième  racine,  fonction  qui  est  du 
second  degré,  et  dont  les  coefficients  sont  exprimés 
rationnellement  au  moyen  des  quantités  connues  p,  q^  r. 
On  propose,  réciproquement,  d'exprimer  Tune  quel- 
conque des  racines  par  une  fonction  entière  du  second 
degré  de  la  différence  entre  les  deux  autres  racines,  les 
coefficients  de  cette  fonction  devant  de  même  être  expri- 
més rationnellement  au  moyen  de  p,  </,  r.      (S.  Reàlis.) 


(Sap) 


SUR  LES  SYSTEMES  SE  TIGES  ARTICULÉES; 

Pae  m.  V.  LIGUINE, 

Professeur  h  l'Université  d'Odessa. 


1.  L'étude  récente  des  divers  systèmes  de  tiges  arti- 
culées, à  liaison  complète,  a  commencé  parcelle  des  sys- 
tèmes à  six  tiges,  et  même,  parmi  toutes  les  dispositions 
connues  actuellement,  la  plupart  ne  sont  encore  que 
des  systèmes  de  ce  genre  particulier  ou  des  combinaisons 
simples  de  ces  systèmes. 

Ces  divers  systèmes  à  six  tiges  ont  été  inventés,  pour 
Ja  plupart,  indépendamment  Tun  de  Vautre  et  figurent 
ainsi  dans  la  question  comme  des  dispositions  isolées  et 
distinctes,  dont  rien  ne  parait  indiquer  une  liaison  mu- 
tuelle. Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  les  étudier 
sous  tin  point  de  vue  complètement  général,  ce  qui  me 
permettra  :  i^  d'indiquer  les  conditions  caractéristiques 
qui  distinguent  le  genre  de  systèmes  à  six  tiges,  étudié 
jusqu'à  présent,  de  toutes  les  autres  dispositions  possibles 
du  même  nombre  de  tiges,  et  qui  assignent  certaines  li- 
mites aux  recherches  de  nouvelles  combinaisons  utiles 
du  même  genre;  2^  de  décrire  un  système  dont  les  dis- 
positions connues  à  six  tiges  (*)  ne  sont  que  de  simples 
cas  particuliers;  3°  de  passer  brièvement  en  revue,  en 
discutant  ce  système  général,  tous  les  systèmes  connus  à 
six  tiges,  et  d'exposer  à  cette  occasion  quelques  observa- 

(*)  Le  système  récemment  proposé  par  M.  Kemp,  que  j'ai  décrit 
dans  le  n°  7  de  cette  Note,  ne  doit  pas  compter  dans  ce  nombre,  car  il 
présente,  comme  on  le  verra,  un  type  tout  à  fait  exceptionnel,  qui  ne  se 
rattache  pas  du  tout  à  tous  les  autres  systèmes  connus  à  six  tiges,  puis- 
qu'il  ne  jouit  pas  de  la  propriété  fondamentale,  commune  à  ces  derniers, 
d'aToir  constamment  trois  articulations  en  ligne  droite  pendant  le  mou- 
vement. 

jinn.  de  Mathémat.f  a*  série,  t.  XIV.  (Décembre  1875.)      34 
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dons  nouvelles  relatives  à  ces  derniers.  Les  systèmes  à 
six  tiges  formant,  comme  je  Tai  déjà  observé,  la  grande 
majorité  de  tous  les  types  proposés  de  systèmes  articulés 
en  général,  il  ne  me  restait  à  décrire  qu'un  très-petit 
nombre  de  dispositions  à  huit  et  à  quatre  tiges,  pour 
donner  en  môme  temps,  par  ce  travail,  une  énumération 
complète  de  tous  les  types  de  systèmes  articulés  actuelle- 
ment connus,  énumération  qui  peut  être  utile  aux  per- 
sonnes s'occupant  de  la  question;  c'est  ce  que  j*ai  fait 
dans  un  appendice  placé  à  la  fin  de  celte  Note. 

Pour  abréger  le  langage,  je  nommerai  tout  système 
articulé  a  six  tiges  et  à  liaison  complète  élément  articule. 

2.  Chaque  élément  articulé  se  compose  nécessairement 
de  six  tiges  et  de  sept  articulations,  en  comptant  les 
points  où  sont  réunies  trois  tiges  pour  deux  articula- 
tions (*).  Comme  l'a  déjà  fait  observer  M.  Sylvester  (**), 
tous  les  éléments  et  systèmes  articulés  auxquels  on  a  été 
conduit  par  la  découverte  de  M.  Peaucellier  peuvent,  en 
dernière  analyse,  être  considérés  comme  des  assemblages 
de  couples  de  tiges  ou  de  dyades^  c'est-à-dire  de  systèmes 
de  deux  tiges  réunies  par  une  articulation,  systèmes 
dont  le  compas  ordinaire  fournit  un  exemple  très-connu; 
et  c'est  en  vertu  de  cette  propriété  que  M.  Sylvester  avait 
même  proposé  de  donner  à  ces  dispositions  le  nom  de 

(  *  )  M.  Sylvester,  dans  une  lecture,  aussi  belle  que  saTante,  qu'il  a  faite 
l'année  dernière  à  l'Institution  royale  de  la  Grande-Bretagne  sur  la 
Transformation  du  mouvement  circulaire  en  mouvement  rectiUgne,  lecture 
qui  a  été  publiée  dans  la  Revue  scientifique,  2^  série,  4*^  année,  187!, 
p.  490-49^)  ^  énoncé  la  règle  suiyante,  facile  à  démontrer  :  Pour  qu'un 
système  de  tiges  articulées  soit  &  liaison  complète,  il  faut  qu'il  existe 
entre  le  nombre  n  de  tiges  et  le  nombre  m  des  articulations  le  rapport 
numérique  3n  —  3m  =  4,en  comptant  chaque  point  où  sont  réunies 
k  tiges  pour  k—  i  articulations  ;  par  conséquent,  pour  un  système  de  six 
tiges,  on  a  m  =  7. 

{**)  Poir  la  lecture  citée,  Revue  scientifique,  a*  série,  4'  année,  p.  497* 
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dyadismes.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue^  on  obtient 
pour  les  éléments  eu  question  le  mode  de  génération  gé- 
néral suivant. 

Prenons  une  dyade  ou  un  couple  de  tiges,  et  imaginons 
que  Ton  rend  fixe  son  articulation  ;  nommons  celte  arti* 
culation  fixe  le  point  d'appui  (*)  et  les  deux  tiges  qui  y 
sont  réunies  les  connecteurs.  Prenons  ensuite  un  second 
couple  et  joignons,  au  moyen  de  deux  articulations,  ses 
deux  tiges  aux  deux  tiges  du  premier  couple,  en  articulant 
les  extrémités  libres  des  tiges  de  Tun  des  deux  couples  à 
deux  points  quelconques,  ou  aux  extrémités  libres  des 
deux  tiges  de  Tautre  couple  \^*)\  nommons  les  deux  tiges 
de  ce  nouveau  couple  les  premiers  guides,  et  Tarticula» 
tîon  qui  les  réunit  le  premier  pôle  ;  nous  aurons  formé 
ainsi  un  quadrilatère  articulé  qui  a  pour  côtés  les  deux 
connecteurs  et  les  deux  guides,  ou  certaines  parties  de 
ces  tiges.  Prenons  enfin  un  troisième  couple  et  adaptons 
ses  extrémités  libres,  au  moyen  d'articulations,  à  deux 
points  de  deux  côtés  adjacents  (***)  du  quadrilatère  men- 
tionné, ou  aux  extrémités  des  prolongements  de  deux 
côtés  adjacents,  si  ces  prolongements  existent;  donnons 
aux  tiges  de  ce  troisième  couple  et  à  l'articulation  qid  les 


(*)  J'ai  puisé  la  plupart  des  noms  employés  ici  dans  la  lecture  citée 
de  M.  Sylvester. 

{**)  Les  différents  cas  que  l'on  a  à  considérer  ici  ne  pouvant  pas  être 
réunis  dans  une  même  figure,  le  lecteur  est  prié  de  reproduire  ces  cas  en 
dessin  lui-même. 

(**^*)  Cette  dernière  restriction  est  inutile  pour  les  éléments  que  jo 
nomme  plus  loin  de  la  première  espèce  et  qui,  comme  on  verra,  sont  de 
beaucoup  les  plus  importants,  puisqu'elle  y  est  remplie  d'elle-même; 
mais,  pour  ceux  delà  deuxième  espèce,  il  y  a  lieu  de  laiaire,  car,  dans  tes 
derniers,  parmi  les  quatre  modes  possibles  de  jonction  du  troUième 
couple,  il  y  a  deux  dispositions  où  les  extrémités  libres  des  deuxièmes 
guides  s'articulent  à  deux  côtés  opposés  du  premier  quadrilatère,  et 
dans  ces  deux  cas  on  obtiendrait,  au  lieu  du  second  quadrilatère,  un  pen- 
tagone arUculé,  ce  qui  compliquerait  beancoup  les  raisonnements. 

34. 
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joint  les  noms  de  deuxièmes  guides  et  de  deuxième 
pôle;  nous  aurons  forme  par  là  un  second  quadrilatère 
articulé,  ayant  un  sommet  et  un  angle  communs  avec  le 
premier  \  mais  les  droites  qui  forment  ce  nouveau  qua- 
drilatère peuvent  être  différentes.  Il  est  clair,  eu  effet, 
que  la  jonction  du  troisième  couple  à  Tassemblage  des 
deux  premiers  peut  s'effectuer  de  trois  manières  dis- 
tinctes :  les  extrémités  libres  de  ce  troisième  couple  peu- 
vent être  jointes  ou  aux  deux  premiers  guides,  ou  aux 
deux  connecteurs,  ou  à  un  des  premiers  guides  et  à  un 
connecteur  adjacent^  dans  le  premier  cas,  le  nouveau 
quadrilatère  sera  formé  par  les  quatre  guides,  dans  le  se- 
cond par  les  deux  connecteurs  et  les  deux  deuxièmes  guides, 
dans  le  troisième  par  trois  des  quatre  guides  et  l'un  des 
deux  connecteurs.  Dans  tous  les  cas,  la  réunion  consi- 
dérée de  trois  couples  formera  un  élément  à  six  tiges  et 
à  sept  articulations,  et  l'on  remarquera  que  cet  élément  est 
toujours  composé  de  deux  quadrilatères  articulés.  Nous 
dirons  que  l'élément  est  de  première  espèce,  quand  le 
mode  de  jonction  du  troisième  couple  rentre  dans  les 
deux  premiers  des  trois  cas  cités,  et  qu'il  est  de  la 
deuxième  espèce,  lorsque  ce  mode  de  jonction  rentre 
dans  le  dernier  de  ces  cas.  Une  autre  distinction  qu'il  est 
encore  utile  de  faire  dans  le  cas  où  le  troisième  couple 
est  adapté  aux  deux  premiers  guides  est  relative  à  la 
position  du  point  d'appui  par  rapport  au  second  quadri- 
latère articulé;  le  point  d'appui  peut  être  situé  à  l'exté- 
rieur ou  à  l'intérieur  de  ce  quadrilatère  :  dans  le  premier 
cas,  l'élément  sera  dit  positif  y  dans  le  second,  négatif. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  parmi  les  six  tiges  de 
chaque  élément,  il  y  a  à  distinguer  les  deux  connecteurs, 
les  deux  premiers  et  les  deux  deuxièmes  guides,  et  parmi 
ses  sept  articulations  on  distingue  le  point  d'appui  et  les 
deux  pôles.  Les  distances  du  point  d'appui  aux  deux 
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pôles  seront  dites  les  bras  de  rélëment;  en  considérant 
ces  bras  comme  des  rayons  vecteurs  partant  d*une  même 
origine  fixe,  le  but  de  chaque  élément  consiste  a  établir 
une  relation  constante  entre  ces  rayons  vecteurs,  qui 
permette  d'opérer  une  certaine  transformation  sur  les 
coordonnées  polaires,  de  manière  que,  Tun  des  pôles  dé- 
crivant une  ligne  donnée,  l'autre  décrive  une  seconde 
ligne,  liée  à  la  première  par  la  loi  de  transformation  qui 
convient  à  Télément  considéré. 

Afin d'éviterd'inutiles répétitions,  convenons,  unefois 
pour  toutes,  de  désigner  toujours,  sur  nos  figures,  par  A  le 
point  d'appui,  par  P  le  premier  et  par  P|  le  deuxième 
pôle,  par  N,  N'  les  deux  points  de  jonction  des  premiers 
guides  avec  les  connecteurs,  et  par  M,  M' les  deux  points 
de  jonction  des  deuxièmes  guides  avec  les  premiers  guides 
01^  avec  les  connecteurs,  et  de  désigner,  dans  nos  for- 
mules, par  p,  pi  les  deux  bras  AP,  APi,  par  c,  cf  les  dis- 
tances AN,  AN' des  articulations  N,  N'  au  point  d'appui, 
par  n,  n  les  distances  PN,  PN'  des  mêmes  articulations 
au  premier  pôle,  par  m,  m'  les  deuxièmes  guides  Pi  M, 
PjM'  pris  en  entier,  enfin  par  mi,  ni\  les  distances  PM, 
PiVr  des  articulations  M,  M^au  premier  pôle,  quand  les 
deuxièmes  guides  s'articulent  aux  premiers  guides,  et 
par  Cl,  c\  les  distances  AM,  AM'  des  mêmes  articulations 
au  point  d'appui,  lorsque  les  deuxièmes  guides  s'articu- 
lent aux  connecteurs* 

3.  Si  maintenant  on  compare  Télément  général  que 
nous  venons  d'obtenir  par  la  voie  de  composition  de 
trois  couples  de  tiges  avec  les  éléments  qui  ont  été  pro- 
posés depuis  la  découverte  de  M.  Peaucellier,  on  voit 
immédiatement  que  ces  derniers  ne  sont  tous  que  des 
variétés  du  premier,  caractérisées  parles  deux  propriétés 
particulières  que  voici  :  i^  ils  sont  tous  de  la  première 
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espèce  ;  a^  qael  qae  soit  le  moavement  de  Télément,  trois 
des  sept  articulations,  le  point  d'appui  et  les  deux  pôles, 
restent  constamment  en  ligne  droite  pendant  ce  mon- 
vement. 

D'autre  part,  si  l'on  examine  attentivement  et  d'une 
manière  générale  les  conditions  suffisantes  pour  que  le 
point  d'appui  et  les  deux  pôles  d'un  élément  de  la  pre-* 
mière  espèce  restent  constamment  en  ligne  droite,  on 
reconnaît  qu'il  suffit  pour  cela  :  i^  ou  que  dans  une  seide 
position  de  l'appareil  les  deux  quadrilatères  articulés, 
dont  l'élément  est  toujours  composé,  soient  semblables 
et  semblablement  placés  ^  a^  ou  que  dans  une  seule  po- 
sition de  l'appareil  les  trois  sommets  des  deux  quadrila- 
tères, qui  représentent  le  point  d'appui  et  les  deux 
pôles,  soient  en  ligne  droite,  et  les  deux  diagonales  de 
chaque  quadrilatère  se  coupent  à  angle  droit. 

En  effet,  pour  que  les  trois  points  A,  P,  Pi  restent 
continuellement  en  ligne  droite,  il  faut  évidemment  que 
les  deux  diagonales  AP,  P^P  des  deux  quadrilatères 
PNAW,  PMP,  M' coïncident  constamment  en  direction 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement  de  l'instrument; 
ot,  pour  que  cette  coïncidence  continuelle  ait  lieu,  il 
suffit  que  les  deux  diagonales  NIN',  MM'  soient  parallèles 
dans  une  seule  position  de  l'appareil,  et  que  l'angle 
formé  par  les  diagonales  AP,  N^'  de  l'un  des  quadrila- 
tères soit  égal  à  l'angle  formé  par  les  diagonales  Pi  P, 
MM'  de  l'autre  dans  chaque  position  de  l'élément.  Car 
les  deux  diagonales  NN',  MM'  étant  parallèles  dans  une 
seule  position  de  l'appareil,  elles  le  seront  dans  une  posi- 
tion quelconque,  en  vertu  de  la  proportion 

N1V1:MP  =  N'M':M'P, 

dont  les  quatre  termes  restent  constants  pendant  le  mou- 
vement; et  si,  dans  chaque  position,  on  a 

IMN'  parallèleàMM'    et    angle  (NN',  AP)  =  angle  (MM',  P|P), 
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les  deux  droites  AP,  Pi  P  devront  constamment  coïncider, 
car  elles  ont  toujours  un  point  commun  P.  Mais  les  deux 
conditions,  le  parallélisme  des  diagonales  NN^,  MM'  dans 
une  seule  position  de  l'appareil  et  l'égalité  continuelle 
des  angles  (N]M^  AP),  (MM',  PiP),  seront  remplies  dans 
chacun  des  deux  cas  suivants  :  i^  si,  dans  une  seule  posi- 
tion de  Télément,  lesdeux  quadrilatères  PNAN',P  M  Pt  M' 
sont  semblables  et  semblablemeiit  placés  \  2?  si,  dans  une 
seule  position  de  Télément,  les  trois  points  A,  P,  P^  sont 
en  ligne  droite,  et  NN'  perpendiculaire  a  AP,  MM'  per- 
pendiculaire à  Pi  P.  Car,  dans  le  premier  cas,  il  est 
aisé  de  voir  que,  si  les  deux  quadrilatères  PNAIN', 
PMPi  M'  sont  semblables  et  semblablement  placés  dans 
ane  seule  position  de  l'élément,  ils  jouiront  des  mêmes 
propriétés  dans  toutes  les  positions  de  l'appareil,  et,  par 
conséquent,  les  angles  homologues  (NN',  AP),  (MM',  PiP) 
seront  constamment  égaux.  Dans  le  second  cas^  le  pa- 
rallélisme des  diagonales  NN',  MM'  aura  lieu  pour  la 
position  où  les  trois  points  A,  P,  Pi  sont  en  ligne 
droite;  car,  dans  cette  position,  ces  diagonales  seront 
perpendiculaires  à  une  même  droite  APiP;  et  l'égalité 
des  angles  (NN',  AP),  (MM',PiP)  aura  lieu  constam- 
ment pendant  le  mouvement  en  vertu  de  cette  propriété 
facile  à  démontrer,  que,  de  quelque  manière  que  Fou  dé- 
forme un  quadrilatère  dont  les  diagonales  se  coupent  k 
angle  droit  et  dont  les  côtés  ont]  des  longueurs  inva- 
riables, ses  diagonales  resteront  toujours  perpendicu- 
laires entre  elles  ('*'). 

Cela  posé,  on  voit  que  l'on  peut  former  un  élément  de 

(*)  Cette  propriété  est  une  conséquence  immédiate  d'une  relation 
très-simple  entre  les  côtés  d'un  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires, 
relation  qui  consiste  en  ce  que  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  oppo- 
sés d'un  pareil  quadrilatère  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés. 


(  536  ) 
la  première  espèce,  dont  le  point  d'appui  et  les  deux 
pèles  restent  constamment  en  ligne  droite,  de  deux  ma- 
nières distinctes  :  ou  en  construisant  un  quadrilatère 
quelconque  et  en  menant  par  un  point  de  Tune  de  ses 
diagonales  deux  droites  parallèles  à  deux  côtés  aboutis- 
sant à  Tune  des  extrémités  de  cette  diagonale  jusqu'à  la 
rencontre  avec  les  deux  autres  côtés,  ou  en  construisant 
un  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires  et  en  joi- 
gnant un  point  de  l'une  de  ces  diagonales  à  deux  points 
situés  à  la  fois  sur  deux  côtés  aboutissant  à  l'une  des  ex- 
trémités de  cette  diagonale  et  sur  une  même  perpendicu- 
laire à  cette  dernière  droite.  C'est  dans  le  dernier  de  ces 
deux  modes  de  génération  que  rentrent  les  éléments  qui  ont 
été  étudiés  depuis  la  découverte  de  M.  Peaucellier -,  par 
conséquent,  le  type  le  plus  général  de  ce  genre  sera  l'élé- 
ment représenté  sur  les  fig.  i  ou  2,  et  que  je  nommerai 


--^XPi) 


par  cette  raison  élément  généralisé»  Je  vais  faire  voir 
comment  les  éléments  proposés  en  peuvent  être  déduits 
comme  cas  particuliers. 

4.  Pour  cela,  je  commencerai  par  établir  la  loi  delà 
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transformation  effectuée  par  cet  élément  sur  les  bras  ou 
rayons  vecteurs.  En  employant  les  notations  adoptées  i 
la  fin  du  n°  2,  cette  loi  consiste  en  ce  que,  pendant  toute 
la  durée  d'un  mouvement  quelconque  de  Tappareil,  il 
existe  entre  les  bras  ou  rayons  vecteurs  p,  p,  la  rela- 
tion 


(0 


où  il  faut  prendre  les  signes  supérieurs  quand  Félément 
est  positif  (Jig.  i),  et  les  signes  inférieurs  quand  il  est 
négatif  (Jig.u).  Il  suffira  de  démontrer  Téquation  (i) 


Fig.  a. 


pour  le  premier  de  ces  deux  cas  ;  la^g^.  a  rend  parfaite- 
ment compte  des  modifications  que  l'on  aura  à  intro- 
duire dans  la  démonstration  pour  le  second  cas;  en  outre, 
celle  démonstration  s'appliquera  encore,  et  sans  aucune 
modification,  au  cas  où  m,>  n,  cas  opposé  à  celui  des 
Jlg.  i  et  2.  Enfin  la  même  relation  (i),  prise  avec  les 
signes  supérieurs,  conviendra  aussi  au  cas  où  le  second 
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quadrilatère  formé  par  les  quatre  guides  présenterait, 
au  lieu  de  la  disposition  considérée  MPM'Pi  (fig*  i),  la 
disposition  MPM'(Pi),  c'est-à-dire  où  le  deuxième  pôle 
se  trouverait  à  Textérieur  du  premier  quadrilatère  formé 
par  les  connecteurs  et  les  premiers  guides,  et  où  en 
même  temps  le  second  quadrilatère  ne  renfermerait  pas  le 
point  d*appui. 

Prenons  dans  ^^fig»  1 9  sur  la  diagonale  ÂP,  deux  points 
P'  et  P',  tels  que,  |i  et  v  désignant  respectivement  les 
points  d'intersection  des  diagonales  MM',  Pi  P  et  NN', 
AP,  on  ait  j:xP'=fAPi,  vF,  =  vP,  et  joignons  MP'  et 
NFj  ;  on  aura  alors  évidemment,  en  nommant  pour  un 
instant  AF=  p\  AP',  =  p\ , 

p'=A^-hfxP„ 
et  par  conséquent 

p.p'==  A^'  —  |Ip/  =  (AP—  ftP)»—  jlp/ 

=  AP  -+-pip'  — f*P,  —  2AP.f*P, 
ou 

P,p'  =  ApVmp'  — Mp'— MP^'-+-M7'--2AP.ftP, 

ou 

(a)  pip'=  p'-+-  ni\  —  m»—  ap.fiP. 

De  même 

p=Av-f-vP, 

p',=Av~vP; 
donc 

pp\  =  Xi' —  7p' =  an' — S^' — NP' -J- N^\ 
ou 
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Mais 

p'=  A^  H- ;*?'= Afx  4- Af*  —  p,=  a  AfA  —  p,=  2  (p  —  ftP)  —  p„ 

p\  =  AP  —  PP',  =  P  —  2vP, 

et,  coQime  les  triangles  semblables  M^P,  NvP  donnent 
la  proportion 

vP  :  f*P  =  NP  :  MP  =  /i  :  /w„ 
d'où 

vP  =  £.f*P, 

il  s'ensuit  que 

p'=ap  — p,  — afxP, 

n 
iw. 


Pi=p  —  ^  — PP- 


En  substituant  ces  valeurs  de  p\  p\  dans  les  égalités  (a), 
(|3),  on  aura 

p^{2p  —  pi—2 f*P)  =  p« -4-  /wî  —  m'—  ap . fxP, 

ou 

2f*P(p  —  p,  )  =  p» 4-  pj  —  2pp,  -h  m\  —  iw% 

2aP  —  û  =  p*-f-/l» — fj 

et,  en  divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  se- 
conde, on  obtient  la  relation  cliercbée  (i),  prise  avec  les 
signes  supérieurs. 

Remarquons  que  la  relation  (i)  est  tout  à  fait  indé- 
pendante des  grandeurs  des  tiges  AN^Pi  M',  PN',  PM' 
qui  se  trouvent  de  l'autre  côté  de  la  diagonale  AP,  et 
que,  par  conséquent,  cette  relation  reste  identiquement 
la  même  pour  tous  les  éléments  de  différents  paramètres 
que  Ton  obtient  en  changeant  arbitrairement  le  lieu  du 
point  N'  sur  la  droite  Nv  indéfiniment  prolongée. 


(  54o  ) 

5.  Je  ferai  voir  maintenant  comment  les  différents 
éléments  connus  se  déduisent  de  Télément  généraliséy  et 
j^ajoulerai  à  celte  occasion  quelques  observations  sur 
plusieurs  propriétés  de.  ces  variétés. 

I.  Élément  de  M.  PeaucelUer  généralisé,  indiqué  par 
M.  Sjhester  (*)  [fig*  3).  —  Pour  obtenir  cet  élément, 
imaginons  que,  dans  \^fig.  i,  le  point  P  soit  rendu  fixe 
au  lieu  du  point  A  \  les  deuxièmes  guides  seront  alors  ar- 
ticulés aux  deux  connecteurs,  et  Ton  aura  Félément  re- 
présenté sur  la  fi  g.  3.  Pour  trouver  la  relation  que  cet 
appareil  établit  entre  les  bras  j9,  p^,  il  faut,  diaprés  les 
notations  adoptées  (n^2),  changer  dans  la  formule  gêné- 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


raie  (i),  prise  avec  les  signes  supérieurs,  p^  en  p  — pi,  c 
en  7t,  n  en  c,  m^  en  Ci,  ce  qui  donnera,  pour  Télément 
actuel,  la  relation 


(2) 


(*)  Voir  Revtte  scientifique,  tome  cité,  p,  498.  C'est  Tétude  de  ce  sys- 
tème qui  a  servi  de  point  de  départ  à  Tîntéressant  travail  de  M.  Saint» 
Loup,  Des  systèmes  articulés  simples  et  multiples  et  de  leurs  applications, 
inséré  dans  les  Mémoires  de  la  Société  d'émulation  du  Doubs  poar  1876. 
Les  deux  formules  fondamentales  (!)  et  (II)  de  M.  Saint-Loup  corres- 
pondent aux  formules  (s)  et  (3)  de  notre  Mémoire. 
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On  n'a  pas  à  considérer  ici  le  cas  des  signes  inférieurs 
de  la  relation  (i);  car,  dans  la  disposition  actuelle,  le 
point  d'appui  est  le  sommet  commun  des  deux  (quadrila- 
tères de  réiément,  et  ne  peut,  par  conséquent,  se  trouver 
dans  Fintérieur  de  l'un  d'eux. 

Remarquons  que  la  restriction  AN  =  AN',  AM  =  AM', 
indiquée  par  M.  Sylvester,  présentant,  il  est  vrai,  l'a- 
vantage d^une  disposition  parfaitement  symétrique,  n'est 
cependant  pas  nécessaire^  en  l'omettant  et  en  conservant 
seulement  les  conditions  NN'  perpendiculaire  à  AP, 
MM'  perpendiculaire  à  AP,  on  obtient  l'élément  plus 
général  représenté  sur  la  fig.  4»  qui  satisfait  à  la  même 
relation  (a),  vu  que,  d'après  une  remarque  faite  plus 
haut,  la  relation  (i)  ne  dépend  que  des  tiges  situées  d'un 
côté  de  la  diagonale  AP. 

Observons  encore  que  les  éléments  des  fig,  3  et  4  peu- 
vent servir  pour  la  résolution  du  même  problème  que 
M.  Mannheim  avait  résolu  par  l'élément  U,  dont  nous 
allons  nous  occuper  tout  à  l'heure.  En  effet,  il  est  aisé  de 
vérifier,  en  éliminant  pi  entre  la  relation  (â)  et  l'équa- 
tion p]  —  acos0.pi4-l3  =  o,  ou  l'équation  p^  =  occosO^  a 
et  (3  étant  des  constantes,  que,  si  le  point  Pf  décrit  une 
circonférence,  le  point  P  décrira  une  anallagmatique  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre,  selon  que  le  cercle  dé- 
crit par  Pi  passe  ou  ne  passe  pas  par  le  point  fixe  A. 

Si,  dans  l'élément  de  la^^.  3,  ou  dans  celui  de  la^g'.  4» 
on  fixe  le  point  Pi  au  lieu  du  point  A,  il  faudra  changer 
respectivement  dans  ces  figures  les  lettres  A,  P,  Pj,  M, 
M',  N,  N'  en  P,  Pi ,  A ,  N,  N',  M,  M',  et  dans  l'équation  (a) , 
c.  Cl,  n,  m,  p,  jOj  en  mi,  n,  m^  c^  p^  pi,  p\  la  loi  de 
transformation  deviendra  donc  dans  ce  cas 
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II.  Élément  proposé  par  M.  Mannlieim  pour  décrire 
une  anallagmatique  du  quatrième  ordre  {*)  {fig^  5  ei6). 

Fig.  5. 


—  On  obtient  cet  élément  de  Télément  généralisé  en  y 
posant  n  =  mj  ;  les  jîg,  i  et  2  prennent  alors  l'aspect 
plus  simple  desjig,  5  et  6,  et  la  relation  (i)  devient 


(4) 


où  le  signe  +  coiTCspond  à  la  forme  positive  (J!g>  5)  et 
le  signe  —  à  la  forme  négative  {Jig-  6). 

M.  Mannheim  a  trouvé  qu'en  général,  lorsque  dans  cet 
élément  le  point  A  est  fixe  et  que  le  pôle  Pi  décrit  une  ci]> 
conférence,  l'autre  pôle  P  décrit  une  anallagmatique  du 
quatrième  ordre.  On  peut  ajouter  que,  quand,  en  parti- 
culier, le  point  Pi  décrit  une  circonférence  passant  par 
le  point  fixe  A,  le  point  P  décrit  une  anallagmatique  du 
troisième  ordre. 

Si  Ton  fixe  le  point  Pi  au  lieu  du  point  A,  on  devra 
changer,  dans  les  fig.  5  et  6,  Pi,  A  en  A,  Pi,  et,  dans  la 
formule  (4)9  c,  m,  p  en  m,  c,  p  +  pi  dans  le  cas  de  la 

{*)  Communication  faite  à  la  Société  mathématique  de  France  dans 
la  séance  du  9  décembre  1874'  ^oir  le  Bulletin  de  cette  Société,  t.  UI, 
p.  17. 
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forme  positive,  et  en  m,  c^  p  —  pi  dans  le  cas  de  la  forme 
négative,  ce  qui  donne  la  même  relation  (4)9  aux  signes 
près, 

le  signe  —  correspondant  ici  à  \dijig,  5  qui,  après  la  fixa- 
tion du  point  Pi,  représente  un  élément  négatif,  et  le 
signe  -h  correspondant  à  Idijig,  6  qui  représente  actuel- 
lement un  élément  positif. 

On  voit  ainsi  que  Télément  de  M.  Mannheim  peut 
servir  de  deux  manières  différentes  à  décrire  une  anal- 
lagmatique  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre;  on  peut 
fixer  A  et  faire  décrire  à  Pi  une'  circonférence,  ou  bien 
on  peut  fixer  Pi  et  faire  décrire  à  A  une  circonférence  5 
dans  les  deux  cas,  le  point  P  décrira  Tanallagmatique 
demandée. 

ni.  Iiwerseur  de  M,  Peaucellier  (*)  [fig*  7  et  8).  — 
Dans  ce  cas,  n  =  ni^=  771,  et  l'équation  fondamentale  (i) 
donne  la  relation  bien  connue 

(6)  pp.  =dz(i:»- m'), 

où  l'on  prendra  le  signe  H-  ou  le  signe  — ,  selon  que  l'é- 
lément est  positif  (^g'.  7)  ou  négatif  (/ïg:.  8). 

(*)  C'est  la  découverte  de  cet  appareil  qui  a  servi  de  point  de  départ 
à  l'étude  de  tous  les  autres  éléments  articulés.  Cette  découverte,  qui  a 
résolu  pour  la  première  fois  d'une  manière  rigoureuse  l'important  pro- 
blème de  la  transformation  d'un  mouvement  circulaire  en  un  mouve- 
ment rectiligne,  M.  Peaucellier  l'a  énoncée  en  termes  généraux  et  sous 
forme  de  question,  en  1864,  dans  les  Nouvelles  AnneUes  de  Mathématiques ^ 
et  en  a  donné  ensuite  un  exposé  détaillé,  en  1S73,  dans  le  même  journal. 
M.  Lipkine,  de  Saint-Pétersbourg,  a  trouvé  la  même  solution  en  1870; 
il  présenta  aussitôt  la  description  et  la  théorie  de  l'appareil  à  l'Académie 
de  SaintrPétersbourg  (voir  Bulletin  de  V Académie  de  Saint-Pétersbourg, 
t.  XVI,  1871),  et  en  1873  il  en  exposa  un  modèle  à  l'Exposition  univer- 
selle de  Vienne. 
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On  remarquera  que,  d'après  une  observation  faite 
plus  haut  sur  la  relation  générale  (i),  on  ne  changerait 

Fig.  7. 


en  rien  les  propriétés  de  Tinverseur,  si,  au  lieu  de  faire 
tous  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  PMPiM'  égaux 
entre  eux,  on  ne  les  prenait  qu'égaux  deux  à  deux,  de 
manière  que  PM  =  Pi  M,  PM'=  Pi  M',  comme  le  mon- 
trent les  Jig.  9  et  10.  Ainsi,  dans  Tinverseur,  le  losange 


Fig.  9. 


n'est  pas  indispensable,  et  ce  n'est  certainement  que  l'a- 
vantage de  l'extrême  simplicité  qui  Ta  fait  employer  ex- 
clusivement. 
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Si,  dans  Finverseur,  on  fixe  le  point  Pi  au  lieu  du 
point  A,  on  aura  un  élément  qui  a  servi  à  M.  Sylvester 
pour  décrire  les  cubiques  nodales  qui  sont  les  inverses 
des  sections  coniques,  avec  un  sommet  de  la  conique 
comme  origine  d'inversion  (hypercissoïdes,  hjpocissoïdes 
et  cissoïde  ordinaire),  et  pour  former,  en  vertu  de  cette 
propriété,  un  conîcographe  de  treize  tiges  (*).  Dans  ce 
cas,  on  aura  à  changer  dans  les  fig,  7,8,  9  et  10,  A  en  Pi 
et  Pi  en  A,  et  à  substituer,  dans  la  formule  (6),  aux 
quantités  m,  c,  p  respectivement  lés  quantités  c,  m, 
pdb  piy  où  il  faut  prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  — , 
selon  que  Télémcnt  primitif,  dont  A  est  le  point  d'appui, 
est  positif  ou  négatif^  on  aura  donc 

(7)  p]±^p,  =  m'-c\ 

où  l'on  devra  prendre  le  signe  4-  ou  le  signe  — ,  selon 
que,  le  poinl  P|  étant  fixe,  Télément  est  négatif  ou  po- 
sitif. 

IV.  Élément  de  M.  Sylvester.  —  Cet  élément  lui  a 

Fig.  II.  Fîg.  12. 

M 


servi  pour  réaliser  un  système  circulo-circulaire,  c'est-à- 
dire  une  disposition  propre  à  transformer  un  mouvement 


(*  )  Voir  Revue  scientifique,  tome  cité,  p.  49^. 

y4nn,  de  Mathém.,  a»  scrîc,  t.  XIV.  (Décembre  1875.)        35 
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Circulaire  en  un  antre  mouTement  cîrcnlaire,  difTërent  de 
celui  de  M.  Peaucellier  {*)  [fig.  1 1  et  i a).  On  obtient  ce 
nouvel  élément  en  supposant  m  =  mi  et  n  <^  m  dans  les 
Jig,  I  et  a  et  dans  Téquation  (i),  ce  qui  donne  \e%Jig.  ii 
et  la,  ou  pins  généralement  les  fig.  i3  et  14^  et  la  re- 
lation 

(8)  {m  —  »)p*±«^pi  =  iiî(r» — /i'), 

le  signe  +  correspondant  a  la  forme  positive  (fig*  1 1  et 
1 3),  et  le  signe  —  a  la  forme  négative  {fig*  ta  et  i4)« 

Fig.  x3. 


Lorsque,  dans  cet  élément,  le  point  P|  décrit  une  cir- 
conférence qui  ne  passe  pas  par  le  point  fixe  A,  le  point  P 
décrit  une  anal lagma tique  du  quatrième  ordre  ^  cette  dis- 
position peut  donc  servir  a  la  description  de  ces  courbes 
aussi  bien  que  l'élément  11^  mais,  si  la  circonférence 
décrite  par  P^  contient  le  point  d'appui  Â,  la  courbe  dé- 
crite par  le  point  P  se  décompose  en  deux  cercles,  ce  qui 
explique  précisément  comment  cet  élément  a  pu  servir 
à  M.  Sylvester  pour  la  transformation  d'un  mouvement 
circulaire  en  un  autre  mouvement  circulaire. 


(*  )  Voir  Revue  identifique,  tome  cité»  p.  493t  note. 
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Si  Ton  fixe  le  point  P|  au  lieu  du  point  A,  il  faudra 
changer,  dans  les^g.  11-149  A, Pi,  M,  M',  N,  N' respec- 
tivement en  Pi,  A,  N,N^  M, M'  et,  dans  la  formule  (8)» 
c,  m,  n, p  respectivement  en  m^Cymiyp-^-  pi  ou  en  m, 
c,  mi,  p  —  /9i,  selon  que  Ton  prend  cette  formule  avec  le 
signe  +  ou  avec  le  signe  —  ;  on  aura  donc,  pour  la  dis- 
position actuelle,  la  relation 

et  Ton  choisira  ici  le  signe  supérieur  ou  le  signe  infé- 
rieur, selon  que,  le  point  Pi  étant  fixe,  le  nouvel  élément 
sera  négatif  ou  positif. 

y.    Extracteur   binôme   quadratique  de   M.   SyU 
rester  (*)  {fig.  i5).  —  Dans  l'élément  généralisé  {Jig.  i 


Fig.  i5. 


Fig.  16. 


^— f-^  p 


ou  2),  fixons  le  point  Pi  au  lieu  du  point  A;  cela  re- 
vient à  changer  respectivement,  dans  les  fig.  i  et  2,  A, 
Pi,  M,  M',  N,  N'  en  Pi,  A,  N,  N',  M,  M'  et,  dans  la  for- 
mule (i),  c,  m,  mi,  n  en  m,  c,  /»,  mi,  et  p  en  p  -h  Pi  ou 
p  —  pi,  selon  que  Ton  prend  la  formule  (1)  avec  le» 
signes  supérieurs  ou  avec  les  signes  inférieurs;  on  aura 


{*)  Voir  Bévue  scientifique,  tome  cité,  p.  49^< 


35. 
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ainsi 

Faisons  maintenant  7z  =  c,  mi  =  2c;  cette  hypo- 
thèse conduit  à  rélëment  de  la  Jig,  i5,  qui  n^esi  autre 
chose  que  l'extracteur  binôme  quadratique  de  M.  Syl- 
vester,  ou,  plus  généralement,  à  la^g*.  i6;  la  relation 
(lo)  devient 

(II)  pJ^p.=  ;;,=  _4c^ 

Les  doubles  signes  ont  disparu,  et  il  n*y  a  plus  lieu  de 
distinguer  la  forme  positive  et  négative.  La  relation  (ii) 

fait  voir  que,  lorsque  l'un  des  bras  est  égal  à  ^x*  +  A, 
k  étant  une  constante,  Tautre  bras  est  égal  à  x,  ce  qui 
explique  le  nom  de  l'élément.  En  outre,  cet  appareil  a 
servi  à  M.  Sylvester  pour  tracer  les  lemniscatoïdes  en 
général  au  moyen  de  sept  tiges,  et  à  M.  Uenrici  pour 
tracer  la  lemniscate  ordinaire  au  moyen  de  cinq  tiges 
seulement  {*). 

Si»  dans  l'extracteur  binôme  quadratique,  on  fixait  le 
point  Pi  au  lieu  du  point  A,  on  tirerait,  pour  cette  nou- 
velle disposition,  directement  deTéquation  (i),  en  y  po- 
sant mi=///,  n  =  am,  la  relation 

(12)  p'Zp'7.ppi  =  ^m^  —  c'. 

La  même  relation  s'obtiendrait  de  l'équation  (8),  en  y 
posant  /z  =  2m  ;  l'élément  auquel  on  est  conduit  en  6xani 
le  pointPi  dans  lesjig,  i5  ou  16  n'est  donc  qu'uncaspar<- 
ticulier  de  l'élément  IV,  et,  en  se  rappelant  ce  qui  a  été 
dit  sur  la  description  des  anallagmatiques  du  quatrième 
ordre  au  moyen  de  ce  dernier  appareil,  on  voit  que  l'ex- 
tracteur binôme  quadratique  peut  aussi  servir  k  la  des- 

(*)  Voir  Revue  scientifique,  tome  cité,  p.  493  6t  ^9^. 
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cription  de  cea  courbes,  si  Ton  y  fixe  le  point  Pi  au  lieu 
du  point  A. 

VI.  Élément  pantographique  (*)  (fig.  17  et  18).  — 
Posons,  dans  notre  élément  généralisé,  m^^^m^  n  =  c] 
les  Jig.  1  et  a  donneront  les  Jig.  17  et  18,  où  ANPN', 

Fig.  18. 


PiMPM^  sont  deux  losanges  à  côtés  parallèles,  ou,  plus 
généralement,  lesjîg,  19  et  ao,  et  Téquation  (i)  de-* 
viendra 


(i3) 


p,  C 


m 


le  signe  -h  correspondant  à  la  forme  positive  (^gf.  17 
et  19),  et  le  signe  —  à  la  forme  négative  (fig^  18  et  20). 
On  voit,  par  Péquation  (i3),  que  l'élément  considéré 
transforme  une  figure  donnée  en  une  autre  figure  sem- 
blable, ce  qui  justifie  le  nom  de  l'appareil. 

Si,  dans  l'élément  pantographique,  on  fixe  le  point  P^ 
au  lieu  du  point  A,  il  faudra  changer,  dans  les  Jîg.  17- 
20,  A  en  Pi  et  Pi  en  A,  N,  N'  en  M,  M',  et  M,  M'  en  N, 


(*)  Voir  Reloue  scientifique,  tome  cité,  p.  493. 
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N',  et,  dan8lafonin]le(i3),ceiim,  mencetp  en  p  +  pi 
ou  en  p  —  pu  selon  que  l'on  prend  celte  formule  ayec  le 

Fig.  19. 


signe  +  ou  le  signe  —  ]  le  nouvel  élément  effectuera 
donc  une  transformation  eYprîmée  par  Téquation 


(t4) 


t 


m  —  c 


et  sera  par  conséquent  aussi  un  élément  pantographique, 
mais  d'un  module  différent  de  celui  de  l'élément  pri- 
mitif. 

En  résumé,  on  voit  donc  que  les  différents  éléments 
connus  que  nous  Tenons  de  considérer  ne  sont  en  effet 
que  des  cas  partictdiers  de  Télément  généralisé. 

6.  Mais,  comme  il  a  été  déjà  dit  plus  haut,  tous  ces 
éléments  connus  sont  de  la  première  espèce,  c'est-à-dire 
que,  dans  tous  ces  appareils,  les  deuxièmes  guides  sont 
toujours  adaptés  par  leurs  extrémités  libres,  ou  aux  deux 
connecteurs  ou  aux  deux  premiers  guides.  Après  avoir 
examiné  les  appareils  de  ce  genre,  il  est  naturel  de  se 
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demander  si  Ton  ne  pourrait  pas  obtenir  d'autres  dis- 
positions nouvelles  et  utiles  parmi  les  éléments  de  la 
deuxième  espèce,  où  les  extrémités  libres  des  deuxièmes 
guides  s'appuient  sur  un  connecteur  et  un  premier  guide 
adjacent. 

Je  ne  reproduis  pas  ici  l'analyse  un  peu  minutieuse, 
mais  très-simple,  de  cette  question.  Celte  analyse  nous 
apprend  qu'en  se  bornant  au  même  degré  de  simplicité 
que  pour  le  cas  des  éléments  de  la  première  espèce,  c'est- 
à-dire  en  ne  considérant  que  les  éléments  de  la  deuxième 
espèce,  jouissant  de  la  propriété  que  leur  point  d'appui 
et  leurs  deux  pôles  restent  constamment  en  ligne  droite 
pendant  le  mouvement  de  T appareil,  les  seuls  éléments 
auxquelson  se  trouve  conduit  sont  rextracteurbinôme  qua- 
dratique de  M.  Sylvester  etrélémentpantograpbiquesous 
une  forme  particulière  servant  à  doubler  les  rayons  vec- 
teurs, ce  qui  nous  indique  une  propriété  curieuse  de  ces 
deux  éléments,  de  pouvoirservir  en  même  tempsd'éléments 
de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce,  selon  que  l'on 
fixe  dans  \^fig*  i5  le  point  A  ou  le  point  M,  et  dans  la 
fie'  '7î  considérée  dans  l'hypothèse  PM  =  MN,  le  point 
Â  ou  le  point  N.  On  ne  retrouve  ainsi,  parmi  les  éléments 
de  la  deuxième  espèce,  que  des  variétés  déjà  connues,  ce 
qui  montre  que  cetteseconde  solution  possible  du  problème 
est  stérile,  et  que,  autant  que  Ton  se  borne  à  cette  classe 
simple  d'éléments,  dont  le  point  d^appui  et  les  deux  pôles 
sont  assujettis  à  rester  constamment  en  ligne  droite,  de 
nouvelles  dispositions  ne  peuvent  être  cherchées  que 
parmi  les  éléments  de  la  première  espèce. 

7.  Il  a  été  proposé  récemment,  par  M.  Kemp,  un  sys- 
tème particulier  à  six  tiges,  présentant  une  nouvelle  so- 
lution du  problème  de  la  transformation  d'un  mouve- 
ment circulaire  en  un  mouvement  rectiligne  parfait.  Ce 
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système  ingénieux  joue,  parmi  les  éléments  connus,  un 
rôle  tout  à  fait  exceptionnel  5  il  ne  jouit  plus  de  la  pro- 
priété commune  à  tous  les  éléments  que  nous  venons 
d'étudier,  d^avoir  constamment  trois  de  ses  articulations, 
le  point  d'appui  et  les  deux  pôles,  en  ligne  droite,  et  ne 
peut  pas,  par  conséquent,  êlre  déduit  comme  cas  parti- 
culier de  notre  élément  généralisé.  Néanmoins,  pour 
compléter  l'exposé  de  tous  les  systèmes  connus  à  six  tiges, 
nous  jugeons  k  propos  d^en  donner  ici  la  description  et 
la  théorie. 

On  forme  un  quadrilatère  ANPN'  (Jtg.  21),  à  diago- 


nales rectangulaires,  dans  lequel  AN  =  PN,  AN'=  PN'; 
on  prend  le  sommet  A  pour  point  d'appui,  le  sommet  P 
pour  premier  pôle,  et  par  conséquent  les  côtés  AN  =  c, 
AN'=  (/  pour  connecteurs  et  les  côtés  PN  =  c,  PN'=  </ 
pour  premiers  guides.  On  construit  ensuite  sur  les  côtés 
PN,  PN'  un  second  quadrilatère  NPM'Pi,  tel  que 

NP,  =  NP  =  c,     P,M'=  PM'  =  î', 

c 

et  Ton  prend  son  sommet  Pi  pour  deuxième  pôle  et  ses 
côtés  PiN,  Pi  M'  pour  deuxièmes  guides.  Dans  cet  élé- 
ment, les  bras  seront  représentés  par  les  droites  AP=d, 
APj  =  pi  5  et  Ton  peut  faire  voir  que,  si  le  pôle  P  décrit 
une  circonférence  passant  par  le  point  fixe  A  et  dont 
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le  centre  ir  est  symétrique  au  point  N'  par  rapport 
à  la  droite  AP,  le  pôle  P|  décrira  une  droite  qui  passe 
par  A  et  qui  est  perpendiculaire  au  côté  N'P  du  premier 
quadrilatère  ANPM^  En  effet,  pour  faire  décrire  au 
point  P  la  circonférence  demandée,  il  suffit  d'ajouter  au 
système  considéré  de  six  tîges  une  septième  tîge  Pti  égale 
et  parallèle  à  N'A  et  de  fixer  l'extrémité  tt  de  celle  nou- 
velle tige.  La  figure  AttPN' restera  un  losange  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement  de  l'instrument,  et  ses  deux 
diagonales  AP,  N'tt  resteront,  en  vertu  d'une  propriété 
déjà  mentionnée  (n^3),  constamment  perpendiculaires 
entre  elles.  Désignons  respectivement  par  0,  0i  les  angles 
PAtt,  Pj  Att  que  les  deux  bras  p,  pi  font  avec  la  droite 
fixe  Air,  par  /x,  v  les  angles  PAN,  Pi  AN  que  ces  bras  font 
avec  le  côté  AN,  et  para,  p  les  angles  opposés  AN'P,  ANP 
du  quadrilatère  ANPN';  on  aura,  dans  une  position 
quelconque  de  l'appareil, 

e,  =  G  -+-  V  —  p,  ô  =  9o«  —  -» 

et,  par  conséquent, 

0|  =  90® h  V fX. 

D'autre  part  les  deux  quadrilatères  ANPN',MTNPi  élaiit 
constamment  semblables,  les  triangles  isoscèles  ANP, 
ANPi  donnent  respectivement 

p  r=  go**  —  ^t       V  =  90^  —  !- 

On  aura  donc 

c'est-à-dire  que  le  rayon  vecteur  px  du  point  P|  demeure 
constamment  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  K%\  le 
point  Pi  décrit  donc  une  droite  APi  perpendiculaire  à 
A r  ou  à  la  droite  N'P  et  passant  par  le  point  fixe  A. 
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APPENDICE. 

8.  Pour  donner  une  énnmération  complète  de  tous  les 
types  de  systèmes  articules  qui  ont  été  proposés  depuis  la 
découverte  de  M.  Peaucellier,  il  ne  reste  à  ajouter  i 
ce  qui  vient  d*ètre  dit  sur  les  systèmes  à  six  tiges  que  la 
description  d^un  petit  nombre  de  systèmes  à  huit  et  à 
quatre  tiges. 

Systèmes  a  huit  ticcs* 

I.  Protracteur  de  M,  PeauceUier  (*).  —  Considé- 
rons un  inverseur  ordinaire  à  six  tiges  de  M.  PeauceUier, 
et  joignons  son  deuxième  pôle  P|  par  une  septième  tige 
avecun  point  tt  situé  de  manière  que  7rPA=7r  A  [fig*  a^)* 


Fîg.   22. 


Fîg.  93. 


Si,  ontre  le  point  A,  on  fixe  dans  ce  système  le  point  n, 
le  pôle  Pi  se  déplacera  suivant  une  circonférence  passant 
par  A  et,  d'après  les  propriétés  connues  de  Tinverseur, 
le  pôle  P  décrira  une  droite  Vp  perpendiculaire  à  la 


{*)  Voir  NowtïUi  Amtales  de  HtUhématiques,  9*  térie,  t.  Xlf,  année 

1873. 
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ligne  des  centres  Att;  par  conséquent,  si  l'on  relie  les 
deux  points  fixes^  A,  rc  par  une  nouvelle  tige,  et  si  Ton 
imagine  une  barre  rigide  liée  invariablement  au  point  p 
k  cette  huitième  tige  A?r  suffisamment  prolongée,  per-  ^ 
pendiculairement  à  la  tige  Att,  cette  barre  sera  pendant 
le  mouvement  de  Tappareil  constamment  dirigée  vers  le 
point  P.  En  rendant  maintenant  aux  points  A  et  ir  leur 
mobilité  et  en  fixant  le  point  P,  on  obtient  un  appareil  à 
huit  tiges  qui  jouit  de  cette  propriété  que,  lorsque  Tun 
des  points  de  la  barre  liée  d'une  manière  invariable  en  p^ 
perpendiculairement  à  Att,  décrit  une  courbe  donnée 
|0=y*(9),  tout  autre  point  de  cette  barre  décrira  une 
seconde  courbe  pdtc  =y (ô),  que  l'on  obtient  de  la  pre- 
mière, en  augmentantou  en  diminuant  tous  ses  rayons  vec- 
teurs d'une  quantité  constante  c,  et  qui  constitue  ce  que 
Ton  peut  nommer  la  protraction  ou  la  rétraction  radiale 
de  la  courbe  proposée.  Ainsi,  si  un  premier  point  de  la 
barre  décrivait  une  droite  ou  un  cercle,  un  second  point 
décrirait  respectivement  une  conchoïde  ordinaire  ou 
un  limaçon  de  Pascal,  etc. 

II.  Sytèmes  à  huit  tiges  de  M.  Sylvestcr  (*).  —  Dans 
un  inverseur  ordinaire  à  six  tiges,  substituons  à  la  tige 
PM  (Jig*  a3)  une  tige  égale  et  parallèle  MiP,  passant 
par  le  point  d'intersection  O  des  diagonales  du  losange^ 
articulons  aux  points  Pi,  P  deux  nouvelles  tiges  A^P, 
Al  Pi  réunies  par  une  articulation  en  un  point  Ai  de  la 
diagonale  MM^  prolongée,  et  fixons  le  point  O.  En  pre- 
nant pour  bras  les  longueurs  OA  =  p,  OAi  =  pi,  ce  sys- 
tème à  huit  tiges  établira  entre  ces  bras  la  relation 

p'-f-  pî  =  CODSt. 

En  effet,  les  deux  droites  AO,  AfO  restant  constamment 


(*  )  Voir  Revue  teientifque,  tome  cité,  p.  49^* 
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perpendiculaires  entre  elles  pendant  le  monvement,  on 
aura,  dans  chaque  position  de  l'appareil, 

p»=  ÂM  —  MO', 
d'où 


p»-hp;  =  AM  H-A.P,   -«P,M'  , 
ou,  en  posant 

AM  =  AM'  =  <:,     P,M  =  P.M'=PM'=P'M|=m, 

A,P=:A,P.=7, 

p'-+-pj  =:c'-l-7' —  iîi'=  const. 

On  volt  donc  que  cet  appareil  peut  servir  à  la  transfor- 
mation de  ^k  — ~x*  en  a:,  k  étant  une  constante;  en 
outre,  M.  Sylvester  Ta  employé  pour  la  description 
de  l'inverse  d'une  conique  par  rapport  au  centre  de  cette 
conique,  et,  en  le  combinant  convenablement  avec  un 
inverseur  à  six  tiges,  pour  la  construction  d'un  conico- 
graphe  d'un  même  nombre  de  tiges  que  celui  de  M.  Peau- 
cellier,  mais  pratiquement  plus  avantageux  (*). 

Remarquons  qu'en  choisissant  dans  ce  système  à  huit 
tiges  les  paramètres,  de  manière  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion c"-f-  7' —  /n"  =  I,  l'appareil  effectuera  la  transfor- 
mation de  ^i  —  X*  en  a: ou  de  cosO  en  sin6.  Et,  si  M.  Syl- 
vester emploie,  pour  la  transformation  du  cosinus  en 
sinus,  cinq  éléments  à  six  tiges  {**)j  cela  ne  tient  qu'à 
cette  circonstance  que,  dans  le  système  considéré  a  huit 
tiges,  les  deux  bras  ne  sont  pas  comptés  sur  une  même 
droite,  comme  dans  tous  les  éléments  à  six  tiges,  mais 
sur  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles,  ce  qui  of- 

(*)  Voir  Revue  scientifique,  tome  citéi  p.  498* 
(*•)  Ibid,,  p.  496. 
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frirait  un  grand  inconvénient  toutes  les  fois  que  l'on  a 
à  construire  des  combinaisons  de  plusieurs  systèmes, 
comme  cela  a  lieu  dans  les  questions  considérées  par 
M.  Sylvester. 

Systèmes  a  quatre  tiges. 

I.  Système  de  M.  Roberts  (*).  —  Soit  CDDiQ 
ifiS'  ^4)  un  quadrilatère  articulé  formé  de  quatre  tiges, 
et  tel  que  les  côtés  adjacents  soient  égaux  deux  à  deux, 
c'est-à-dire  que  CCt=CD  =  a,  DiD  =  DiCi=:t.  Si 
Ton  fixe  les  deux  sommets  C,  Ci  ou  la  tige  CCi,  chaque 
point  de  la  tige  DDi  et  du  plan  emporté  par  cette  tijge 
décrit  une  inverse  de  conique.  La  démonstration  de  cette 
propriété,  due  à  M.  Roberts,  ne  pourrait  pas  trouver 
place  ici  (**). 

On  voit  donc  que  le  système  de  M.  Roberts  offre  un 
moyen  de  décrire  une  inverse  de  conique  au  moyen  de 
trois  tiges  seulement.  De  plus,  M.  Mannbeini  a  trouvé 
cette  propriété  aussi  curieuse  qu^ élégante,  que  le  déplace- 
ment de  la  tige  DDi,  dans  ce  système,  peut  s'obtenir  par 
le  roulement  d'un  ovale  de  Descartes  dans  un  ovale  de 
Descartes. 

II.  Système  de  M,  Havt  (***).  —  Imaginons  de  nou- 
veau un  quadrilatère  articulé  CDiDCi,  mais  tel  que  les 
côtés  o;?/;o5éj  soient  égaux  deux  à  deux,  c'est-à-dire  que 
CCi  =  DDi=a,  CDi=  CiD  =  6-,  nous  aurons  devant 
nous  ou  un  parallélogramme  ou  un  trapèze  isoscèle  ; 

(*)  Voir  Kevue  identijîque,  4'  aanée,  3^  série,  numéro  du  i  janvier 
1875,  p.  640. 

{**)  Cette  démonstration  est  indiquée  dans  le  compte  rendu  de  la 
communication  faite  par  M.  Sylvester  dans  la  troisième  session  de  l'As- 
sociation  françaiio  pour  Tavancement  des  sciences  (  Congrès  de  Lille . 
i874)t  inséré  dans  la  Revue  scientifique,  numéro  du  a  janvier  1875. 

(***)  Ibid. 


(  558  ) 

considérons  le  dernier  cas  représente  sur  l^fig-  a5.  Si, 
dans  ce  système,  on  fixe  les  deux  sommets  C)  Ci  ou  la 
tige  CCi,  chaque  point  de  la  tige  DD|  et  dn  plan  em* 
porté  par  cette  tige  décrira  une  inverse  de  conique  (^), 
ce  qui  fournit  un  second  moyen  de  décrire  ces  inverses 


au  moyen  de  trois  tiges.  La  propriété  analogue  à  celle 
qui  a  été  trouvée  par  M.  Mannheim  pour  le  système  de 
M.  Roberts  consiste  ici  en  ce  que  le  déplacement  de  la 
tige  DDi  s^obtient  en  faisant  rouler  une  ellipse  sur  une 
ellipse  égale  ou  une  hyperbole  sur  une  hyperbole  égale; 
cette  propriété  est  due  à  M.  Clîfford  (**). 

Si,  dans  le  système  a  quatre  tiges  de  M.  Hart,  on  fixe,  an 
lieu  des  deux  sommets  C,  Ci,  un  point  quelconque  A  du 
cAté  CC),  et  que  Ton  prenne  sur  les  tiges  CDi,  CiD  deux 
points  P,  Pi  situés  avec  le  point  A  sur  une  même  droite 
parallèle  aux  diagonales  CD,  CiDi  du  trapèze,  les  trois 
points  A,  P,  Pi  resteront  toujours  en  ligne  droite,  et  le 
produit  des  longueurs  AP,  A  Pi  restera  constant  pendant 
le  mouvement  de  Tinstrument.  Ainsi  le  système  consi- 
déré présente  un  inverseur  qui  diffère  essentiellement 
de  celui  de  M.  Peaucellier,en  ce  qu'il  ne  compte  plus  que 
quatre  tiges  au  lieu  de  six.  Pour  démontrer  la  propriété 


(*)  On  trouTera  la  démonstration  de  eetto  propriété  daat  le  compte 
rendu  cité  de  la  communication  de  M.  SyWester. 
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énoncée,  posons  AP  ss  p,  AP|  =  Pi ,  ACi  =  ^t^  AC  ss^a^^ 
CD  s=s  otf  CiDis=:  |3;  la  similitude  des  triangles  CCiDn 
CAP  et  Cl  CD,  CiAPi,  similitude  qui  se  conserre  pen- 
dant le  mouvement,  donne  les  deux  proportions 

P  :  p  =  a,  :  a, 

p,  :  a  =  fl,  :  rt, 
d'où 

D^autre  part,  il  est  aisé  de  voir  que  le  produit  a|3  des  dia- 
gonales du  trapèze  reste  constant  pendant  le  mouvement. 
En  effet,  en  nommant  S  la  commune  grandeur  des  pro- 
jections CiE,  DiF  des  côtés  CCi,  DDi  sur  la  diagonale 
CiDi,  on  a 

Mais  les  triangles  rectangles  Ci  FD,  Ci  EC  donnent  res- 
pectivement, en  désignant  par  h  la  hauteur  CE  du  tra- 
pèze, 

En  retranchant  la  seconde  de  ces  égalités  de  la  première, 
il  vient 

et,  par  conséquent, 

afi  =  A' —  a'=const. 

Si  Ton  porte  maintenant  cette  valeur  du  produit  a^  dans 
l'expression  trouvée  plus  haut  pour  le  produit  ppi,  on 
obtient 

Les  quantités  a,  &,  ai,  a,  étant  invariables,  on  voit  que 
le  produit  ppi  reste  constant  pendant  le  mouvement.  On 
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pourrait  démontrer  d'ane  manière  tout  à  fait  analogue 
que,  si  Ton  fixe  un  des  trois  points  Ai,  Pj,  P  au  lieu  du 
point  A,  les  produits  AjP.AiPi,  PiAi.PiA,  PA.PAi 
resteraient  respectivement  constants^  Fappareil  peut 
donc  servir  dMn verseur  de  quatre  manières  différentes. 

D'après  la  propriété  qui  vient  d'être  démontrée,  le 
point  A  étant  fixe,  si  Tun  des  pôles  P,  Pi  décrit  une  cir- 
conférence passant  par  A,  le  second  pôle  décrira  une 
droite.  Le  système  de  la  fig.  25  donne  donc  la  solution 
du  problème  de  la  transformation  d'un  mouvement  cir- 
culaire en  un  mouvement  rectiligne  exact  au  moyen  de 
cinq  tiges  seulement,  en  comptant  la  tige  qui  doit  relier 
le  pôle  décrivant  la  circonférence  au  centre  fixe  de  cetlc 
circonférence  (*).  El,  si  Ton  observe  que,  d'une  part, 
tout  système  de  tiges  articulées  servant  à  résoudre  cette 
question  doit  être  formé  d'un  nombre  impair  de  tiges, 
et  que,  d'autre  part,  un  système  de  trois  tiges  ne  donne 
point  de  solution  rigoureuse  du  problème,  on  voit  que, 
parmi  tous  les  systèmes  imaginables  de  tiges  articulées 
propres  à  résoudre  rigoureusement  la  question  de  la  trans- 
formation d'un  mouvement  circulaire  en  mouvement  rec- 
tiligne, celui  de  M.  Hart  est  formé  du  plus  petit  nombre 
possible  de  liges  (**). 


{*)  Dans  la  quatrième  session  do  rAssociation  française  pour  l'aTan- 
cement  des  sciences  (Congrès  de  Nantes,  1875  )r  M.  Bréçuet  fils  a  fait 
voir  un  très-beau  modèle  en  cuivre  de  ce  système  à  cinq  tiges. 

(**)  Les  divers  systèmes  à  quatre,  six  et  huit  tiges,  décrits  dans  ce  tra- 
vail, épuisent,  je  crois,  le  nombre  total  dos  types  connus  de  systèmes 
articulés,  c'est-à-dire  des  systèmes  simples  et  essentiellement  distincts 
qui  ont  été  proposés;  tous  les  autres  systèmes  connus  n'en  présentent 
que  des  combinaisons  plus  ou  moins  compliquées.  C'est  à  cette  seconde 
classe  de  systèmes  combinés  ou  multiples  qu'appartiennent,  par  exemple, 
les  divers  conicographes  de  MM.  Peaucellier,  Sylvester,  Hart,  etc.,  à 
quinze,  treize,  onze,  neuf,  sept  tiges  (combinaisons  d'un  système  propre 
à  décrire  l'inverse  d'une  conique,  comme  le  système  de  M.  Sylvester  à 
huit  tiges,  ceux  de  MM.  Roberts,  Hart,  etc.,   avec  un   inverseur   de 
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THÉORÈME  DK  fiÉOMËTRlE^ 

Par  m.  C.  CHADU, 

Professeur  au  lycée  de  Mont-dc-Marsan. 


Soient  oL^  pj  y^  d  quatre  points  pris  sur  chacun  ries 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche  ARCD;  soient  P,  P' 
les  points  d^ intersection  de  la  droite  ay  avec  chacun 
des  plans  BC^,  AD(3.  Démontrer  la  relation 

Aa.Bp.C7.DJ  _  Pa      P|_a 
Atî.Ba.Cp.Dv  ■"  P^  •  P^/ ' 

Plaçons  en  A  un  point  matériel  dont  la  masse  A'  soii 
prise  arbitrairement  et  en  B,  C,  D  trois  autres  points 
matériels  dont  les  masses  B',  C,  IX  soient  telles  que 

a  soit  le  centre  de  gravité  de  A'   et  B', 
0  «  »  B'  et  C, 

7  »  1.  C  et  D'. 


M.  Peaucellier  ou  de  M.  Hart);  le  paradoxe  cinématique  de  M.  Sylyestci- 
à,  soixante-treize  tiges  obligeant  deux  points  non  liés  entre  eux  à  rester 
à  une  distance  invariable  et  serrant  à  réaliser  Je  mouvement  d'un  ou  de 
plusieurs  points  suivant  la  ligne  des  centres  (combinaison  de  huit  inver- 
seurs de  M.  Peaucellier  et  de  cinq  extracteurs  binômes  quadratiques); 
les  systèmes  de  M.  Sylvester  à  vingt-cinq  tiges,  pour  produire  un  mou- 
vement suivant  une  parallèle  à  la  ligne  des  centres  (combinaison  de 
deux  inverseurs  de  M.  Peaucellier  avec  deux  extracteurs  binômes  qua- 
dratiques), et  à  quarante'trois  tiges  pour  produire  un  mouvement  sui- 
vant une  droite  formant  un  angle  donné  avec  la  ligne  des  centres  (com- 
binaison de  quatre  inverseurs  de  M.  Peaucellier,  de  deux  extracteurs 
binômes  quadratiques  et  d'un  élément  pan tograpbique);  les  divers  sys- 
tèmes servant  à  l'extraction  des  racines,  etc.  Il  est  évident  que  la  théorie 
de  ces  systèmes  multiples  ne  présente  aucune  difficulté  dès  que  l'on  con- 
natt  les  propriétés  des  systèmes  simples  qui  les  constituent. 

Jnn.  de  Mathémat,^  a*  série,  t.  XIV.  (Décembre  1 876.)  36 
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Ces  conditions  entraînent  les  relations 

^'^  Ba""A''      Cp'^B''      Dy^C' 

Le  centre  de  gravité  du  système  Â^  B',  C\  U  sera  sur 
la  droite  ay;  d'ailleurs  il  est  dans  le  plan  /3  AD;  il  devra 
donc  se  trouver  en  P  à  Tintersection  de  la  droite  et  du 
plan. 

Par  conséquent 

P7~'A'-|-B'' 
En  tenant  compte  des  relations  (i),  on  aura 

,    .  Pa_  Aa.Bp  (C74-D7) 

^^^  P7""Cp.Dy  (Aa-+-Ba)' 

P'  étant  le  point  d'intersection  de  la  droite  ecy  et  du  plan 
dBC,  on  aura  de  même 

Fa  _  AJ.Ba(C74-DY) 
^    ^  P'7'~'D^.C7  (Aa-+-Ba)' 

En  divisant  membre  à  membre  les  relations  (2)  et  (3  ), 
on  obtient  Fégalité  qui  fait  Tobjet  du  théorème. 

Si  Ton  suppose  que  les  deux  droites  ay,  ^d  soieutdans 
un  même  plan,  les  deux  points  P  et  F  se  confondent  : 


et  alors 


Va  ,  Fa_ 

P7  '  P'v"^'' 


Aa.Bp.C7.D^_ 
A^.Ba.Cp.D7  ^'' 


On   trouve   donc  comme  cas  particulier  le  théorème 
suivant  : 

Quand  un  plan  rencontre  les  quatre  côtés  d^un  qua- 
drilatère gauche^  il  y  forme  huit  segments,  tels  que  le 
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produit  de  quatre  d'entre  eux,  qui  n'ont  pas  d'exiré- 
mité  commune,  est  égal  au  produit  des  quatre  autres, 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  établir 
le  théorème  précédent  est  due  k  Jean  Ceva,  géomètre 
italien  [Aperçu  historique,  p.  294)» 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  H76 

(  voir  a*  sérlo,  t.  X1V«  p.  9.88  }, 

Pae  m.  moret-blanc. 

Trouuer  le  lieu  des  points  de  l'espace  tels  qu'une 
conique  donnée  se  projette  sui^fant  un  cercle  ayant  pour 
centre  la  projection  d'un  point  donné  sur  le  plan  de  la 
conique»  (  Pellbt  .  ) 

On  sait  que,  si  deux  coniques  tracées  sur  une  surface 
du  second  ordi^  se  coupent,  le  carré  de  la  demi -corde 
commune  est  égal  au  produit  des  segments  qu'elle  inter- 
cepte sur  le  diamètre  de  chaque  conique  passant  par  son 
milieu  multiplié  par  le  carré  du  rapport  du  demi-dia- 
mètre de  la  conique  parallèle  à  la  corde  au  demi-diamètre 
conjugué.  Si  les  coniques  ne  se  coupent  pas,  le  ihéorème 
subsiste  pour  Tintersection  de  leurs  plans  et  les  diamètres 
conjugués  à  sa  direction,  en  ce  sens  que  les  deux  pro- 
duits, qui  étaient  égaux  au  carré  de  la  demi-corde  com- 
mune, restent  égaux  entre  eux. 

Cela  posé,  soient  O  un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
conique  (C),  MN  sa  polaire,  O'  le  point  où  elle  est  cou- 
pée par  le  diamètre  AB  de  la  conique  qui  passe  par  le 
point  O.  Prenons  sur  celte  polaire,  à  partir  dti  O',  deux 

36, 
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longueurs  O'  M,  O'N,  telles  que 


O'M  =:0']M  =0'A.O'B.  ~, 


a^ 


na  et  a 5  désignant  le  diamètre  AB  et  son  conjugué  paral- 
lèle à  MN. 

Soit  S  le  sommet  d^un  cône  de  projection.  La  projec- 
tion du  point  O  sera  le  centre  de  la  courbe  projection  de 
(C),  si  l'on  prend  le  plan  du  tableau  parallèle  au  plan 
(S,  MN),  car  le  pôle  d'une  droite  située  à  l'infini  est 
au  centre  de  la  courbe.  Pour  que  la  courbe  soit  un 
cercle,  il  faut  : 

i^  Que  la  droite  MN  ne  rencontre  pas  le  cône,  et, 
par  suite,  que  le  point  O  soit  à  Tintérieur  de  la  co- 
nique (C)  ; 

a®  Que  le  plan  (S,MN)  coupe  le  cône  suivant  un 
cercle  infiniment  petit,  et,  comme  MN  sera  la  direction 
conjuguée  de  SCX,  il  faut  que  ces  deux  droites  soient  rec- 
tangulaireSy  et  de  plus,  en  vertu  du  théorème  énoncé 
plus  haut,  on  aura  les  relations 


O'S  =rO'A.O'B--  =  0'M  , 
O'S  =  O'M. 

Le  lieu  du  point  S  est  donc  la  circonférence  décrite  du 
centre  D'avec  un  rayon  CKS  =  -  ^O'A.CB  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  MN  {*), 

(*)  Foir  PoNCCLBT,  Propriétés  projectiles  des  figures,  n*»  110. 
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